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Wektory — czesé 2
Barttomiej BZDEGA

W poprzednim kaciku pisalem o podstawach rachunku wektorowego.
Tu péjdziemy o krok dalej. Rozwazmy niezerowe wektory u i ¥ na plaszczyznie.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Mozemy je tak przesunaé¢ réwnolegle, by miaty wspélny poczatek: & = AU,
¥ = AV Niech |%(4, V)| = |<xUAV| = a. Dla wektoréw @ i ¥ okreslamy ich iloczyn
skalarny

wo ¥ =|dl- |7 cosa.
Jesli co najmniej jeden z wektoréw u, ¥ jest zerowy, to kata « nie da sie okreslié,
ale dlugos$¢ wektora zerowego wynosi zero — mozemy zatem przyjacé, ze wtedy
iloczyn skalarny réwniez jest zerowy. Kat pomiedzy wektorami niezerowymi
tez nie jest jednoznacznie zdefiniowany, bo zamiast a mozna wziaé 360° — a.
Cosinusy tych katow sa jednak réwne, wiec nie psuje to powyzszej definicji
iloczynu skalarnego.

Niech @ = (%y,Yy) 1 T = (24, yy) znowu beda nieﬂowe. Umie$émy je w ukladzie
wspOlrzednych w taki sposéb, by @ = OUii=0V dla0O= (0,0). Niech ¢ i
beda miarami katéw XOU i XOV, liczonymi od osi OX przeciwnie do ruchu

wskazowek zegara (rysunek). Wtedy sin ¢ = %“‘ oraz cos p = \Iﬁl’ analogicznie dla

wektora ¢. Bez utraty ogdlnosci niech ¢ > 1. Wowcezas

wod = U 0] cos(p—)=|dl|-|U] (cospcosth +sinpsiny) = x,Ty + YuYo-
Zauwazmy, ze powyzszy wzor jest prawdziwy réwniez wtedy, gdy co najmniej
jeden z wektoréw u, U jest zerowy.

Dla wszystkich wektoréow , v, W i skalaréw a, b zachodza réwnosci:
(a®d) o (b¥) = ab(w o ¥),
(Nietrudne dowody pozostawiam Czytelnikowi.) Pierwsza z nich to przemiennosé,
druga — zgodno$¢ z mnozeniem przez skalar, trzecia — rozdzielnos¢ wzgledem
dodawania. Te réwnosci sa bardzo pomocne w przeksztatceniach wyrazen
algebraicznych zawierajacych wektory. W szczegélnosci z pierwszej i trzeciej
wynika, ze jesli mnozymy skalarnie sume wektoréw przez sume wektoréow, to
mozemy zrobié¢ tak samo, jak ze zwyklymi sumami algebraicznymi — pomnozy¢
kazdy skltadnik przez kazdy i wszystko doda¢. W szczegdlnosci dozwolone jest
uzywanie wzoréw skréconego mnozenia.

wotU=1vod, Go(T+wW) =tdot+udow, wod=|ul>

W praktyce olimpijskiej wlasnosci iloczynu skalarnego wykorzystuje sie
najczeséciej do dowodzenia prostopadlosci. Niezerowe wektory @ i U sa
prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy kat miedzy nimi ma miare o = 90°
(lub a = 270°). Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze cos o = 0, co z kolei jest
réwnowazne temu, ze @ o U = 0. Krotko méwigc — prostopadtosé prostych AB

i C'D jest rownowazna réwnosci A_B> oCD =0.
Zadania

1. Na plaszczyznie lezg cztery rézne punkty A, B, C, D. Wykazaé, ze jesli
ABL1CD i ACLBD, to réwniez BC L AD.

2. Czworokaty ABCD i APQR sa kwadratami (kolejno$é¢ wierzchotkéw podano
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Punkt M jest srodkiem odcinka BR.
Dowie$é, ze AM 1 DP.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Punkt O jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC, punkt D jest srodkiem odcinka AB, a punkt F
jest ésrodkiem ciezkosci trojkata ACD. Udowodnié, ze CD 1 OE.

4. Boki tréjkata ABC sa podstawami tréjkatéw réwnoramiennych BC'D,

CAE, ABF, zbudowanych na zewnatrz niego. Przez punkty A, B, C
przeprowadzono proste prostopadle odpowiednio do odcinkéw FF, FD, DE.
Udowodni¢, ze te proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.

5. Rozstrzygnacé, czy istnieja takie cztery niezerowe wektory na plaszczyznie,
ze suma kazdych dwoch sposérdod nich jest prostopadia do sumy dwédch
pozostalych.

6. W czworoscianie ABCD zachodzi réwnosé |<BAC| + |xBAD| = 180°.
Dwusieczna kata C AD przecina odcinek CD w punkcie K. Wykazaé, ze
kat BAK jest prosty.
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