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867. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n >
n-elementowy zbior réznych liczb catkowitych M o nastepujacej wlasnosci:

3, dla ktérych istnieje

w kazdym tréjelementowym podzbiorze zbioru M sa dwie liczby, ktorych suma

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2023

868. Ciag nieskonczony ai,as, . ..

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
857 (WT = 1,39) i 858 (WT = 3,60)
z numeru 3/2023

1 1
an+1:1+a—+—+...

jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

jest dany wzorami: a1 = 1,

1
+— dlan>1

1 a2 G

Wykazac istnienie i znalez¢ warto$¢ granicy lim (an —V2n )
n—oo
Zadanie 868 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2023

863. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2, gdzie

864. Znalez¢ liczb¢ C > 0 o nastepujacej wlasnodci: dla kazdej liczby catkowitej n > 1 oraz

Norbert Porwol Essen 45,16

Pawel Najman Krakéw 43,16

Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 41,33

Marcin Kasperski Warszawa 40,29

Michal Adamaszek  Kopenhaga 39,80 i » ,
Adam Woryna Ruda S1. 38,27 Przypominamy tres¢ zadan:
Janusz Fiett Warszawa 36,16

Szymon Tur 35,35 = 1,2,...,p—1, takze jest liczba pierwsza.
Piotr Kumor Olsztyn 35,26

Pawel Kubit Krakéw 34,44

Marek Spychata Warszawa 31,52

Do matematycznego Klubu 44 dotacza
z dalekiej Nadrenii pan Norbert Porwol.
Witamy!

dla kazdego uktadu liczb rzeczywistych z1, ...,
z1 + ...+ x, = 0 zachodzi nieréwnosé

z,, spelniajgcego warunki 1 < ... < x,, oraz

E iT; ('1)5 |4

i=1

Im wigksza stata C, tym lepsze rozwiazanie.

863. Niech p bedzie liczbg pierwsza spelniajaca podany
warunek. Gdyby byta to liczba postaci 4z + 1, mieliby$my
p + 4z? = (2z + 1)2, whrew zadaniu, by wartoéciami
wyrazenia p + 4k* (0 < k < p) byly liczby pierwsze. Zatem
p = 4x — 1 dla pewnego calkowitego x > 1. Mozemy
rowniez napisaé p = 4y — 9, gdzie oczywiscie y = x + 2.

Wezmy najpierw pod uwage przypadek, gdy ktéras z liczb

x,y ma dzielnik nieparzysty d > 1. Gdyby byt to dzielnik

liczby x, wéwczas, biorac k = %(d — 1) (i zauwazajac, ze

skoro d < z, to 0 < k < p = 4z—1), otrzymaliby$my
p+4k® =4z —1+ (d—1)* = 42 + d° — 2d;

to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d (i jest wigksza

niz d).

W takim razie jedynie y moze mie¢ dzielnik nieparzysty

d > 1. Jedli d = 3, wéwczas liczba pierwsza p = 4y — 9

dzieli sie przez 3, czyli réwna sie 3. Sprawdzamy, ze p = 3

spetnia wymagany warunek.

Dalej przyjmijmy, ze d > 3. Bierzemy k = 1 (d — 3) (gdzie
znéw d < y, wiec 0 < k < p = 4y—9) i dostajemy
p+4k* =4y — 9+ (d — 3)® = 4y + d* — 6d;
jak poprzednio, to liczba zlozona, bo dzieli si¢ przez d
(i jest wieksza niz d, skoro y > d > 5).

Pozostata mozliwo$é, ze zadna z liczb x,y nie ma dzielnika
nieparzystego d > 1, czyli ze obie sa potegami dwdjki. Przy
tym réznig sie o 2, wigc muszg to by¢ liczby z = 2, y = 4.
Wyznaczaja liczbe pierwsza p = 7. Sprawdzamy, ze i ona
spelnia wymagany warunek.

Stad odpowiedz: szukane liczby p to 31 7, i tylko one.

864. Przyjmijmy, ze 1 < ... < Tm <0< 41 < ...

Suma wszystkich x; jest zerowa, wobec czego
m

(+) > lwil= Z |xz|f22|xz|

=1 i=m-+1
Wezmy pod uwage sume liczb nleujemnych, ktora,
oznaczymy S, oraz sume niektérych jej sktadnikéw,
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< Ty

oznaczong S’:

S = Z (T — x5),

1< <k<n

$- ¥

1< <m<k<n

(zk — )

(m,n to state; sumowanie po wszystkich wskazanych
parach j, k). Jasne, ze S > S’. Przeksztalcamy te wyrazenia:
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(skorzystaliSmy z zalozenia Y z; = 0); i druga suma:
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1 1
52'%" =5 )il
i=1 i=1

k=m-+1

1 n
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(uzyli$émy réwnosci (*)). Nieréwnosé S > S’, przepisana
teraz jako
1
1 n Z ‘1‘1‘,

pokazuje, ze C' = 7 jest stalg uniwersalng, o jaka chodzi.
Zwiekszy¢ jej nie mozna o czym $wiadczy przyktad: n =2,
z1=-1, xz2 =1 (wktérym S = 5").
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[Michal Adamaszek, autor zadania, zaproponowal powyzsze
rozwiazanie. Zadanie daje si¢ zrobi¢ kilkoma sposobami, ale
to autorskie rozumowanie wydaje sie najzreczniejsze.]



