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Teoretyczne podstawy metamaterialow stworzyt Material magnetyczny charakteryzuje sie swoja

w latach 60. XX wieku rosyjski fizyk Wiktor wzgledna przenikalno$cig magnetyczna p,.. Osrodki
Wiesietago. Bedac jeszcze w szkole Sredniej interesowal amagnetyczne (np. préznia) maja te wielko$é réwna
sie on radiotechnika, odbiornikami radiowymi i byt doktadnie jeden. Materialy diamagnetyczne maja
krotkofalowcem. Wiedzial, ze w obwodach LC dla przenikalnosé magnetyczng niewiele mniejsza od
pewnej szczegdlnej pulsacji (wrc) mamy do czynienia jednosci, a materialy paramagnetyczne — niewiele

z rezonansem pradéw (réwnolegle polaczenie cewki wiekszg od jednosci. Tylko materialty ferromagnetyczne
o indukcyjnosci L i kondensatora o pojemnosci C) charakteryzuje duza wzgledna przenikalnosé

albo z rezonansem napieé (szeregowe polaczenie magnetyczna. Wzgledna przenikalno$é¢ magnetyczna
cewki i kondensatora). Charakter obwodu dla pulsacji jest liczba bezwymiarowa, natomiast przenikalnosé
przekraczajacych pulsacje rezonansowa zmienia si¢ magnetyczna pu = -0 ma taka sama jednostke

z pojemnosciowego na indukcyjny i vice-versa. Jak co przenikalno$é magnetyczna prézni pg. Gdy
napisano w czeéci pierwszej (AS;), pojawienie sie cewka nie ma w sobie zadnego materiatu (cewka
rezonansu w szeregowym obwodzie LC' skutkuje powietrzna), to jej indukcyjno$é obliczymy ze wzoru:
wyznaczeniem ujemnej przenikalnosci elektrycznej Lo = pon?Sl, gdzie o to przenikalno$é magnetyczna
materialu wypelniajacego kondensator. Zobaczymy, czy = prézni/powietrza, n to liczba zwojéw cewki, S to pole
podobny efekt wystepuje przy wyznaczaniu ,,ujemnej” przekroju poprzecznego cewki, a [ to dtugosé cewki.
przenikalnosci magnetycznej osrodka. Okreslenie Gdy umiescimy w cewce material posiadajacy wzgledng
L2ujemnej” zostalo umieszczone w cudzystowie — przenikalno$é magnetyczna réwna p,., wowczas jej
dlaczego, okaze sie pdzniej. .. indukcyjnosé¢ wyjsSciowa L zostanie wymnozona

przez i, L = pu, Lo = prpon?Sl.

; P Aby wyznaczy¢ przenikalnos¢ magnetyczng danego materialu, nalezy zmierzyé
0 Ly

NN A indukcyjnosé cewki pustej Lo, a nastepnie indukcyjnosé cewki L z osrodkiem
(@) (b) (rys. 1) i te wielkosci podzielié: u, = LLO

Rys. 1. Cewka prézniowa/powictrzna (a). W artykule w AS, oméwiono, jak analizator impedancji dokonuje pomiaru
Cewka wypelniona osrodkiem

magnetycznym (b) o wzglednej impedancji (oporu zespolonego) réznych elementéw pasywnych. Mozemy
przenikalnosci magnetycznej pir zadeklarowaé¢ w analizatorze impedancji, ze mierzymy elementy pasywne
w obwodzie zastepczym szeregowym albo réwnoleglym. Do pomiaréw opisanych
w poprzednim artykule byt zastosowany szeregowy uktad zastepczy. Tym razem
przeanalizujemy réwnolegly obwdéd zastepczy. Mierzac napiecie U(t) o pulsacji w
przykladane do elementu (ukladu) oraz prad i(t) wywolany tym napieciem,
nastepnie dzielac te dwie wielkosci, otrzymamy impedancje:
U(t) = Upe]wt _ ﬁe‘]}p _ ‘Z|ej¢7
i(t)  dgeilwt=e) g
gdzie, jak widzimy, impedancja Z = |Z|e/¥ wprowadza przesuniecie fazowe pradu
wzgledem napiecia. Jesli ¢ jest dodatnie, to oznacza to, ze prad spéznia sie
w stosunku do napiecia o kat ¢ i jednoczeénie napiecie wyprzedza prad o kat .
Gdy warto$¢ ¢ jest ujemna, oznacza to, ze prad wyprzedza napigcie o —¢ (jest
to warto$é¢ dodatnia).

Idealna cewka

Impedancja idealnej cewki to Z; = jwL = wLe?%. Cewka ta wprowadza
przesuniecie fazowe miedzy pradem a napieciem. W przypadku gdy mamy do
czynienia z idealng cewka (rys. 2), wowczas prad plynacy przez element jest

L
oY\ o op6zniony w fazie w stosunku do napiecia pomiarowego. Kat tego przesuniecia
fazowego wynosi wedlug definicji ¢ = 7/2. Jednoczesnie napiecie wyprzedza prad
(a) o kat 7/2.
Rys. 2. Cewka o indukcyjnoéci L (a). Obraz komplikuje sie, gdy zamiast cewki (nawet idealnej) musimy uwzgledniaé
Wykres wskazowy (b) pokazujacy, e obecno$¢ innych elementéw pasywnych: rezystancji R czy pojemnosci C.

wskaz napiecia zewnetrznego U oraz
wskaz i7, pradu plynacego przez cewke
obracaja si¢ z ta sama predkoscia katowsa
pulsacja w), a wskaz pradu jest ;. . , . . . /s .
(przesuni@ty) {obrécony) o /2 do tylu Zalézmy, ze komoérka pomiarowa daje sie zamodelowaé jako potaczenie

wzgledem wskazu napiecia réwnolegle indukcyjnosci L oraz rezystancji R (rys. 3). Wéwczas admitancja YV
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Rys. 3. Cewka o indukcyjnosci L
polaczona réwnolegle z rezystancjg R (a).
Wykres wskazowy (b) pokazujacy, ze
wskaz napiecia zewnetrznego U, wskaz
pradu iy, plynacego przez cewke, wskaz
pradu ir plynacego przez rezystor oraz
wskaz pradu wypadkowego ¢ obracaja sie
z ta sama predkoscia katowa (pulsacja w )
i wskaz pradu wypadkowego jest
przesuniety o —¢ wzgledem wskazu
napiecia. Kat —¢ moze si¢ zmieniaé jako
funkcja pulsacji od —7/2 do zera

()

Rys. 4. Kondensator o pojemnosci C
polaczony réwnolegle z cewka

o indukcyjnosci L (a). Wykres wskazowy
(b) pokazujacy, ze wskaz napigcia
zewnetrznego U, wskaz pradu ic
plynacego przez kondensator, wskaz
pradu i, plynacego przez cewke oraz
wskaz pradu wypadkowego ¢ obracaja si¢
z ta samg predkosciag katowa (pulsacja w).
Wskaz pragdu wypadkowego jest
przesunigty o w/2 do przodu lub o /2 do
tytu wzgledem wskazu napigcia — zalezy
to od tego, czy pulsacja wymuszenia jest
wieksza, czy mniejsza od wrc.

Na rysunku prad jest przesuniety o 7/2
wzgledem napiecia

(czyli odwrotno$é impedancji) takiego polaczenia bedzie wygladala tak (ma ona
cze$¢ rzeczywista 1 cze$é urojona):

11 j 1

— 4+ —=G--L =G+ —e 72 =G+ Bre %,

"R + jwL wL + Le +Pe

Wielko$é G = 1/R nazywamy konduktancjg rezystora, a wielko$¢ B = 1/wL
nazywamy susceptancja cewki.

_ 1 . = , R
i(t) =U(t)Y = GUpe?" + Eej(‘”t*f) = ige?t 4 iped @3,

Jak zapisaé formule na prad i(¢) w funkcji kata przesuniecia ¢? Jej postaé
bedzie nastepujaca:

. i 1 .
i(t) = U)Y = Upel™! <G+ L ]2> _

G2

e -
o )

Wypadkowy prad bedzie cofniety w fazie o kat ¢ wzgledem wymuszenia
napieciowego taki, ze tgp = ﬁ = U%LR = “LL gdzie wpr = % jest zwana

L2w2 <\/G2

= igel“(cos p — jsin p) = ige“ "%,

pulsacja relaksacyjna obwodu RL a ig = Uyy/G? + L21w2. Zaréwno amplituda
pradu, jak i kat przesuniecia fazowego zaleza od pulsacji napiecia pomiarowego.
Analizator impedancji, mierzac réwnolegle polaczenie rezystancji R
(konduktancji G) oraz indukcyjnosci L, zauwazy, ze modul pradu iy zalezy

od pulsacji w oraz ze dla niskich pulsacji (w < wgr) przez galaZ z cewka prad
plynie praktycznie w catosci, w efekcie czego prad jest przesuniety w fazie

(—p = —7/2). Dla wysokich czestotliwosci (w > wry,) susceptancja cewki (Bp)
jest prawie zerowa, wiec uktad zachowuje sie tak, jakby prawie caty prad
plynal przez galaz z rezystorem. Wéowczas przesuniecie fazowe pradu wzgledem
napiecia nie wystepuje (¢ = 0). Gdy zadeklarujemy analizatorowi impedancji,
ze nasz uklad sklada si¢ z réwnoleglego polaczenia rezystancji R i cewki L, to
analizator impedancji te dwie wielko$ci wyznaczy. Widzimy, ze w zaleznosci od
pulsacji analizowany element zachowuje sie jak zwykly rezystor (dla wysokich
czestotliwodei) lub jak zwykla cewka (dla niskich czestotliwosci).

Kondensator i cewka

Zalézmy, ze cewka pomiarowa daje sie zamodelowaé jako polaczenie réwnolegte
pojemnosci C' oraz indukcyjnosci L (rys. 4). Wéwczas admitancja takiego
potaczenia bedzie wygladala tak:
1 1 —j 1 - . L L
Y=—+ ——J—I—ij’:—e_]? +wCe’? =Bre 7’2 + Beel2.
JwkL _E wL wL
Wielkos¢ B = wC nazywamy susceptancja kondensatora. Zauwazmy, ze
z powodu braku oporu czynnego R w obwodzie w admitancji Y nie wystepuje
konduktancja G. Admitancja bedzie po przylozeniu napiecia zewnetrznego

generowala w badanym elemencie prad wedtug formuty:
i(t) = U(t)Y = UgBLe’ @ %) 4 UyBeed @t 3) = el @=%) 4 el @it3),
Latwo zauwazy¢, ze istnieje taka pulsacja wrc, przy ktorej admitancja

polaczenia kondensatora i cewki jest zerowa. Obliczmy te pulsacje. Przyrownanie
modutu admitancji do zera Y = + wrcC = 0 daje nam wartos¢ pulsacji:

1
wrcolL
wre = \/ﬁ Pulsacje, dla ktérej admitancja ukladu jest zerowa, nazywamy
pulsacja rezonansowg lub pulsacja rezonansu pradéw. Wzor na admitancje
mozemy przeksztalcié do nastepujacej postaci:

1
Y = Bre 7% + Boel® ——e T L wCelE =

7 —6_32 +wVL \/—672—\/ (WLC % +e]2>.
w

Widzimy, ze dla pulsacji wyzszej (w > wr o) susceptancja kondensatora jest
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(a)

AN,
fr )

() (d)

Rys. 5. Dla pustej cewki polaczonej

z kondensatorem (a) uktad zachowuje si¢
(dla danej pulsacji) jak cewka

o zwigkszonej lekko indukcyjnosci. Wskaz
pradu w galezi z cewka ir jest dtuzszy
niz wskaz pradu w gatezi

z kondensatorem ic (b). Przesunigcie
fazowe pradu wypadkowego jest réwne
—m/2 — czyli typowe dla indukcyjnosci.
Dla cewki wypelnionej materiatem
badanym potlaczonej z kondensatorem (c)
uktad zachowuje si¢ jak pojemnosé.
Wskaz pradu w galezi z kondensatorem
ic jest dluzszy niz wskaz pradu w galezi
z cewka i1, (d), poniewaz skrécit sie
wskaz ir,. Przesuniecie fazowe pradu
wypadkowego jest réwne 7/2 — czyli
typowe dla pojemnosci. W pomiarze
oznacza to, ze efektywnie obliczamy
ujemng indukcyjno$é cewki wypelnionej
materialem badanym, a przez to

i wyznaczamy ujemng przenikalno$é
magnetyczna p, materialu w cewce

]

Rozwigzanie zadania M 1761.
Odpowiedz: Tak, istnieje.

Najpierw pokazmy, ze istnieje prostokat,
ktéry mozna podzieli¢ na 4 podobne
prostokaty o réznych rozmiarach. W tym
celu wystarczy w konfiguracji
przedstawionej na ponizszym rysunku tak
dobra¢ z, aby prostokat ABCD byt
podobny do prostokatéw, na ktére zostat
podzielony (ktére sa wzajemnie podobne
na mocy konstrukcji).

A T 21 2 B
1 22
:c+:r3
D C

Szukana wartosé¢ xz musi spetniaé
nast¢pujaca zaleznosc:

1+ 22 + 2+ z? = z(2z + :1:3),
astad z = \4/§

Wobec tego rozwazmy prostokat
przedstawiony na rysunku wyzej dla

z = V3. Sposréd czterech prostokatéow

z podzialu wybierzmy ten o najmniejszym
polu i podzielmy go w taki sam sposéb.
Powtarzajac opisany podzial, wielokrotnie
otrzymujemy prostokaty coraz mniejszych
rozmiaréw. Po 147 podziatach otrzymamy
442 prostokaty spelniajace warunki
zadania.

wigksza niz susceptancja cewki (Bo > Byr). To oznacza, ze nasz element bierny
(sktadajacy sie z kondensatora i cewki) ma dla takich czestotliwosdci charakter
pojemnosciowy — prad w ukladzie ptynie przez galaZ z kondensatorem (prad
jest przesuniety w fazie wzgledem napiecia o 7/2). Natomiast dla pulsacji
nizszej (w < wre) susceptancja kondensatora jest mniejsza od susceptancji cewki
(Be < Br). A to oznacza, ze element bierny (skladajacy sie z kondensatora

i cewki — polaczonych réwnolegle) ma dla takich czestotliwosci charakter
indukcyjny — prad w ukladzie plynie przez galaZ z cewka (prad jest przesuniety
w fazie w stosunku do napiecia o —7/2).

Procedura pomiaru wlasciwos$ci magnetycznych osrodka

Zalézmy teraz, ze mamy pusta cewke o indukcyjnosci L = 1 H. Do niej réwnolegle
jest podlaczony kondensator o pojemnosci C' = 1nF (rys. 5). Traktujemy tu ten
kondensator jako element pasozytniczy. Pulsacja rezonansowa takiego potaczenia
Wynosi: 1 1

YT VI6 T VIH 1 10°F
Jezeli w tym ukladzie zmierzymy indukcyjno$é pustej cewki pomiarowej przy
pulsacji w = 10 krad/s (jest spelniony warunek w < wp¢ i polaczenie LC ma
charakter indukecyjny), to zmierzona warto$¢ indukcyjnosci bedzie wynosila
Lo = 1,11 H (indeks 0 $wiadczy o tym, ze jest to wynik dla cewki pustej).
Otrzymana wartos¢ bedzie troche zawyzona w stosunku do faktycznej
indukcyjnosci cewki (L = 1 H). Nastepnie cewke pomiarowa napelniamy
materiatem o wzglednej przenikalnosci magnetycznej p, = 100 — stalej w szerokim
zakresie czestotliwosci. Nominalnie indukcyjnoéé cewki wzrasta wiec do
wartodci L' = 100 H. Dla takiej cewki i kondensatora (pasozytniczego) pulsacja
rezonansowa ulega 10-krotnemu obnizeniu i wyniesie: wyc = 3,16 krad/s.
Jezeli teraz zmierzymy indukcyjno$é¢ napetnionej cewki pomiarowej przy
pulsacji w = 10 krad/s (jest spelniony warunek w > wy ¢ i polaczenie ma
charakter pojemnosciowy), to wyniesie ona Ligp = —11,1 H. Jest ona ujemna,
poniewaz widzimy cewke i sadzimy, ze sie zachowuje jak cewka, a tymczasem
dla takiej pulsacji uktad mierzony (cewka i kondensator pasozytniczy réwnolegle
polaczone) ma w sumie charakter pojemnosciowy. Kiedy obliczymy wzgledna
przenikalno$é magnetyczna materialu, ktorym wypelniliSmy cewke, dostaniemy
Yy = LLl—gO = —10. W takim przypadku uktad znajdujacy si¢ blisko rezonansu
daje nam odpowiedz elektryczna, ktoéra przez analizator impedancji moze by¢
zinterpretowana jako efekt ujemnej przenikalno$ci magnetycznej materiatu,
ktérym wypelniamy cewke.

= 31,6 krad/s.

Podsumowanie

Widzimy, ze pomiar dat nam ,ujemna” przenikalno$¢ magnetyczna osrodka,
ktéry badalidémy. OtrzymaliSmy wynik dziwny. Ale nie jest on dziwniejszy

od wyniku przedstawionego w czesci pierwszej (AS;), gdzie pomiar dat

nam ,ujemna” warto$¢ przenikalnosci osrodka wypelniajacego kondensator.
Odpowiedz na pytanie, co doprowadzilo do takiego wyniku, jest dokladnie taka

22 + z8ama jak w czeSci pierwszej: sprawil to rezonans w uktadzie. Czyli pojawienie si¢

pojemnosci w ukladzie pomiarowym zmienito postrzeganie tego osrodka, ktérym
wypelniliémy cewke pomiarowa. Zamiast ujemnego przesuniecia fazowego pradu
w stosunku do napigcia otrzymaliémy dodatnie przesuniecie fazowe, czyli uktad
zmienit swoj charakter z indukcyjnego na pojemnosciowy.

Przyktad przedstawiony w pierwszej i drugiej czesci tego artykutu dotyczy
elementéw dyskretnych (cewki i kondensatora). A czy jesteSmy w stanie
stworzy¢ material, ktéry w swojej strukturze bedzie mial wbudowane cewki

i kondensatory tak, aby lekko strojac pulsacje fali elektromagnetycznej w poblizu
rezonansu w strukturze LC méc wykorzystaé rezonansowe wladciwosci takiego
nowego materialu? Takie pytanie zadal sobie Wiktor Wiesietago i doprowadzito
ono do wymyslenia oérodka, ktéry (wszystko na to wskazuje) nie istnieje

w przyrodzie, a ktéry nazwano metamaterialem (choé mogliby$my go nazywaé
materiatem rezonansowym). O takich osrodkach i ich unikalnych wlasciwosciach
opowiemy w czesci trzeciej.
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