Twierdzenie Ramanujana—Nagella i tr6jkat Pascala

* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

Opisywane zagadnienie figuruje jako
Question 464 w stynnym dziele

Collected papers of Srinivasa Ramanujan
z 1927 roku.
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Rozwigzanie zadania F 1081.
Tworzeniu lodu towarzyszy wydzielanie
ciepta topnienia powodujgce ogrzewanie
wody i lodu. Masa lodu bedzie rosta,
dopdki mieszanina wody i lodu nie
osiggnie temperatury topnienia
T, = 273,15 K (0°C). Gdyby
ciepta wlasciwe lodu i wody byty
jednakowe, to mieliby$my:
Lm; = mcy (T — To), czyli
my = mcy (T — To)/L =~ 0,063 kg.
Ciepto wlasciwe lodu jest jednak mniejsze
niz wody. Przeanalizujmy teraz skrajng
sytuacje — w temperaturze
poczatkowej Ty od razu powstaje ,caly
16d”, tzn. powstaje go tyle, ze uwolnione
cieplo topnienia ogrzewa 16d i pozostala
wode do temperatury doktadnie
réwnej Ty, . Mieliby$Smy warunek:
Lm; = ((m — my)cw +mice)) (T, — To),
czyli:
B mcy (T — To)
L+ (cw —c) (T — To)’
co daje m; = 0,059 kg. Rzeczywista masa
lodu znajduje si¢ wiec pomiedzy 0,059 kg
i 0,063 kg. Dokladna analiza musi
uwzgledni¢ to, ze kolejne porcje lodu
powstaja w coraz wyzszej temperaturze.
Utworzeniu porcji dm; lodu towarzyszy
wzrost temperatury mieszaniny o dT', co
prowadzi do réwnania:
Ldm; = (m — my)cy,dT + mycdT =
= (mcyw + (c1 — cw)my)dT,

my

a wiec
() dmy mey + (e — cw)my
* = —

arT L
przy czym w chwili poczatkowej mamy
m; =01iT =T,. Rozwigzaniem
réwnania (x), co latwo sprawdzié, jest:

Cowm
my(T) = ——.

Cw — Cp

(] (((:l—(t,,,)(T—To)>)
. —exp | ——— s

a proces zakonczy sig¢, gdy T' = T,,. Dla
T = T,, po podstawieniu pozostalych
danych liczbowych otrzymujemy

my ~ 0,061 kg. Gestos¢ lodu jest o okoto
8% mniejsza niz wody, co oznacza, ze
konicowa objeto$¢ mieszaniny bedzie

o okolo 5,6 cm® wigksza od poczatkowe]j
objetosci przechtodzonej cieczy.

Podane w tresci zadania ciepta wtasciwe
odpowiadajg zakresowi temperatur od
—10° do 0° dla lodu i od —10° do 100°
dla wody w stanie cieklym — w tych
zakresach temperatur zmiany obu
wielkosci nie przekraczaja 0,1 J/(g-K).

Barttomiej PAWLIK*, Witold TOMASZEWSKI*

Historia pewnego twierdzenia. Spuécizng Srinivasy Ramanujana sa

nie tylko gtebokie teorioliczbowe twierdzenia, ale rowniez liczne hipotezy
stanowiace wyzwania dla kolejnych pokolen matematykdéw. Jedno z wielu pytan
postawionych przez genialnego hinduskiego samouka, datowane na 1913 rok,
dotyczylo wyrazenia 2° — 7. Ramanujan zauwazyl, ze jest ono kwadratem liczby
caltkowitej dla s réwnego 3,4,5,7 1 15, i chcial wiedzie¢, czy istnieja inne catkowite
wartosci s o tej wlasnosci.

W 1959 roku norweski matematyk Thoralf Skolem i jego dwéch amerykanskich
kolegéw, Sarvadaman Chowla i D.J. Lewis, na tamach Proceedings of the

AMS wykazali, ze nie ma wiecej rozwigzan. Rok pézniej Trygve Nagell, krajan
Skolema, przedstawil swoje rozwigzanie problemu Ramanujana. Jak si¢ okazalo,
kolejny dowdd jest zaréwno prostszy, jak i... starszy! Nagell opublikowal
rozwiazanie juz w 1948 roku w pracy napisanej po norwesku, co skutecznie
utrudnito wynikowi przebicie sie do swiadomosci ogbélu matematyczne;j
spotecznosci.

Jeden z autoréw niniejszego artykulu zauwazyl pewna wlasnosé tréjkata Pascala,
wynikajaca z twierdzenia Ramanujana—Nagella. Zanim jednak jg zaprezentujemy,
przyjrzymy sie pokrotce pierwszym dowodom tego twierdzenia i oméwimy

jego dalsze losy. Zacznijmy od przedstawienia pewnych podstawowych faktéw

z zakresu algebry abstrakcyjne;j.

Stow kilka o pierscieniach. Na potrzeby tego artykutu piersScien wystarczy
rozumie¢ jako zbidr, do ktorego nalezg suma, réznica i iloczyn kazdej pary jego
elementow — reprezentatywnym przykladem jest pierscien liczb catkowitych.
Jak wiemy, kazda liczbe catkowita rézna od 0,1 i —1 mozna jednoznacznie
roztozy¢ na iloczyn liczb pierwszych (jezeli rozwazana liczba jest ujemna,
to na czynniki pierwsze rozkladamy jej modul i wynik mnozymy przez —1).
W terminologii algebraicznej oznacza to, ze pierscien liczb catkowitych ma
wlasno$é¢ jednoznacznosci rozkladu. Idac dalej tym tropem, liczby pierwsze
nazywamy elementami nierozkiadalnymsi pierécienia liczb calkowitych. Juz
w XIX wieku zauwazono, ze nie we wszystkich pierscieniach rozklad na elementy
nierozktadalne jest jednoznaczny. Warto tu wspomnieé, ze zyjacy kilkadziesiat
lat wczesniej wybitny matematyk Leonhard Euler chyba o tym nie wiedzial,
w efekcie popelniajac swéj stynny blad w dowodzie szczegdlnego przypadku
Wielkiego Twierdzenia Fermata (wtedy jeszcze hipotezy) dla n = 3. Uzywajac
wspolczesnej terminologii, mozna napisa¢, iz Euler nieopatrznie zalozyl, ze
pierécien liczb postaci o + 8- iv/3 (a i B s liczbami catkowitymi, i = —1) ma
wlasno$é jednoznacznosci rozktadu. Nie jest to prawda — przyktadowo
4=2-2=(1+iV3) - (1-1iV3).
Dodajmy, ze rozumowanie Eulera mozna tatwo naprawié¢, korzystajac z metod
opisanych w jego pracach, wigc czesto przyznaje sie mu autorstwo poprawnego
dowodu.

Dwa dowody. Rozwiazania Skolema i Nagella zaczynaja sie bardzo
podobnie. Rozwazamy réwnanie z2 + 7 = 2°. Jedli s jest liczba parzysta, to
po przeksztatceniu otrzymujemy (2%/2 — x)(2°/2 + ) = 7. To daje nam dwie

mozliwosci:

292 —x =1 b 282 —p =7

292 4 p=7 " \2P4z=1"
z ktérych wynika, ze s = 4 oraz = £3. (Potencjalnie wszystkie liczby
pojawiajace sie po prawej stronie powyzszych uktadéw réwnan moglyby byé
ujemne, ale po ich zsumowaniu doszliby$my do sprzecznosci).

Zalézmy teraz, ze liczba s jest nieparzysta. Réwnanie 22 = 2° — 7 przeksztalcamy
do postaci )

7
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Réwnosé H%ﬁ CAmiVT o pokazuje

2
nieco zaskakujacy fakt, ze liczba 2
w rozwazanym pierscieniu nie jest
nierozktadalna!
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Rozwigzanie zadania M 1759.
Zauwazmy, ze z warunkéw zadania dla
dowolnego 0 < k < b zachodzi:

b+k|(a+k)—(b+k)=0a—b.
Ustalmy liczbe catkowitg 0 < k < b.

Poniewas 2EE ke

b—k b—k
liczba catkowita n € (bf,\,,, fo ) Wtedy
liczba m = n(b — k) — k spelnia
nieréwnosci 0 < m < b.
Na mocy uwagi poczynionej na poczatku
b+ m | a— b, jednakze
b+m=(n+1)(b—k), skad dla
dowolnego 0 < k < b mamy
b—k|b+m|a—0b, wicc
b—k|(a—b)+(b—k)=a—k.

> 1, to istnieje

)

Rozwigzanie zadania M 1760.
Udowodnimy, ze dla dowolnej pary (z,y)
zapisanej na tablicy liczba 2z — y jest
podzielna przez 7. Dla ulatwienia zapisu
podzielno$é te oznaczmy jako T'(z,y).
Rzeczywiscie, zachodzi T'(1,2), gdyz
2-1—2 = 0. Zauwazmy, ze
2-(—a) — (=b) = —(2a —b)
2-(=b) — (a+b) =3(2a —b) — 7a,
zatem z T'(a,b) wynika T'(—a, —b) oraz
T(—b,a + b). Ponadto
2(a+c)—(b+d)=(2a—b)+ (2¢—d)
i dlatego z T'(a,b) i T'(¢,d) wynika
T(a+ ¢,b+ d). Dowodzi to, ze zachodzi
T(x,y) dla kazdej pary (x,y), ktéra
mozna napisa¢ na tablicy.
Poniewaz liczba 2 - 2022 — 2023 = 2021 nie
jest podzielna przez 7, ta para nie moze
pojawi¢ si¢ na tablicy.

a nastepnie obie strony tego réwnania rozkladamy na iloczyny:
e iV oz —iVT (1+i\ﬁ>t. (1—i\ﬁ)t
2 2 2 2
Wszystkie otrzymane utamki naleza do pierscienia liczb postaci a +

(gdzie a, B sa liczbami catkowitymi). Jak si¢ okazuje, ten pierScieni ma wlasnos$é
1+ivV7
2

ivT
61+2

jednoznacznosci rozkladu, a wsréd elementéow nierozkladalnych sa

oraz %ﬁ 7 faktéw tych wynika, ze zachodzi jedna z czterech mozliwo$ci
opisanych skrétowo ponizszymi réwnaniami:

Ly TEVT _ (14iVTY s iVT (14+iVT
(1a) 2 ( 2 2 ( 2 '
Mozemy ograniczy¢ si¢ do analizy , gdyz rozwiazania uzyskujemy
7 rozwigzan poprzez zmiang znaku przy z. Od tego miejsca dowody ida
innymi drogami.

(1b)

1447
2

jesli potega ma postaé xi%ﬁ? tox =1,-3,-5,11 lub —181, co odpowiada
rozwiazaniom wskazanym przez Ramanujana. Przyktadowo
1+iV7\ "7 —181— V7
(2) T2
i liczba 181 spelnia réwnanie 1812 = 21 — 7. Uzasadnienie, ze nie ma wiecej

rozwiazan, opiera si¢ na opracowanej przez Skolema metodzie korzystajacej
z wlasnosci liczb p-adycznych.

Chowla, Lewis i Skolem obliczaja kolejne potegi liczby i zauwazaja, ze

Nagell natomiast analizuje réwnanie oraz wynikajace z niego dla t > 1

t t
141iV7 1—ivT7
(2) ﬂ — i = +iV7.
2 2
Dalej argumentuje, ze prawa strona powyzszej réownoéci musi byé réwna —iv/7.

, 2
(Nalezy w tym celu rozpatrzeé¢ ja modulo <1_%ﬁ) , nie bedziemy tu jednak

wchodzié w szczegdly tego odrobing bardziej wyszukanego argumentu). Ze wzoru
dwumianowego Newtona wynika, ze
t
L))

(@+b) —(a—b) =2 <G> ot + @ ot 4
= —iVT,

Stosujac te zalezno$¢ w réwnaniu , otrzymujemy
o, DOV + VD’ + .+ (V)
ot

G) - (;) (VT + ...+ (;) (V7)) = 2t L,

2

a stad

Pamietajac, ze i* = —1 oraz ze wszystkie wykladniki po lewej stronie sg parzyste,
otrzymujemy réwnanie:

(+) G) - (;>7+ (;)72 b <§>7 e

z ktorego w szczegdlnosci wynika
t=—2""1 mod 7.
Podstawmy t = 42k + r dla r spelniajacego 0 < r < 42. Wéwczas t = r mod 7.
Ponadto na mocy malego twierdzenia Fermata: 2~ = 1 mod 7, wiec
2t = 2" mod 7. Otrzymujemy zatem r = —2"~! mod 7.

Latwo mozna sprawdzi¢, ze jedyne rozwiazania tej kongruencji to » = 3,5, 13.
Nagell pokazuje, ze w kazdym z tych przypadkéw, aby spelnione byto

réwnanie (x), musi zachodzi¢ t = r, co odpowiada rozwiazaniom s = 5,7, 15.
Osobno nalezy rozpatrzeé latwy przypadek ¢t = 1, dla ktérego rownanie nie jest
spelnione. Ten przypadek daje rozwiazanie s = 3.

A po dowodach. .. Od tamtej pory rozwazane twierdzenie doczekalto sig¢
kilkunastu kolejnych uzasadnien i wielu uogélnien. W tej historii znajduje
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Wiecej o dowodach i uogélnieniach mozna
przeczytaé w przegladowej pracy On

the Ramanujan-Nagell Equation and its
Generalisations autorstwa

Edwarda L. Cohena.

sie réwniez akcent polski: w 1956 roku Jerzy Browkin i Andrzej Schinzel
rozwiazali réwnanie diofantyczne 2% — 1 = y(y + 1)/2, a kilka lat pézniej wykazali
rownowaznos$¢ swojego rozwigzania z twierdzeniem Ramanujana—Nagella.

Najpopularniejsze zastosowanie rozwazanego twierdzenia dotyczy teorii kodéw
korekcyjnych. Otrzymane rozwiazania pozwalaja na konstruowanie zbioru C,
zlozonego z ciagdéw binarnych dlugosci n o nastepujacej wlasnodci:

kazdy cigg binarny diugosci n roini sie o co najwyzej dwa znaki od dokladnie
jednego ciggu c € C.

Powyzsza wlasnosé pozwala na poprawianie btedu w kazdym otrzymanym ciagu,
a jezeli w trakcie transmisji, po wystaniu pewnego ciagu ¢ € C, popelniono

co najwyzej dwa bledy, to poprawiony ciag bedzie zgodny z tym, ktéry zostal
wystany. Dodajmy, ze jezeli , s spelniajg réwnanie £2 = 2° — 7, to ciagi, o ktérych

tu mowa, maja dlugo$é n = %51, a zbiér C ma 2°3 elementéw.

A co to wszystko ma wspédlnego z trdjkatem Pascala? Przyjmijmy
konwencje indeksowania wierszy trojkata Pascala od 0, a nie od 1. Jak wiemy,
suma wszystkich liczb w n-tym wierszu tréjkata Pascala jest n-ta potega
liczby 2, co mozna wyrazi¢ réwnaniem

n
> ()=

=0

A czy w wierszach tréjkata Pascala istnieja jakies sumy czesciowe, ktore rowniez
sa pewnymi potegami liczby 27 Ujmujac to bardziej formalnie: interesuje nas
opisanie zbioru wszystkich tréjek (n, s, k) liczb naturalnych takich, ze s < n oraz

S
3 ’7) = 2k,
3 > (:
Oczywiscie dla kazdego n do rozwazanego zbioru naleza tréjki (n,0,0) oraz
(n,n,n). Dodatkowo mozemy do niego dolozy¢ nieskoniczenie wiele tréjek postaci
(2% — 1,1, k), poniewaz

1

2k —1 2k —1 2k —1
Z( , >_( >+< )_1+2k1_2k.
= ) 0 1

Ostatni typowy podzbiér rozwiazan stanowia pary (2s + 1, s + 1, 2s), co

wynika z nastepujacego wnioskowania. Jak wczesniej wspomnielidmy, suma

wszystkich elementéow w wierszu jest potega liczby 2. Wiemy réwniez, ze

elementy w kazdym wierszu ulozone sg symetrycznie — fakt ten mozna uzasadnic¢

wzorem (Z) = (n’ik) Zatem dla n = 2s + 1 wiersz zawiera dokladnie 2s + 2

elementéw, a suma elementéw w tym wierszu wynosi 22**!. Rozpatrywana suma

polowy z nich jest polowg sumy wszystkich elementéw, wiec wynosi 22°.

Reasumujac, jak dotad ustaliliSmy, ze rozwiazaniami réwnania sg tréjki

e (n,0,0) — przypadek trywialny, pierwszy element w kazdym wierszu tréjkata
Pascala to 2°;

e (2¥ —1,1,k) - suma dwé6ch poczatkowych elementéw w wierszu trojkata
Pascala w nieskoriczenie wielu przypadkach jest potega liczby 2;

e (2541, s+ 1, 2s) — suma polowy wszystkich elementéw w wierszach
zawierajacych parzysta liczbe elementéw jest potega liczby 2;

o (n,m,n) — suma wszystkich elementéw w kazdym wierszu jest potega liczby 2.

Wszystkie powyzsze rozwiazania bedziemy nazywac¢ rozwiazaniami

standardowymi. Czy istnieja jakie$ inne rozwigzania?

Jak sie okazuje, twierdzenie Ramanujana—Nagella rozstrzyga powyzsze pytanie
dla s = 2. Zauwazmy, ze w tym przypadku interesuje nas rownanie

(o)« (1) (5) ==

ktore mozna tatwo przeksztalcié do postaci
(2n 4+ 1)2 =23 7.

7Z twierdzenia Ramanujana—Nagella wynika, ze prawa strona otrzymanego
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Oczywiscie mogliby$my przyjaé, ze
(:) = 0 dla n < k, ale nie chcemy

sztucznie rozszerzaé zbioru rozwigzan
standardowych o kolejne trywialne
przypadki.

Warto dodaé, ze ciag sum pierwszych
trzech elementéw kolejnych wierszy

w tréjkacie Pascala nosi umownag nazwe
the lazy caterer’s sequence i jest znany
jako rozwigzanie nastepujacego zadania
kombinatorycznego: Jaka jest najwieksza
liczba obszaréw, na jaka mozna podzieli¢
plaszczyzne przy uzyciu n prostych?

rownania jest kwadratem liczby catkowitej w pieciu przypadkach: dla k& rownego
0,1,2,4 i 12. Szukane wartosci n to, odpowiednio, 0,1,2,5 i 90 — po odrzuceniu
dwoéch pierwszych rozwiazan otrzymujemy indeksy wszystkich wierszy tréjkata
Pascala, w ktorych sumy pierwszych trzech elementéw sa potegami liczby 2.
Zauwazmy, ze ostatnie otrzymane rozwiazanie — (90, 2, 12) — odpowiadajace

réwnaniu
C?>+(?U-FC§>:1+90+4m5:4w6:2”

nie nalezy do zbioru rozwiazan standardowych! Istnieje jeszcze jedno rozwiazanie
niestandardowe — (23,3, 11):

23 23 23 23
<0>+(1>+<2>+<3)=1+23+%B+1W1:2M8=TE

znane wszystkim, ktorzy spotkali sie z konstrukcja kodu Golaya. Czy istnieja
inne wiersze trojkata Pascala, w ktérych suma pierwszych czterech elementéw
jest potega liczby 27 I ogdélniej, czy poza dwoma wskazanymi istnieja inne
rozwiazania niestandardowe réwnania (3)7 Kto wie, moze odpowiedzi kryja sie
w innych hipotezach Srinivasy Ramanujana. . .

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1759. Liczby catkowite dodatnie a i b sa takie, ze a + k jest podzielne przez
b+ k dla wszystkich liczb catkowitych 0 < k < b. Udowodnié¢, ze a — k jest
podzielne przez b — k dla dowolnej liczby catkowitej 0 < k < b.

Rozwigzanie na str.

M 1760. Na tablicy napisano pare liczb (1,2). Gdy para liczb catkowitych (a,b) jest
zapisana na tablicy, to mozemy jeszcze dopisaé pare (—a, —b), a takze (—b,a + b).
Ponadto, jesli na tablicy zapisane sa pary (a,b) i (¢, d), to mozemy zapisaé¢ réwniez
pare (a + ¢,b+ d). Czy para (2022,2023) moze kiedy$ pojawié sie na tablicy?
Rozwiazanie na str.

M 1761. Cgzy istnieje prostokat, ktory mozna podzieli¢ na 442 prostokaty,
a wszystkie one sg podobne do wyjéciowego, jednak zadne dwa nie sg przystajace?
Rozwiazanie na str. [I0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1081. Woda pozbawiona zanieczyszczen i pozostawiona bez

wstrzaséw mechanicznych moze zosta¢ ochtodzona do temperatury

Ty = 225 K (—48°C) i pozosta¢ w stanie cieklym (tzw. stan przechlodzenia).
W temperaturze T' < Ty w cieklej wodzie powstaja i szybko rosna krysztatki lodu.
Podobne zjawisko zachodzi, gdy przechlodzona wode w temperaturze T > Ty
wstrzasniemy, np. wyjmujac z zamrazalnika. Jaka masa, m;, lodu powstanie

w butelce zawierajacej m = 0,5 kg wody przechtodzonej w zamrazalniku?
Temperatura w zamrazalniku: Ty = 263,15 K (—10°C). Dane dla wody:
temperatura topnienia T,,, = 273,15 K, cieplo topnienia L = 333,6 J/g,

ciepto wlasciwe przechlodzonej wody ¢, = 4,2 J/(g-K), cieplo wlasciwe lodu

¢ =2,1J/(g-K). Tworzenie i wzrost krysztaléw lodu sa na tyle szybkie, ze mozna
pominaé¢ wymiane ciepla z otoczeniem (przez Scianki butelki).

Rozwiazanie na str. [4]

F 1082. Po dlugiej nieobecnosci wracamy do domu i stwierdzamy, ze w naszym
pokoju o objetoéci V = 60 m? temperatura spadta do wartosci t, = 0°C, takiej
jak na zewnatrz. Wlaczamy grzejnik, i po pewnym czasie temperatura osiaga
wartosé t, = 22°C. Ogrzewanie nastepuje powoli i przez caly czas ci$nienie
wewnatrz pokoju wynosi p = 10° Pa i jest réwne ci$nieniu atmosferycznemu na
zewnatrz domu. a) O ile zmienila si¢ energia wewnetrzna powietrza w pokoju
podczas ogrzewania? b) O ile zmienila si¢ liczba moli powietrza w pokoju?

¢) Ile ciepla dostarczyl grzejnik? W podanym zakresie temperatur powietrze
zachowuje sie jak gaz idealny (mieszanina gazéw o czasteczkach dwuatomowych:
O3 i Ny). Stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K), temperatura 0°C = 273,15 K.
Pomijamy straty ciepta poprzez Sciany i okna pokoju.

Rozwiazanie na str. [I0]
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