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Rozwigzanie zadania F 1079.
Dzwon jest wahadlem fizycznym.

W rozwiazaniu przyjmiemy, ze ruch
wahadlowy dzwonu przebiega jak ruch
wahadla matematycznego o masie m

i dtugosci I. Niech ¢ oznacza chwilowy
kat odchylenia wahadla od pionu. Na
wahadlo dziala sila cigzkosci mg (cigzar
dzwonu; § to przyspieszenie ziemskie)
isita R, 2 jaka o zawieszenia dziala na
dzwon. Podczas ruchu przyspieszenie @
masy m spelnia réwnanie:

ma = mg + ﬁ,

a wiec R=ma— mg. Wahania dzwonu
odpowiadajg ruchowi masy m po okregu
o promieniu [l. Przyspieszenie @ ma dwie
sktadowe: styczng do okregu as = —gsin
(skierowang w kierunku malenia ¢)
i ,,dos$rodkowa” aq = vz/l w kierunku osi
v oznacza chwilowg predkosé¢ masy m.
Zasada zachowania energii pozwala
wyznaczyé v:

muv?

2
a wiec v2 /1 = 2g(cos ¢ — cos pp). Mozemy

= mgl(cos p — cosyg),

teraz wyznaczy¢ sktadowe sity R (sity,
z jaka 0§ zawieszenia dziala na mase m):
pionowa R, (0§ y jest skierowana w gore)
i pozioma R,. Otrzymujemy:
R, = —mgsin ¢ cos p—
— 2mg sin p(cos ¢ — cos pg),
R, = —mg sin? o+

+ 2mg cos ¢(cos ¢ — cos o) + mg.
Dla potozenia pionowego
wahadla (sin ¢ = 0) sktadowa R, osiaga
maksimum. Jesli wynosi ono 3mg, to
znaczy, ze o = 7/2. Sktadowa pozioma
wynosi wéwczas
R, = —3mgsin ¢ cos ¢ = —3mgsin(2¢)/2
i dla ¢ = +7/4 osigga najwigkszg wartosé
bezwzgledng réwna 3mg/2.
Z naszych obliczen wynika, ze podczas
dzwonienia ,,Zygmunta” o masie
m &~ 12 000 kg na o§ zawieszenia dzwonu
dziala pozioma sila oscylujaca miedzy
warto$ciami okoto +180 000 N. Nic
dziwnego, ze juz po 37 latach od
zawieszenia dzownu konieczny byl remont
wiezy, w ktorej jest zawieszony.

Rys. 1. Diagram tréjlistnika

Po co teoria wezléw biologowi?
Izabela. MANDLA*

Mimo ze matematyka i biologia sa czesto ,wrzucane do tego samego worka”
jako nauki matematyczno-przyrodnicze, to nie zawsze jest nam ltatwo znalezé
powiazania miedzy nimi. Oczywiscie mozna dojé¢ do wniosku, ze tacza sie one
posrednio poprzez fizyke i chemie, ale czy sa jakie§ bardziej rzucajace sie w oczy
zwiazki?

Okazuje sig, ze jak najbardziej. Pewnym nieoczywistym przyktadem jest

teoria wezléw. W XIX wieku dziedzina ta byta niezwykle popularna nie tylko
wéréd matematykéw. Wtedy bowiem powstala hipoteza, wedle ktérej atomy

sa pewnego rodzaju weztami na tkaninie eteru. Teoria ta okazala sie pdzniej
falszywa, jednak w owym czasie zachecita wielu chemikéw do prowadzenia badan
nad wezlami. I zanim temat zostal przez nich porzucony, powstalo wiele ,tablic
wezlow”, a sama teoria zyskata jeszcze wicksze zainteresowanie matematykow.
Zapewne nikt nie przypuszczal, ze prawie sto lat pézniej biochemicy wréca do
badania wezléw po tym, gdy zostana one odkryte w strukturach DNA.

Kwas deoksyrybonukleinowy, w skrocie DNA, sklada sie z nukleotydéw
zbudowanych z deoksyrybozy, grupy fosforanowej i jednej z czterech zasad
azotowych — adeniny, guaniny, tyminy albo cytozyny. Nukleotydy te sa ze soba
powiazane za pomocg wigzan wodorowych, tak aby czasteczka cukru jednego

z nich polaczyla sie z grupa fosforanowa drugiego. Nie jest to jednak jedyna
regula dotyczaca tworzenia DNA. Zasady bowiem lacza sie wzajemnie w taki
sposob, ze cytozyna laczy sie zawsze w pare z adening, a guanina z tyming.
Ulozone w ten sposob nici przypominaja szczebelki w drabinie. Wspdlnie tworza
ksztalt podwdjnej helisy.

Gdyby komoérka miata wielkosé pitki do koszykéwki, to dlugosé znajdujacego
si¢ w niej DNA powinna by¢ réwna okoto 200 kilometréw. Przekazuje ono cala
informacje potrzebna do zycia i zapewnia réznorodno$é biologiczng. Aby to
zrobié, jedna ni¢ musi zawiera¢ miliony nukleotydéw. Co wigcej, okazuje sig, ze
material ten bardzo tatwo sie placze, co utrudnia jego replikacje i modyfikacje.
Na szczeécie w komorkach wystepuja specjalne enzymy zwane topoizomerazami,
ktorych zadaniem jest odpowiednia zmiana nici. Musza one przeciaé jedng lub
obie nici DNA, a nastepnie je rozplata¢. W ten sposéb mozliwe jest naprawienie
wystepujacych nieprawidtowosci bez koniecznoéci obracania calej czasteczki.
Proces ten mozna poréwnaé do rozplatywania wezla.

Tutaj wlasnie pojawia si¢ teoria weztow. Jej podstawowymi pojeciami sa wezty
(czyli krzywe zamkniete) oraz sploty (czyli zbiory kilku takich krzywych).
Najprostszym przykladem wezta bedzie okrag. Zaréwno wezly, jak i sploty
rozpatrujemy w tréjwymiarowej przestrzeni.

Jesli wezel wyobrazimy sobie jako nitke, to jego diagram powstaje przez
rozplaszczenie nitki na kartce papieru, z zaznaczeniem, ktora jej cze$é¢ znajduje
sie ,nad”, a ktéra ,pod” (rys.|1).

Wyobrazmy sobie teraz okragla obrecz oraz dwie elastyczne nici o konicach
przymocowanych do obreczy w pewnych czterech jej wyréznionych punktach.
Punkty te oznaczymy przez NW, NE, SW i SE, tak jak w kompasie. Taka
konfiguracje nazwiemy suplem. Rysunek [2| przedstawia najprostsze przyktady.

( ) N®E N®E N@
SW SE SW SE SW SE SW SE

Rys. 2. Najprostsze rodzaje suptéw
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Rozwigzanie zadania M 1756.
Dodajac wszystkie rownoéci stronami oraz
wykonujac zmudne przeksztalcenia
algebraiczne, dochodzimy do réwnosci:

(w1 — x2)° + (2 — @3)* + (w3 — x4)>+
+ (x4 — :r,5)2 + (x5 — '171)2 =0,

z ktérej wynika, ze

1 = T2 = T3 = T4 = T5. Latwo sprawdzid,
ze kazda piatka postaci (¢,t,t,t,t), gdzie
t € R, spelnia warunki zadania.

NW

SW

Rys. 4. Przyktad supta niewymiernego

NW

Rys. 5. Wezet N(T')

Rys. 6. Supel T7 4+ T

SE

Pierwsze dwa suply na rysunku [2| oznaczamy kolejno jako oo i (0) (w dalszej
czesci tekstu ta konwencja stanie sie zrozumiala). Teraz pomyslmy, ze owa
obrecz jest okregiem wielkim pewnej przezroczystej sfery. Mozemy zamienié¢
miejscami punkty SW i SE (i tym samym korice przyczepionych w tych
punktach nici) poprzez obrét ,dolnej” pélsfery (,gérna” pozostawiajac
nieruchomo, troche jak w kostce Rubika). Podobnie mozemy zamieni¢ miejscami
korice NE i SE. Kazdy supel, ktéry powstanie z supléw oo i (0) przez wykonanie
sekwencji tych operacji nazwiemy suptem wymiernym. Przyklady przedstawia
rysunek ponizej.

N@ N@I;E N®E NbNE
SwW SE SW SE SW SE SW SE

Rys. 3. Przyktad supléw wymiernych powstalych przez przeksztalcenie supta (0)

Dostajemy réwniez od razu naturalny sposéb oznaczania supléw wymiernych —
sg one zdefiniowane przez skonczony ciag liczb catkowitych, okreslajacych liczbe
wykonywanych obrotéw poétsfer. Przyjmujemy nastepujaca konwencje: jesli obrot
powoduje, ze nitka ,,nad” na nowo utworzonych skrzyzowaniach ma ,dodatnie
nachylenie”, to zapisujemy go jako liczbe dodatnia, a jesli ,,ujemne nachylenie”,
to ujemna. Ponadto gdy liczba wyrazéow w ciaggu jest nieparzysta, zaczynamy od
przeksztalcania supla (0), natomiast w przeciwnym wypadku rozpoczynamy od
supta oznaczonego co. Dzigki temu ostatnia liczba w ciagu zawsze opisuje obroty
wokol osi poziome;j.

Zobaczmy, jak zastosowaé te notacje do sytuacji z rysunku [3] Zaczynamy

od supla (0). Obracajac czterokrotnie pé6lsfere z punktami NE i SE w lewo,
otrzymamy supet (—4). Nastepnie obr6émy pélsfere z punktami SW i SE dwa
razy w lewo. Otrzymany supel mozemy zapisaé jako (—4,2,0). Na koniec wracamy
do pierwszej pélsfery, obracajac ja dwukrotnie w prawo, otrzymujac (—4, 2, 2).

Warto zwroci¢ uwage, ze nie wszystkie suply sa wymierne. Na przyktad supel
z rysunku {| nie moze zostaé¢ uzyskany z opisanych przeksztalcen supta (0)
czy oo. Nie pozwala na to utworzona na prawej stronie petla.

Aby z supta zrobié¢ wezel, mozna na przyktad potaczyé sznurkiem konice NW
i NE oraz SW i SE. Wynik zastosowania tej operacji na suple T bedziemy
oznaczali N(T) (rys. [5).

Dodawaniem dwdéch suptéw bedziemy natomiast nazywali taczenie ich poprzez
zlaczenie konca NE jednego supla z koricem NW drugiego i analogicznie SE

z SW (rys. @ Oczywiscie, aby uzyska¢ supel w przedstawionym wcze$niej
rozumieniu, nalezaloby jeszcze ,,przepia¢” wolne konce na nowa obrecz — nie
bedziemy jednak dalej zwraca¢ uwagi na ten drobiazg.

Mozna zauwazy¢, ze dodanie supta (0) niczego nie zmienia. Jest to tak naprawde
bowiem przedhuzenie fragmentéw wezla stykajacych sie z okregiem. Niezaleznie,
czy dodamy (0) z prawej, czy z lewej strony, efekt jest ten sam. Nasuwa sie wiec
pytanie, czy dodawanie suptow jest przemienne. Okazuje sig, ze ta wlasnosé nie
zawsze zachodzi. Prawda jest rowniez to, ze suma dwoch wymiernych suptéow
wecale nie musi by¢ wymierna. Polecamy Czytelnikowi znalezé dwa wymierne
suply, ktérych suma daje niewymierny supel z rysunku 4| (odpowiedZ na konicu
artykulu).

Z takiego spojrzenia na wezly skorzystano w artykule [3]. Analizuje sie tam
DNA koliste, czyli takie, w ktérym konice nici podwdjnej helisy sg ze soba
potaczone. Wystepuje ono w wielu wirusach i bakteriach, a takze w ludzkich
mitochondriach.

Przyjrzyjmy sie procesowi dzialania enzymu. Wezmy koliste DNA, ktére posiada
dwa wezly. Supel, na ktory bedzie dzialal enzym, nazywiemy T, natomiast
fragment oznaczany litera S pozostanie niezmieniany. Enzym bedzie zastepowal

2
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Rys. 7. Schemat dzialania enzymu.
Supel T zostaje zastapiony suplem R

S

Rys. 8. Splot Hopfa oraz wezel é6semkowy

5 &

Rys. 9. Splot Whiteheada oraz wezel
N(12111)

5}

©

3

fragment T innym suplem oznaczonym przez R. W badaniu wiemy, od jakiej
substancji zaczynaliSmy i jaka uzyskamy. Nie wiemy jednak, jakiego typu wezly
byly na naszym DNA.

Wtedy mozemy zapisa¢ powyzsze rozumowanie jako uklad réwnan suptowych:
N(S + T) = substrat
N(S 4+ R) = produkt.

Zakladamy, ze suply T i R sa niezalezne wzgledem supla S, co znajduje
potwierdzenie w obserwacjach proceséw biologicznych.

Przyjrzyjmy sie dzialaniu enzymu Tn3 rezolwazy. Enzym ten dziata zwykle
w ten sposob, ze zastepuje supet T suptem R i zostawia fragment DNA.
Zdarza sie jednak, ze powtérzy on swoje dzialanie i przeksztalci supet T na
dwa suply R, a czasem nawet na trzy lub wigcej. Po przeprowadzeniu serii
eksperymentéw zaobserwowano, jakie wezly mozemy uzyskaé w zalezno$ci
od ilosci powtérzen dziatan enzymu. Mozna zapisaé¢ te wyniki w nastepujacy
sposdb:
N(S+T)=N(1),
N(S+ R) = N(2),
N(S+ R+ R)=N(2,2),
N(S+ R+ R+ R) = N(11111),
przy czym N (1) odpowiada okregowi, N(2) splotowi Hopfa, N(2,2) wezlowi
6semkowemu (rys. , a N(11111) splotowi Whiteheada (rys. E[) Okazuje sie, ze
jedynym rozwigzaniem jest
S =(3,0)
R=(-1).

Co wiecej, wowezas N(S+ R+ R+ R+ R) = N(12111), i wezel ten rzeczywiscie
zostal zaobserwowany podczas dalszych eksperymentéw, co moze utwierdzaé

w przekonaniu, ze uzyskany wniosek dotyczacy dzialania enzymu jest stuszny.
Caly proces dzialania enzymu zostal przedstawiony na rysunku [I0]

=l

> @l%x%lz >

Rys. 10. Wezly dla enzymu Tn3 rezolwazy

Obserwujac, jak zmieniaja sie substancje (traktowane jako wezly) podczas
eksperymentéw, i rozwigzujac réwnania suptowe, biolodzy moga badaé¢ dziatanie
enzymo6w. Nie jest to jednak jedyne zastosowanie teorii weztow. Korzysta

sie z niej bowiem takze podczas badania bialek czy chociazby w mechanice
statystycznej i wielu innych dziedzinach. Kto by przypuszczal, Zze ten teoretyczny
obszar badan znajdzie tak wiele zastosowan?

Literatura

[1] C.C. Adams, The Knot Book, Freeman, New York 1994.

[2] A. Janiak-Osajca, Z. Pogoda, Wezly, suply i ulamki, Matematyka-Spoleczenstwo-
Nauczanie 33(2004), 31-35.

[3] Ernst, C., Sumners, D.W.: A calculus for rational tangles: applications to DNA
recombination. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 108 (1990), 489-515.

Odpowiedz na zadane w tekscie pytanie: supel z rysunku [4f mozna otrzymaé¢, dodajac supty (2, 0)
i(—2,-2,0).
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* Zaktad Astrofizyki Narodowego Centrum
Badan Jadrowych

Rdzen obszaru gwiazdotwérczego to

ogromna przestrzen o promieniu 0,1 pc
(ok. 3 x 10'2 km) i wypelniona materia,
o gestodci liczbowej okoto 10°cm

-3

Autorka rysunku: Manuela Figueira

Masa krytyczna, zwana réwniez masa

Jeansa, jest proporcjonalna do /73 /n2,

gdzie T to temperatura, a n to gestosé
gazu.

Metalicznosé danego osrodka

w astronomii okresla obfitosé
pierwiastkéw chemicznych cigzszych niz
wodor i hel.

The Outer Galaxy High Resolution
Survey — przeglad rubiezy (Galaktyki

Miguel FIGUEIRA*

Gwiazdy rodza si¢ w najgestszych obszarach ogromnych oblokéw molekularnych
— chmurach pytu i gazu, zbudowanych gltéwnie z wodoru (Hs) i tlenku

wegla (CO). W tych obszarach pod wplywem grawitacji lokalne zageszczenia
materii zapadaja sie do mniejszych struktur zwanych rdzeniami (core). To tam
tworza si¢ nowe pokolenia gwiazd. Poczatkowo przyszte gwiazdy sa zlepkami
materii, nazywamy je protogwiazdami. Protogwiazdy jednak nieustannie rosng
(pobierajac material z otoczenia), i po osiagnieciu wystarczajaco duzej masy
temperatura i gestosé gazu w ich wnetrzu staja sie tak duze, ze zapoczatkowane
zostaja procesy fuzji termojadrowej — wéwczas protogwiazdy staja sie gwiazdami.
W czasie swojego zycia beda przetwarzaly wodér w hel, a pod koniec wytworza
inne ciezsze pierwiastki.

Najwazniejsza cecha nowo powstajacej gwiazdy jest jej masa, poniewaz decyduje
ona o przyszlosci gwiazdy (o tym, jak dlugo bedzie ,zyta” oraz jaka czeka ja
HSmieré”). Przez dlugi czas sadzono, ze masa mlodej gwiazdy jest zwiazana
gltéwnie z wlasciwos$ciami rdzenia, w ktérym sie narodzita: im gestszy rdzen, tym
wieksze prawdopodobienstwo, ze gwiazda bedzie masywna. Jednak najnowsze
badania wskazuja, ze ta zaleznos¢ wcale nie jest tak bezposrednia. Kluczowa role
w procesie tworzenia sie nowych gwiazd pelni réwniez ich najblizsze otoczenie.
Ponizej przedstawie kilka najwazniejszych cech tego otoczenia.

Waznym elementem jest bliska obecno$¢ masywnych mtodych gwiazd,

ktore emituja promieniowanie ultrafioletowe. To promieniowanie zwigksza
temperature materii w rdzeniu, a co za tym idzie, zwicksza mase krytyczna
materii — mase, po przekroczeniu ktérej gaz ulega zapadaniu. Ma to

wplyw na zwigkszenie poczatkowej masy protogwiazd. Ponadto badania
wskazuja, ze na mase krytyczna maja réwniez wpltyw turbulencje i pole
magnetyczne. O mechanizmach, ktore znacznie zmieniaja wtasciwosci kolejnych
generacji gwiazd, mozna tez przeczyta¢ w moich wczesniejszych artykutach
zamieszczonych w Delcie (A2 i AZ)).

Innym czynnikiem majacym wplyw na powstawanie nowych gwiazd jest
promieniowanie kosmiczne. Sktada sie ono z wysokoenergetycznych czastek,
przyspieszanych przez pozostatosci po supernowych i wiatry gwiazdowe.
Naukowcy sadza, ze promieniowanie kosmiczne reguluje procesy tworzenia sie
gwiazd w galaktykach. W przeciwienstwie do promieniowania gwiazdowego
(takiego, jak opisane w poprzednim paragrafie), ktére jest blokowane

przez chmury molekularne (ma ograniczony zasieg), promieniowanie

kosmiczne moze wnikaé w te obtoki i uwalnia¢ energie poprzez oddzialywanie

z polem magnetycznym, zderzenia z czastkami materii obloku i jonizacje.
Promieniowanie kosmiczne generuje w ten sposob znaczne ci$nienie w o$rodku
miedzygwiazdowym, a jonizacja wywolywana przez promieniowanie kosmiczne
prowadzi do powstania sprzezenia miedzy gazem a polem magnetycznym. Oba te
procesy moga hamowaé powstawanie obtokéw molekularnych, w ktérych tworza,
sie nowe gwiazdy.

Kolejnym czynnikiem, ktéry ma wplyw na wlasciwosci protogwiazd, jest
metalicznosé gazu. Wplywa ona na procesy chlodzenia obloku molekularnego.
Jesli metaliczno$é jest niska, procesy chlodzenia molekularnego sa mniej
wydajne, co prowadzi do powstania gwiazd o duzej masie gwiazdowej. Jest to
powdd, dla ktérego pierwsze gwiazdy powstale z pierwotnych oblokéw wodoru
i helu we wezesnym Wszech$wiecie byly tak masywne (o pierwszych gwiazdach
pisaliémy w A3,). Wieksza mase gwiazd obserwuje sie réwniez w Wielkim

i Malym Obloku Magellana, ktére maja mniejsza metaliczno$é (odpowiednio,
od 0,2 do 0,5) niz Droga Mleczna. Generalna zasada jest wiec taka, ze im
wieksza metaliczno$é obtoku, tym mniej masywne gwiazdy w nim powstaja.

4


https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/astrofizyka/2020/11/30/collect-and-collapse-obszary-zjonizowane-a-formowanie-sie/
https://www.deltami.edu.pl/2021a/02/2021-02-delta.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta.pdf

Rys. 1. Droga Mleczna we wspoélrzednych galaktycznych. Centrum
uktadu wspélrzednych stanowi Storice, za$ poczatkowym punktem
odniesienia jest centrum Galaktyki, gdzie promient galaktyczny
réwna si¢ zeru. Przestrzen w srodku orbity Storica nazywamy
wewnetrzng czesciag Galaktyki, a przestrzen poza tg orbitg —
zewnetrzng czeécig Galaktyki. Czerwony obszar obejmuje czgéé
Drogi Mlecznej obserwowanej przez OGHReS

)

Rozwigzanie zadania M 1757.

Gdy a = b, to oczywiscie teza zadania
zachodzi. Zalézmy bez straty ogdlnosci,
ze a > b. Wtedy dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich k, [, m zachodza
réwnosci:

NWW (a, b) = ka,
NWW(a+1,b+1) =l(a+ 1),
NWW(a + 2,b+ 2) = m(a + 2).

Wobec tego ka + m(a + 2) = 2l(a + 1),
z czego wynika, ze

(m—k)+ (a+1)(k+m) =2l(a+1),
skad a + 1| m — k. Jednakze
m,k <b+ 2 < a+ 1, zatem wobec
uzyskanej podzielnosci dostajemy réwnosé
k=m. A wiec (a + 1)(k+m) = 2l(a + 1),
czyli k =1 = m. Poniewaz oczywiscie k | b
oraz [ | b+ 11 NWD(b,b+ 1) =1, to
k=1=1, czyli NWW(a,b) = a, co

oznacza, ze b | a.

Najbardziej bezposrednia metoda badania wplywu
srodowiska na tworzenie sie gwiazd bytoby przeprowadzenie
obserwacji rdzeni obszaréow gwiazdotwoérczych

w galaktykach o réznych wlasciwosciach. Jednak ze
wzgledu na ograniczenia technologiczne jest to obecnie
niemozliwe. Pozostaje nam nasza Galaktyka, w ktorej
musimy znalezé obszary o réznych wlasciwosciach. Okazuje
sie, ze zadanie to wcale nie jest takie trudne. Wtasciwosci
naszej Galaktyki drastycznie si¢ zmieniaja w zaleznosci

od odleglosci od jej centrum (nazywanej promieniem
galaktycznym). I tak w zewnetrznych obszarach Galaktyki
ilo§¢ pytu i metaliczno$é sa mniejsze niz w jej wnetrzu,

co zmienia sposdb, w jaki promieniowanie kosmiczne
reguluje powstawanie gwiazd i efektywno$é¢ chlodzenia
oblokéw molekularnych (a wiec jak masywne gwiazdy
moga tam powstawac). Do tej pory z powodu niskiej
czulosci i rozdzielczosci katowej teleskopéw wigkszosé
badan regionéw gwiazdotwérczych byla ograniczona do
wewnetrznej Galaktyki (obszaréw wewnatrz orbity Storica
wokél centrum Drogi Mlecznej). Jednak dzieki najnowszej
generacji poteznych teleskopdéw mozemy teraz badac
peryferie Drogi Mlecznej i dowiedzieé sie wiecej o wplywie
srodowiska na tworzenie si¢ gwiazd. Taki jest cel projektu
Outer Galaxy High Resolution Survey (OGHReS, rys. 1).

2.0

-01.2°

-01.6°

szerokoéé galaktyczna
[K]
szerokoséé galaktyczna

259.0°

259.4° 259.2° 259.0° 258.8° 258.6° 259.4°  259.2° 258.8°

dlugoséé galaktyczna dlugoséé galaktyczna

Rys. 2. Obserwacja linii emisyjnej 12CO(l — 0) tego samego obszaru w przegladzie Dame’a
(z rozdzielczoscig 480”) i w nowym przegladzie OGHReS (z udoskonalong rozdzielczoScig 277)

OGHReS jest spektroskopowym przegladem nieba wykonanym za pomoca
teleskopu APEX (Atacama Pathfinder EXperiment telescope) w Chile. Obszar
obserwacji obejmuje 100 stopni kwadratowych nieba (180° < £ < 280°).
Bezprecedensowa rozdzielczo$¢ katowa tego przegladu (27”) pozwala na
obserwacje struktur o rozmiarze 2 pc (~ 6 - 10'3 km) znajdujacych sig

w odleglosci az 15 kpc (~ 4,6 - 1017 km) od Ziemi (dla poréwnania Storice
znajduje sie w odleglosci 8 kpc od centrum Galaktyki). OGHReS bedzie

wiec najbardziej precyzyjnym przegladem zewnetrznych obszaréow Galaktyki
(poréwnanie obserwacji OGHReS z wczesniejszymi przegladami przedstawiamy
na rysunku 2). Obserwacje niektérych molekut, 12CO, 3CO, #CO, SiO,
DCO*, CH20 i CH30H, pozwolg naukowcom na precyzyjne odszyfrowanie roli
srodowiska w procesie tworzenia si¢ gwiazd. Innymi celami przegladu OGHReS
sg studia nad oddzialywaniami pomiedzy pylem a gazem oraz struktura witokien
i ramion Drogi Mlecznej.

Potlaczenie obserwacji zewnetrznych i wewnetrznych czeéci Galaktyki (takich
jak np. Structure, Excitation, and Dynamics of the Inner Galactic Interstellar
Medium, SEDIGISM) udoskonali nasza wiedze o calej Galaktyce. Ale nie tylko.
Dostepnoéé szczegdélowych obserwacji oblokéow gwiazdotwérezych moze nam
pomée w zrozumieniu proceséw tworzenia sie gwiazd w innych galaktykach

o niskiej metalicznosci, dla ktérych nie jest mozliwe uzyskanie tak szczegdétowych
obserwacji.
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Alea tacta est — Kosci zostaly rzucone Piotr FLAGA*

*Uczeni, VIII Liceum Ogdlnoksztalcace im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Czy kiedykolwiek zastanawiales sig, Czytelniku, jaka
jest szansa, zeby w 100 rzutach moneta otrzymac serie
5 takich samych wynikéw pod rzad? Jestem przekonany,
ze wigkszo$¢ z nas odpowiedziataby, ze niewielka.
Rowniez nalezatem do tych oséb, jednak pewnego dnia
przeczytalem bardzo interesujacy artykul, w ktérym
autor opowiedzial anegdote o pewnym profesorze.

Ow nauczyciel zadal swoim uczniom nastepujaca prace
domowa. Rzué¢ 100 razy monetq, a wyniki zapisz na
kartce w postaci OROORR. . .

Nastepnego dnia profesor sprawdzil, czy studenci
wykonali zadanie. Ku ich zdziwieniu, potrafil bezblednie
okredli¢, kto faktycznie rzucit moneta 100 razy, a kto
zapisal na kartce 100 pseudolosowych wynikéow. W jaki
sposéb wykryl oszustwa? OdpowiedZ na to pytanie

Nastepnego dnia otrzymalem odpowiedz, ktora
chciatbym sie podzieli¢ z Czytelnikami.

Ze wzgledu na przejrzystosé¢ tekstu postanowitem troche
zmodyfikowaé postawione pytanie. Monete zamienimy
na szescienng kostke do gry oraz zredukujemy
oczekiwana liczbe takich samych wynikéw z 5 do 3.
Teraz mozemy sformutowaé ostateczne pytanie, ktére
bedzie towarzyszy¢ nam do konca tego artykutu: Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze w 100 rzutach szescienna
kostka do gry uzyskamy seri¢ 3 takich samych wynikéw
pod rzad? Na przykltad: 333 lub 222 lub 555.

W celu zilustrowania problemu przygotowalem
przyktadowe wyniki, jakie moglibysmy ujrzeé¢ po
rzuceniu kostka 6 razy.

jest bardzo prosta: patrzyl, czy pojawila si¢ seria
pieciu takich samych wynikéw! Ten temat bardzo mnie
zainteresowal, dlatego postanowilem zapyta¢ mojego
nauczyciela matematyki, dr. Piotra Kalembe, w jaki
spos6b mozemy obliczy¢ szanse na takie zdarzenie.

)

S2

)

S

]

S3

LI

St So Sh

So

W jaki sposéb mozemy kontrolowaé, jak blisko osiagniecia trzech powtérzen
jestesmy? Mozemy do tego uzy¢ stanéw, jak w Kaciku Poczatkujacego
Olimpijczyka z AS,. So to stan poczatkowy, kiedy jeszcze nie rzucili$my kostka.

1 S1 oznacza, ze ostatnia wylosowana warto$¢ wypadla 1 raz pod rzad, So — 2
razy pod rzad. Z kolei S5 to nasz pozadany stan koncowy, ktory oznacza, ze juz
pojawila sie seria 3 takich samych liczb (to, co si¢ dzieje po osiagnieciu Ss, nas
nie interesuje, poniewaz dotarliSmy do oczekiwanej wartosci). Na przykladzie
powyzej podpisaliSmy stany uzyskane przy kolejnych rzutach kostka. Do pelnego
opisu naszej sytuacji brakuje nam jeszcze opisu przejs¢ pomiedzy stanami.

o

S 1
6
1
%16
5
6

Postuzymy sie grafem znajdujacym sie¢ na marginesie. Jest to nieskomplikowany
tancuch Markowa. Widzimy na nim wczesniej wspomniane stany oraz strzatki,
ktére okreslajag prawdopodobienstwa przejscia z konkretnego stanu do innego

w jednym kroku. Ten graf bedzie towarzyszyl nam do konca, dlatego istotne jest
zrozumienie, czym tak naprawde jest 1 w jaki sposéb go stworzyli$émy. Zacznijmy
od Sy. Nie rzuciliémy jeszcze kostka, nie mamy zadnej wartosci. Rzucamy
pierwszy raz i otrzymujemy jakas warto$¢, niewazne jaka, ale jedna z szedciu.
W tym momencie zaczynamy serie, dlatego prawdopodobieristwo przejscia z Sy
do S jest réwne 1. Przechodzac dalej, znajdujemy sie w stanie S, rzucamy
kostka i jesli wyrzucimy te z szedciu wartosci, ktora jest kontynuacja serii, to
przechodzimy do nastepnego stanu. Jesli jednak nam sie nie uda, to wracamy

z powrotem do S7 i ponownie zaczynamy serie. Co si¢ dzieje, gdy juz przeszliSmy
do stanu Ss i rzucamy po raz kolejny? Sytuacja wyglada bardzo podobnie. Jesli
trafimy kontynuacje naszej serii, to przejdziemy do S3, w przeciwnym wypadku
powrécimy do S;. Gdy znajdziemy sie w stanie koncowym, czyli S3, to nie ma
juz mozliwosci, ze go opuscimy. Przedstawmy teraz ten graf jako nastepujaca
macierz M.

So S1 G2 Ss
P(SO — SQ) P(SO — Sl) P(So — 52) P(SQ — 53) 0 1 0 0 So
M= |P(S1—So) P(S1—5S1) P(S1—5) P(S1—S3) o 5 1 0]
P(SQ — So) P(S2 — Sl) P(SQ — SQ) P(SQ — 53) 0 % 0 % SQ
P(Sg — S()) P(S;), — Sl) P(53 — 52) P(53 — 53) 0 0 0 1 53

M jest kwadratowa macierza z czterema wierszami i czterema
kolumnami odpowiadajacymi stanom: Sy, S1, S2, S3. Znajduja si¢ w niej
prawdopodobienstwa bezposredniego przejscia miedzy poszczegdlnymi
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Artykul napisany na podstawie
prezentacji wygloszonej podczas |,,Spotkan
z matematyka”| organizowanych przez
VIII LO w Katowicach.


https://www.deltami.edu.pl/2023a/08/2023-08-delta-art-20-kpo.pdf
http://mat.8lo.pl/index.php/spotkania-z-matematyk
http://mat.8lo.pl/index.php/spotkania-z-matematyk

stanami, na przyktad wiersz Sp, kolumna S5, w polu przeciecia sie wiersza S;
z kolumna Sy bedzie zapisane prawdopodobienstwo, ze z S7 przejdziemy do S,
w jednym kroku, oznaczane jako P(S; — S3).

Gdy wiemy juz wszystko o naszych oznaczeniach, przejdzmy dalej. Popatrzmy

na graf znajdujacy sie na marginesie. Jest to zilustrowane przejscie z Sp

do S3 w dwdch krokach, ktére bedziemy oznaczaé P(Sy 2, S3). Na tym

przykladzie postaramy sie ,,manualnie” obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia

z S1 do S3 w dwdch rzutach. Widzimy stan, od ktérego zaczynamy (S7),

i stan, do ktérego chcielibySmy sie dostaé¢ (S3). Miedzy nimi znajduja sie

stany, przez ktore mozemy przejéé. Graf ten mozemy réwniez interpretowad

jako cztery rézne Sciezki, jakie prowadza do tego samego miejsca. Warto

zaznaczy¢, ze te ,Sciezki” sa zdarzeniami wzajemnie wykluczajacymi sie,

jako zZe jednoczesnie nie mozemy wyrzuci¢ 11 3 w tym samym rzucie. Z tego

wlasnie powodu prawdopodobienstwo calego zdarzenia, jakim jest przejscie

z S1 do S3 w 2 krokach, mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposéb: Odcezytujemy

z M prawdopodobienstwo przejécia z S; do wybranego stanu, a nastepnie

mnozymy przez prawdopodobienstwo przejscia z tego wladnie stanu do stanu Ss.
é%ﬂ Ta metoda rozpatrujemy kazda ,$ciezke”. Koncowy rezultat prezentuje sie jak

j J ponizej:

P(S1 2 S3) = P(Sy — So) - P(So — S3) + P(S1 — S1) - P(Sy — S3) +
1 & +P(S1—>Sz)P(SQ—>53)+P(51—>53)P(53—>53)

!

/ To, co teraz wida¢, przyda nam sie w kolejnym etapie. Okazuje sie, ze ten sam
wynik otrzymamy, mnozac wiersz S przez kolumne S3. Aby przemnozyé przez
siebie wiersz i kolumne tej samej dlugosci, mnozymy przez siebie ich kolejne
elementy, pierwszy element wiersza przez pierwszy element kolumny, drugi przez
drugi itd. i dodajemy je do siebie.

P(SO — 53)

P(Sl — 53)

P(SQ — S3)

P(S3— S3)

P(S1— S0), P(S1— S1), P(S1— S), P(S) asg)] = P(S1 > Ss)

Wynik to doktadnie to samo, co uzyskaliSmy przy naszym poprzednim
Jezeli A jest macierza n X m, a B grafie z przejsciem z S do S3 w dwoch krokach. Jezeli przemnozymy teraz
macierza m X k, to ich iloczyn jest macierz M 3} sicbie. t ik t k .. S S
macierzg o wymiarach n x k, w ktérej na przez samag siebie, 10 wynl €11 UzZysSKaly Ila Przecleciu wiersza oq
pozycji (4, j) znajduje sie iloczyn i-tego Z kolumn@ S3,
wiersza macierzy A i j-tej kolumny
macierzy B. Przyktadowo, dla macierzy A

Dostact Ta prosta formuta umozliwia nam wyprowadzenie nastepujacej zaleznoéci:

Ao [1 2} macierz M™ (wynik wymnozenia n kopii macierzy M) jako wyrazy ma
T34 prawdopodobieristwa P(S; S;) (i,4 =0,1,2,3) przejs¢ po n rzutach. W tym
macierz A - A wyglada nastepujaco: momencie mamy juz wszystkie narzedzia potrzebne, by udzieli¢ odpowiedzi na
A A= [1 2} . [1 2] _ [7 10] ~nurtujace nas pytanie: odpowiedz bedzie znajdowata si¢ w zaciemnionym polu
3 4] |3 4 15 22 macierzy M100:
So S1 So Ss
P(So =2 So)  P(So = S1)  P(So = S2)  P(So == 83) ] So
M0 — | P(S1 =% So)  P(S1 —5 81)  P(S1 =% Ss)  P(S1 % S3) | Sy
P(Sy =% So)  P(Sy = S1)  P(Sy =% S2)  P(Sy = S3) | Sz
P(Ss 2% S5)  P(Ss 225 5))  P(Ss — 8,)  P(Ss — S5) ) Sy

Jest tak, poniewaz w tym miejscu przecina sie wiersz Sy z kolumna S,
Kalkulator macierzy znajduje si¢ np. tu:  czyli nasz stan poczatkowy z naszym stanem konicowym. Teraz przy uzyciu
https://matrixcale.org/pl kalkulatora macierzy obliczamy M0 i otrzymujemy:

P(SO 100 53) — 99160929411015739985678571632699585804757886320697414951141890717802339334771 ~ 91707%

108886437250011817682781711193009636756190618412159145257178661061582856912896

Tak prezentuje sie warto$é¢, ktérg zastaniemy w wyzej wspomnianym polu. Tym
sposobem obliczyliSémy, ze szansa na takie zdarzenie to az 91%!
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Wariant z moneta opisany jest w artykule:
Steven Tijms, The Mathematical
Anatomy of the Gambler’s Fallacy
https://chance.amstat.org/2022/02/
gamblers-fallacy/.

Powyzej przeanalizowalidémy przyklad z kostka, ale gdy powrdcimy do
pierwotnego problemu z moneta, to szansa na takie zdarzenie wzrasta do 97%!
Nareszcie dowiedzielidmy sie wiec, dlaczego aby sprawdzi¢, kto wykonatl
zadanie, nauczyciel patrzyl, czy na kartce danego ucznia wystepuje seria pieciu,
szesciu lub siedmiu takich samych wynikéow pod rzad. Jesli takowej nie bytlo,
statystycznie oznaczalo to oszustwo.

Matly krok dla czlowieka, wielki skok dla indukcji

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW

Jarostaw Wréblewski, Opowiesci

o indukcji, Materialy Ligi Zadaniowe]j
OMG 2012/13

omj.edu.pl/
uploads/attachments/indukcja.pdf.

Barttomiej Bzdega, Trzy rodzaje indukcji
matematycznej, Kacik Poczatkujacego
Olimpijczyka nr 7, Azg.

Michat MISKIEWICZ*

W niektérych kregach popularny jest dowcip o nieskoriczonej pojemnoéci
tramwaju. Opiera si¢ on na dwoch empirycznych przestankach: (1) w tramwaju
na pewno miesci sie jedna osoba, (2) niewazne, ile 0s6b juz jest w tramwaju,
zawsze zmiesci sie jeszcze jedna. To, ze w tramwaju miesci si¢ dowolnie duzo
0s6b, gwarantuje wowczas zasada indukcji matematycznej. Dowcip ten moze
$mieszy¢ lub nie, ale dobrze oddaje idee indukcji — w matematyce pozwala ona
uscisli¢ rozumowanie oparte na uzyciu wielokropka czy tez sformulowania ¢ tak
dalej. Na przyklad takie:

Zadanie 1. Dowiesé, ze dla kazdego n = 1,2,... liczba 2™ ma n-cyfrowa
wielokrotno$¢, w ktorej zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry 11 2.
Rozwigzanie. Dla n = 1 szukana wielokrotnoscia liczby 2 jest cho¢by ona sama.
Dla n = 2 wystarczy dostawié¢ jedynke z przodu (12 jest wielokrotnoscia 4),
podobnie dla n =3 (8 | 112). Dla n = 4 nie mozemy dostawi¢ jedynki, ale dwdjke
juz tak: 16 | 2112. I tak dalej — jesli a,, jest szukana wielokrotnoscia 2", to

w nastepnym kroku mozemy wziaé 10" + a,, (gdy 2" { a,) lub 2- 10" + a,
(gdy 2"+ | an). O

Rygorystyczny dowdd musiatby oprzeé sie na zasadzie indukcji, ktéra
sformulujemy nastepujaco:

Twierdzenie 1: zasada indukcji matematycznej. Dany jest cigg warunkow
T(1),T(2),... odpowiadajgcych kolejnym liczbom naturalnym. Zaldzmy, Ze:

(I1) zachodzi warunek T(1),
(12) z warunku T(n) wynika warunek T(n + 1).

Wtedy zachodzg warunki T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych.

W zadaniu 1 warunek T'(n) brzmialby nastepujaco: istnieje n-cyfrowa
wielokrotnosé 2" ztozona z cyfr 1 i 2. Wiecej przykladéw mozna znalezé

w znakomitych Opowiesciach o indukcji Jarostawa Wréblewskiego oraz w Kgciku
Bartlomieja Bzdegi (zob. margines). Tymczasem pdjdzmy dalej i zadajmy
pytanie:

Czy podobne rozumowanie oparte na matych krokach mozna stosowaé¢ w innych
przypadkach? W szczegdlnosci, czy da sie w ten sposéb dowodzi¢ wlasnosci liczb
rzeczywistych?

I od razu odpowiedzmy: tak! Matematycy bardzo lubig sprowadzaé¢ duze
problemy do malych, i twierdzenia podobne do zasady indukcji mozna odnalezé
w réznych dziatach matematyki. W niniejszym artykule dokonamy pobieznego
przegladu takich twierdzen.

Indukcja pozaskonczona

Zasade indukcji mozna wyprowadzi¢ z nastepujacej wlasnosci liczb naturalnych:
kazdy podzbiér liczb naturalnych posiada element najmniejszy. Rzeczywiscie,
jesli T(n) nie zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n, to mozemy wybraé
najmniejsze takie n, a to prowadzi do sprzecznosci z (I1) (gdy n = 1) lub (I2)
(gdy n > 1, bo wtedy T'(n — 1) = T'(n)).
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Na zbiorze par liczb naturalnych N x N
mozna okresli¢ porzadek leksykograficzny:
umawiamy sie, ze (a1, a2) < (b1, b2), gdy
a1 < by lub tez gdy a1 = b1 i az < ba.
Polecam samodzielnie sprawdzié, ze kazdy
podzbiér N x N posiada element
najmniejszy w sensie tego porzadku.

Warto odnotowaé, ze same , kroki do
przodu” wyrazone przez (S2) nie
wystarczg, potrzebny jest jeszcze
domykajacy krok (S3). Otéz — jak latwo
si¢ przekonaé¢ — rodzina warunkéw T'(z):
x < 1/2 spetnia (S1) i (S2), a mimo to
T(1) nie zachodzi.

Mozna to przekué¢ w cos ogdlniejszego. Porzadek zadany relacja < na zbiorze X
nazywamy dobrym, jedli kazdy podzbiér S C X ma element najmniejszy,

czyli element x € S spelniajacy « < y dla wszystkich innych y € S. PowyZsze
rozumowanie daje wtedy:

Twierdzenie 2: zasada indukcji pozaskoniczonej. Dany jest zbior X
z dobrym porzgdkiem < oraz rodzina warunkéw T'(z) odpowiadajgcych
elementom X. Zaldézmy, zZe:

(IP1) zachodzi warunek T(xqg) odpowiadajgcy najmniejszemu elementowi X ;
(IP2) jesli T(y) zachodzi dla wszystkich y < x, to zachodzi réwniez T (x).

Wtedy zachodzq warunki T'(z) dla wszystkich x € X.

Na marginesie mozna przesledzi¢ przyktad zbioru dobrze uporzadkowanego.
Niestety przykladem takim nie jest R ze standardows relacja porzadku <, gdyz
elementu najmniejszego nie ma choéby zbiér (0,00). W pierwszej chwili mozna
pomysleé, ze kandydatem na element najmniejszy jest tu zero, ale ono w ogdle
nie jest elementem (0, 00).

Czesciowym rozwiazaniem tego problemu jest twierdzenie Zermelo, wedlug
ktérego na R (jak i na kazdym innym zbiorze) mozna wybraé inny porzadek,
ktéry jest juz dobry. Pozwala to stosowaé¢ indukcje pozaskonczona na liczbach
rzeczywistych, o czym mozna przeczytaé w artykule Piotra Zakrzewskiego w A3l
A jedli upieramy sie przy standardowym porzadku na R? Okazuje sie, ze nawet
wtedy sprawa nie jest calkowicie stracona.

Spajnosé jako zasada indukcji

Cho¢ spOjnos¢ jest wlasnoscia oznaczajaca intuicyjnie ,bycie w jednym
kawatku”, to mozna ja przeformulowaé¢ w sposéb analogiczny do zasady indukcji.
Pomyst ten nie jest nowy — wraz z zarysem historii i wieloma szczegdétami mozna
o nim przeczyta¢ w The Instructor’s Guide to Real Induction Pete’a Clarka
(arxiv.org/abs/1208.0973).

Twierdzenie 3: spdjnosé¢ odcinka. Dana jest rodzina warunkéw T'(x)
odpowiadajgcych x € [0,1]. Zaldzmy, Ze:

(S1) zachodzi T(0);

(S2) jesli zachodzi T(x), to zachodzi réwniez T(y) dla wszystkich y € [0,1]
z pewnego przedzialu (x — r,x + 1) (r moze zalezeé od x);

(S3) jesli x,, — x i zachodzq T(x,) dla wszystkich n, to zachodzi tez T(x).

Wtedy zachodzq warunki T'(z) dla wszystkich x € [0, 1].

Mam nadzieje, ze w powyzszym twierdzeniu Czytelnik odnajduje ducha malych
kroczkéw, ktory stanowi esencje indukeji matematycznej. Dobrze zilustruje to
nastepujace zastosowanie:

Zadanie 2. (twierdzenie o wartosci $redniej). Jesli f: [0, 1] — R jest funkcja
ciagla, a ponadto f(0) <01 f(1) > 0, to dla pewnego z € [0, 1] zachodzi f(x) = 0.
Rozwigzanie. Przypusémy przeciwnie, ze takie x nie istnieje; za warunek T'(x)
przyjmijmy wtedy nieréwno$é f(z) < 0. Prawdziwosé (S1) wynika wprost

z zalozen zadania. Z kolei (S2) wynika z ciaglosci: jesli f(z) < 0, to istnieje takie
r >0, ze réwniez f(y) < 0dlay € (x —r,x +r). W przypadku (S3) zauwazamy,
ze jesli f(xy) < 0 oraz x,, — z, to f(x) < 0. Skoro jednak f(x) =0 wykluczyliSmy,
to f(z) < 0.

Ze spdjnosci odcinka wynika teraz, ze f(z) < 0 dla wszystkich x € [0,1], co jednak
stoi w sprzecznosci z zalozeniem f(1) > 0. O

Podobnie jak zasade indukcji, tak i spéjnosé odcinka mozna wyprowadzié

z pewnej podstawowe]j wlasnosci liczb. W tym przypadku — z pewnika
Dedekinda, ktéry mowi o istnieniu kreséw dowolnych zbioréw ograniczonych.
Ot6z jesli T'(x) nie zachodzi dla pewnego x € [0,1], to mozemy rozpatrzyé
kres dolny x, wszystkich takich z. To jednak prowadzi do sprzecznoéci z (S2)
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2017/03/27/Indukcja_pozaskonczona/
https://arxiv.org/abs/1208.0973

Czytelnik znajacy pojecie przestrzeni
topologicznej (np. z artykulu w Aég)
moze uzy¢ nastepujacej ogdélnej definicji:

Definicja. Przestrzeri topologiczng X
nazywamy spéjna, jesli wlasnosci
(81)—(S3) ponizej implikujg T'(z) dla
wszystkich ¢ € X.

(S1) zachodzi T'(z¢) dla pewnego
ustalonego zg € X;

(82) jesli zachodzi T'(x), to réwniez T'(y)
dla wszystkich y z pewnego
otwartego otoczenia x;

(S3) jesli  znajduje si¢ w domknigciu
punktéw spelniajacych T, to
warunek T'(z) réwniez zachodzi.

Oznaczajac przez S zbiér punktéow

spelniajacych T, otrzymujemy inna,

réwnowazng wersje: X jest spdjna, jesli

jedynym niepustym zbiorem S C X

jednoczes$nie otwartym i domknietym jest

sam zbiér X.

Czytelnik-Topolog byé moze doceni
ogblng definicj¢ zwartosci.

Definicja. Przestrzei topologiczng X

nazywamy zwarta, jesli wlasnosci (Z1)

i (Z2) ponizej implikujg P(X):

(Z1) kazdy punkt z € X posiada
otoczenie otwarte U 3 z, dla ktérego
zachodzi P(U);

(Z2) jesli zachodzg warunki P(Uy), P(U2),
to réwniez P(U; U Us).

Wigkszosé¢é zrédet wymaga od
przestrzeni X réwniez warunku
Hausdorffa; jest on automatycznie
spelniony w przypadku podzbioréw R,
jak tez wszystkich przestrzeni
metryzowalnych.

(gdy zachodzi T'(z4)), (S1) (gdy T'(x,) nie zachodzi i z, = 0) lub (S3)
(w pozostalych przypadkach).

Wypada tez wyjasni¢ samo uzycie slowa spdjnosé. Zbiér liczb rzeczywistych S
nazywamy spéjnym, jesli prawdziwy jest odpowiednik twierdzenia 3, w ktérym
odcinek [0, 1] zastapimy zbiorem S, a 0 dowolnie wybranym ,,punktem startowym’
xo € S (jak sie okazuje, prawdziwosé ta nie zalezy od wyboru zg). Podobna
definicje mozna tez sformutowaé w wickszej ogélnoéci (zob. margines). Zeby
zobaczy¢, ze to nazewnictwo jest trafne, warto przesledzi¢ ponizsze trzy
przyktady.

)

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze w my$l powyzszej definicji:

— Spéjny jest odcinek (0, 1) (mozna przyjaé np. zo = 1/2).
— Spéjny jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
— Nie jest spdjny zbiér [0,1] U [2, 3].

Zwarto$é jako zasada indukcji

Zwartos¢ to jeszcze jedna wlasnosé topologiczna. Trudno w dwoch stowach
okresli¢, co intuicyjnie oznacza — okazuje sie, ze zwarte podzbiory R

to dokladnie zbiory domkniete i ograniczone, co nie brzmi porywajaco.

Tym bardziej skupmy sie wiec na indukcyjnym sformulowaniu zwartosci,
zaczerpnietym z tekstu Davida R. Maclvera Topological compactness is an
induction principle (drmaciver.com/2015/03/topological-compactness-is

ran-induction-principle/).

Twierdzenie 4: zwarto$é odcinka. Dana jest rodzina warunkéw P(U)
odpowiadajgcych podzbiorom U C [0,1]. Zalézmy, Ze:

(Z1) kazdy punkt x € [0,1] posiada otoczenie U = (x —r,x+1)N[0,1], dla ktdrego
zachodzi P(U);

(Z2) jesli zachodzq warunki P(Uy), P(Us) dla dwdch zbioréw Uy, Us C [0,1], to
réwniez P(Uy UUs).

Wtedy zachodzi warunek P([0,1]).

Zwréémy uwage na nowosé: wlasno$é P przystuguje nie punktom odcinka, ale
jego podzbiorom. Inna jest tez tu logika ,,matych krokéw”. Pozadana przez

nas wlasno$é sprawdzamy dla wybranych przez siebie maltych zbioréw wokét
punktéw z € [0,1] (ich wielko$é moze zalezeé¢ od x), a twierdzenie 4 sklada nam te
wiedze o lokalnym zachowaniu w globalng konkluzje.

Na zakoniczenie proponuje kilka zadan. Zachecam Czytelnika do pochylenia sig¢
nad nimi i samodzielnego przekonania sie, jak ta ostatnia zasada indukcji dziala
w praktyce.

Zadanie 4. (tw. Weierstrassa). Kazda funkcja ciagla f: [0,1] — R jest
ograniczona, to znaczy istnieje M > 0 spelniajace |f(x)] < M dla wszystkich
z €10,1].

Wskazéwka. Przyja¢ P(U): funkcja f jest ograniczona w obcieciu do U.

Zadanie 5. (tw. Bolzano—Weierstrassa). Kazdy ciag (a,) o wartosciach w [0, 1]
posiada podciag zbiezny.

Wskazdwka. Przypuscié przeciwnie, ze (a,,) nie ma podciagu zbieznego.
Rozwazy¢ wlasnosé P(U): a, € U dla skoficzenie wielu n.

Zadanie 6. Zbior liczb rzeczywistych S nazywamy zwartym, jesli prawdziwy
jest odpowiednik twierdzenia 4 z S w miejsce [0, 1]. Sprawdzié, ze zbiory (0,1) i R
nie sa zwarte, ale zbiér [0, 1] U [2, 3] juz owszem.

Wskazéwka. Dla (0,1) i R: sprawdzi¢, ze odpowiednik twierdzenia Weierstrassa
nie jest prawdziwy. Dla [0, 1] U [2, 3]: skorzystaé ze zwartosci [0,1] i [2, 3].
Zadanie 7. Udowodnié¢ twierdzenie 4.

Wskazéwka. Majac zadana rodzine P(U) spelniajaca (Z1) i (Z2), okresli¢ rodzine
T(x): dla pewnego zbioru U D [0, z] zachodzi warunek P(U). Nastepnie sprawdzi¢
(S1)—(S3) i skorzystaé z twierdzenia 3.
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https://deltami.edu.pl/2022a/10/2022-10-delta-art-01-miskiewicz.pdf
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https://www.drmaciver.com/2015/03/topological-compactness-is-an-induction-principle/
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Duzymi krokami zbliza si¢ do nas kolejna
edycja Ogdlnopolskiej Matematycznej
Konferencji Studentéw OMatKo!!l. Po raz
dziesiaty przepelniona bedzie
fascynujacymi, naukowymi zagadnieniami.
Liczne prelekcje, wyktady, konkursy oraz
integracja, a wszystko to w towarzystwie
innych pasjonatéw Krolowej Nauk na
Politechnice Wroctawskiej w dniach
1-3 grudnia 2023.

OMatKol!!! jest najwiekszg konferencja
matematyczng w Polsce skierowana do
studentéw i doktorantéw, zapewniajaca
rozwdéj naukowy i mozliwosé
przedstawienia wlasnych badan. Kazdy
ochotnik bedzie mégt wygtlosié referat
badz tez przedstawi¢ wybrane zagadnienie
w formie plakatu. Do prezentacji moga
zglaszaé sie réwniez kola naukowe, aby
przyblizy¢ swoje zainteresowania innym
uczestnikom. Oprécz tego bedzie to
wspaniala okazja do poznania
potencjalnych pracodawcéw oraz
porozmawiania z osobami o podobnych
zainteresowaniach. OMatKo!!! to przede
wszystkim uczestnicy, ktérzy zaréwno
w roli stuchacza, jak i prelegenta tworza
wyjatkowa atmosfere.

Wigcej szczegotéw pojawiaé si¢ bedzie od
pazdziernika w mediach
spotecznosciowych konferencji. Aby
niczego nie przegapié, zachecamy do
Sledzenia:

strony internetowej:
http://prac.im.pwr.edu.pl/~omatko/
Facebooka:
https://web.facebook.com/omatkopwr/
Instagrama:
https://www.instagram.com/omatko.pwr/

W razie pytan zapraszamy do kontaktu.
Do zobaczenia na OMatKo!!!

Nasz, ludzki, metabolizm

Naukowcy z Polskiej Akademii Nauk oglosili niedawno, ze kobiety ,,objadaja
si¢” chetniej (o 50%) niz mezezyzni. Ci sami naukowcy twierdza, ze zjawisko
to nie przybralo jeszcze charakteru uzalezniajacego. Mam jednak co do tego
watpliwosci.

Odwolujac sie do wiedzy genetykow i antropologbéw, sadzimy, ze ostatni wspolny
przodek wspélczesnych ludzi i wspoltezesnych szympanséw zyl okolto 6,5 miliona
lat temu. Trudno te date okresli¢ dokladnie (to nas nie dziwi), ale wazna
okolicznoécig jest wniosek, ze dawno temu uformowal si¢ nasz genom i zmieniat
si¢ potem wolno i nieznacznie. Takze sposéb zycia i typ zdobywanego pokarmu,
jak wynika z kolejnych badan, przez nastepne 4 miliony lat nie réznity ludzi od
zwierzecych przodkow: byly to owoce, liscie, owady, drobne zwierzeta. Zbierano
tego jadla tyle, ile na biezaco bylo potrzeba dla okreslonej liczby osobnikow.
Dzi$ takze malpy czlekoksztaltne musza zerowaé 7 godzin, by zaspokoié¢ wiasne
potrzeby energetyczne.

A7z okolo 2,5 mln lat temu doszto do wielkich, rewolucyjnych zmian w tym
zakresie: rozdzielenia funkcji zdobywania pokarmu w tych samych zbiorowiskach
ludzi: czesé zajeta sie polowaniem, czesS¢ zbieraniem owocow, bulw czy grzybow,
a zebrane plony laczono, aby podzieli¢ miedzy wszystkich cztonkéw catej grupy.
Standardowo sadzi sig, ze polowali mezczyzni, a zbieraty kobiety.

Sytos¢ doprowadzita do szybkiego powiekszania mdzgu, intensyfikacji myslenial
Szczegblowymi i odrézniajacymi nas od bliskich przodkéw cechami staly sie duze
i dlugo wymagajace opieki dorostych noworodki i dzieci oraz dtugowiecznosc.
Niezaleznie od miejsca wzrastania (nawet obecnie) dziecko ludzkie przez dlugi
czas potrzebuje pomocy w zdobywaniu pozywienia. MogliSmy sobie pozwolié
na takie wydatkowanie energii. Te bardzo podstawowe réznice wymusity
wytworzenie si¢ szczegdlnego bilansu energetycznego u ludzi — od oémiodniowych
niemowlat az po mezczyzn i kobiety powyzej dziewieédziesiatki. Od tych zmian
spotecznych datujemy pierwsze wynalazki narzedzi, pojawila sie termiczna
obrobka zywnosci, budowano pierwotne domostwa i osady. Te kluczowe zmiany
doprowadzity do poczatkéw osiadlego trybu zycia.

Co dzi$ wiemy o osobliwosciach (jezeli sa) metabolizmu ludzkiego? W 2014 roku
powolano migdzynarodowy zespdt badawczy pracujacy w amerykanskim

Utah, szkockim Aberdeen oraz chiniskim Shenzhen. Rozpoczeto badania
metoda pomiaréw wody znakowanej izotopami tlenu i wodoru wiodace do
ilosciowej oceny wytwarzanego przez organizm dwutlenku wegla, co ilo$ciowo
odpowiada spalanym kaloriom. Metoda jest dokladna, kosztowna i wymaga
specjalistycznego laboratorium. W tym samym zespole zebrano takze dane
dostepne w literaturze z wczesniejszych pojedynczych pomiaréw, co dato zbiér
wynikow dla 6400 os6b w wieku od kilku dni do pokolenia powyzej 90. roku
zycia. Stwierdzono, ze uprzednio znajdowane réznice miedzy mezczyznami

i kobietami wynikaja z tego, ze kobiety $rednio sa od mezczyzn mniejsze i maja
stosunkowo wiecej tkanki ttuszczowej. Po zastosowaniu normalizacji réznice
miedzy plciami zniknely.

Dopiero po 60. roku zycia przemiana materii zwalnia,
$rednio o 7% na dekade. U os6b 90-letnich dobowe
wydatki energetyczne, po uwzglednieniu poprawek
wynikajacych z budowy ciala, sa $rednio o 20-25%
nizsze niz u 60-latkéow. . .

Zgodnie z przewidywaniami okazalo sie, ze wartosé
przemiany materii wzrasta wraz z wielkoscig osobnika.
Okazalo si¢ takze, ze w pierwszym roku zycia dzieci
wydatkuja o 50% wiecej energii, niz to wynika

z przeliczenia na ich mase. Wysoki poziom metabolizmu
konczy si¢ dopiero okolo 20. roku zycia, u chtopcow
nieznacznie pézniej. Za nieoczekiwane odkrycie uznaé
nalezy, ze dobowy bilans energii nie ulega zmianie
miedzy 20. a 60. rokiem zycia tak samo u mezczyzn,
jak i kobiet.
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Z publikowanych obszernych protokolow powyzszych
badan wytonily si¢ przyczyny sukcesu naszej populacji,
ktérych poczatki przypisujemy wydajnosci polowan

i zbieractwa, dzielenia si¢ uzyskanymi zbiorami i opieka
nad szybko rosnacymi, ale fizycznie niesprawnymi dzie¢mi.

A przygladajac sie dokladnie stanowi Ziemi w ostatnim
stuleciu, widzimy jednak, do czego doprowadzil rozwéj

naszych moézgéw — poprzez postep cywilizacji i technologii
oraz maksymalizacje¢ eksploatacji planety — do katastrofy
ekologicznej, wyczerpywania sie zasobéw gruntu, wody,
czystego powietrza, wzrostu zanieczyszczenia Srodowiska. . .
Szklanka zaczyna by¢ w polowie (a moze i wiecej) — pusta.

Magdalena FIKUS

Wigcej informacji w Swiecie Nauki Nr 2, luty 2023.

(magda.fikus@gmail.com)
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William Herschel (1738-1822)

2,1-metrowy (7-stopowy) reflektor
Herschela.
Zrodlo: Science Museum Group

e

Rozwigzanie zadania M 1758.
Niech O bedzie $§rodkiem obrotu

o kat 90°, wzgledem ktérego F sie nie
zmienia. Oznaczmy przez R najwieksza
z odlegtosci punktu O do wierzchotkéw
wielokata F i niech A; bedzie jednym
z wierzchotkéw takich, ze OA; = R.
Po obrocie o kat 90° wokét punktu O
punkt A; przechodzi w punkt Ao,
punkt As w Az, natomiast punkt Ag
w Ay. Oczywiscie A1 As Az Ay jest
kwadratem o $rodku w punkcie O, ktéry
w calosci lezy w F.

Zauwazmy teraz, ze stosunek promieni
két wpisanego i opisanego na A; Ax Az Ay
wynosi ﬁ przy czym pierwsze lezy w F,
a drugie zawiera F na podstawie
definicji R.

Uran, Neptun i Wulkan — trzy planety,
z ktorych jedna nigdy nie istniata, cz. I
Mateusz DEMBNY™, Grzegorz LUKASZEWICZ,
Igor PALUSINSKI**

Zwornikiem tego trzyczesciowego artykulu jest odkrycie Neptuna przez Urbaina
Le Verriera. Piszac o Neptunie, nie sposéb jednak pomingé¢ probleméw z Uranem.
Z kolei piszac o Le Verrierze, nie mozna pominaé¢ probleméw z Merkurym oraz
zwigzanego z tym epizodu z Wulkanem. Cala historia jest nie tylko bardzo
ciekawa, ale tez niezwykle pouczajaca. Zacznijmy wiec od poczatku.

Odkrycie Urana. William Herschel odkryt nowa planete 13 marca 1781 roku
w trakcie swojego szeroko zakrojonego, wieloletniego projektu przeczesania
calego nieba. W jego ramach badacz zebral i sklasyfikowal setki gwiazd
podwojnych i tysigce mglawic. O odkryciu Urana wspominal pézniej, ze
gdyby nie dostrzegl go 13 marca, to z pewnoécia zrobitby to podczas jednej

z nastepnych planowych obserwacji nieba [Hoskin]. Znaleziony nowy obiekt
zachowywal sie inaczej niz gwiazdy stale przy zmianach ,mocy” (tzn.
powiekszenia) teleskopu oraz poruszal sie na ich tle. Odkryta planete Herschel
poczatkowo uwazal za komete lub mglista gwiazde (ang. nebulous star).
Prawdopodobnie obiekt ten obserwowal juz Galileusz, a jego poltozenia

byly notowane od roku 1690, poczynajac od Johna Flamsteeda, pierwszego
Astronoma Krélewskiego i zalozyciela obserwatorium astronomicznego

w Greenwich. Pomimo siedmiokrotnych obserwacji i pomiaréw, w latach 1690,
1712, 1714 i 1715, Flamsteed nie zauwazyl, ze obiekt ten jest planeta, i uznat
go za gwiazde (34 Tauri w konstelacji Taurus). Swoim prostym teleskopem

(z soczewka o Srednicy dwdch cali) raczej nie moégl rozpoznaé bardzo wolno
poruszajacej sie planety [Blitzstein].

Co ciekawe, w 1781 roku William Herschel zarabial na zycie jako nauczyciel

i wykonawca muzyki, a astronomie z wielka pasja uprawial jako amator.
Budowal tez wlasne znakomite przyrzady astronomiczne. Dosé powiedzieé, ze
teleskop, ktérym postuzyl sie przy odkryciu Urana, byl zdecydowanie lepszy

— zarowno co do mocy powigkszenia, jak i do rozdzielczosci obrazu — od tych,
ktérymi dysponowano w Obserwatorium Krélewskim czy gdziekolwiek indziej.
Rzeczywiscie, uzyskiwane wtedy okolo 200-krotne powiekszenia uwazano za
bardzo dobre, a Herschel utrzymywal, ze jego reflektor (o ogniskowej 2,1 metra
i szesciocalowym lustrze) pozwala na uzyskanie powigkszenn 270-, 460-, 932-,
1563-, 2010-krotnych, a nawet jeszcze wigkszych.

Na wiadomo$¢ o odkryciu nowego obiektu na niebie astronomiczny $wiat
wycelowal teleskopy w jego strone. Jednoczesnie w Londynie znalezli si¢ sceptycy
i niedowiarkowie niemogacy pogodzi¢ sie z tym, ze jaki§ samouk z Bath mialtby
zobaczy¢ to, czego nie dostrzegli znakomici astronomowie, ani tez z tym, co
opowiadal o mocy swoich teleskopéw (jeden z astronoméw zasugerowal nawet,
ze Herschel musi by¢ kompletnym wariatem, i ofiarowatl si¢ odstawi¢ go do
domu dla oblakanych). Z drugiej strony chodzilo tez o poépiech i nadanie
obiektowi nazwy, aby na przyklad rywale z Paryza nie przywlaszczyli sobie
tego odkrycia. Na szczeScie piaty Astronom Krélewski Nevil Maskelyne i prezes
Towarzystwa Krélewskiego James Banks staneli na wysokoéci zadania. Herschel
zostal wezwany do Londynu i przyjety tam z honorami, a chetni mogli spojrzeé
przez jego teleskop. Wskazany przez Herschela obiekt zostal powszechnie
uznany za planete w ciagu okolo poét roku, a w listopadzie 1781 roku Herschel
otrzymal za jej odkrycie Zloty Medal Copleya, nagrode przyznawana przez
Towarzystwo Krélewskie (6wezesny odpowiednik Nagrody Nobla), a takze
zostal przedstawiony krolowi Jerzemu III i krolowej. Bylto jasne, ze w tej
sytuacji nalezato zatrudni¢ Herschela na jakim$ godnym stanowisku jako
astronoma i uwolni¢ go od muzykowania. Pewna chwilowa trudnosé wynikla

z tego, ze Herschel jako muzyk zarabial okolo 400 funtéw rocznie, czyli wiecej
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niz sam Astronom Krélewski z zaledwie 300 funtami. Po pertraktacjach
Jerzy III mianowal Herschela nadwornym astronomem krélewskim w Winsdorze,
zatrudniajac go na specjalnie utworzonym dla niego stanowisku.

Nasz amator stat sie w jednej chwili stawny w calym naukowym $wiecie

i w 1782 roku mial swoje ostatnie wystapienie muzyczne. A muzykiem byt
znakomitym. Jego symfonie i koncerty sa réwniez dzi§ wykonywane i nagrywane
(nietrudno je odszukaé w serwisie YouTube). Fascynujaca historie muzycznej

i astronomicznej rodziny Williama Herschela, w tym jego siostry, Karoliny
Herschel — pierwszej kobiety na krélewskiej posadzie astronoma (z pensja

50 funtéw rocznie), oraz syna, Johna Herschela — wybitnego uczonego

i kontynuatora astronomicznego dziela ojca, mozna znalezé w [Holmes] (patrz
tez [Lemonick], [Hoskin], [Lubbock]).

Problemy z trajektorig Urana i postulowanie istnienia nieznanej
planety. W 1781 roku do Londynu przybyt wybitny matematyk Anders

Johan Lexell (1740-1784), przyjaciel Leonharda Eulera z czaséw pobytu

w Petersburgu. Na podstawie dostepnych mu danych z obserwacji Urana
obliczyl, ze orbita kotowa dobrze do nich pasuje, jakoby matematycznie
potwierdzajac przyjeta powszechnie teze o odkryciu nowej planety. Jednak
istniala tez inna, przemilczana wtedy mozliwo$é, ze orbita nowego obiektu jest
parabola. Lexell ja odrzucit dopiero w 1783 roku, dysponujac kolejnymi danymi

Anders Johan Lexell (1740-1784) z dawniejszego katalogu gwiazd i z przekazéw obserwacyjnych. W artykule

z tego roku Lexell definitywnie udowodnit, ze nowy obiekt porusza sie po orbicie
1 AU (astronomical unit, w jezyku eliptycznej i jest planeta, jak tez ustalil jej odlegtosé od Stonca na okoto 19 AU.
polskim czasem stosowany jest skrét j-a. = 7 uwazvl réwniez, jako pierwszy, ze orbita Urana jest zaburzona i ze inne
jednostka astronomiczna) jest to ; X »ET T X / )
jednostka uzywana w astronomii. jeszcze nieznane planety moga zakl6caé jego orbite [Stén].
Odpowiada $redniej odlegltosci Ziemi od
Storica réwnej 149597870 700 m. W poczatku drugiej dekady XIX wieku, korzystajac z nowych obserwacji,

ustalono, ze orbita Urana wymyka sie rachunkom sformutowanym przez
Laplace’a, a ktérym podlegaly inne znane wéwczas planety (problemy z orbita
Merkurego zostaly zauwazone dopiero w 1859 roku, o czym opowiemy w trzeciej
czesci artykulu). Przypomnijmy, ze planety naszego Ukladu Stonecznego
poruszaja sie po keplerowskich elipsach tylko w przyblizeniu, gdyz ich orbity
podlegaja zaburzeniom spowodowanym obecnoscia pozostatych planet ukladu.
Laplace w swoim wielkim dziele Traité de mécanique céleste, opublikowanym
w latach 1798-1825, podal matematyczne wzory na wzajemne zaburzenia
wywolywane przez planety w wyniku ich przyciggania grawitacyjnego. Wzory
te stuzyly do tablicowania polozenia planet w czasie. Laplace byt dyrektorem
Bureau des Longitudes (Biura dlugosci geograficznych) i zlecal obliczenia
podleglym mu pracownikom. Wsréd nich byl Alexis Bouvard, ktéremu
przypadly trzy wielkie planety: Jowisz, Saturn i Uran; zaczal badac ich orbity
w 1821 roku. Z pierwszymi dwiema planetami nie mial probleméw, gdyz
Y] ich obserwowane trajektorie dobrze zgadzaly sie z obliczeniami. Jednakze
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) obserwowane od 1690 roku potozenia Urana nie dawaly sie dopasowaé do
teorii Newtona. Bouvard stwierdzil, ze obliczenia oparte na danych sprzed
odkrycia Urana, z okresu 1690-1781, nie pasujg do tych z okresu po jego
odkryciu, 1781-1821. Prébowat zlozyé to na karb niedokladnosci wezesniejszych
obserwacji, ale musiatyby one by¢ bardzo duze, aby to wyjasnialo sprawe.

Zreszta same obserwacje z okresu po odkryciu Urana takze
wskazywaly na niewytlumaczalne zaburzenia jego orbity.
Inne pomysty na wyjasnienie zakladaly domniemane
uderzenie komety w Urana, istnienie jakiego$ osrodka

w przestrzeni spowalniajacego ruch Urana czy tez istnienie
jego masywnego ksiezyca. Zaproponowano jeszcze dwa

A¢ [arcsec]

-150 L . . L . s s . . . . ;.
1700 1750 1800 a0 Ppardzo smiale wyjasnienia. Ple.rws.ze dotyczyto Waetph.wosm
rok co do wzoru Newtona na grawitacje w przypadku duzych
Obserwowana dlugosé heliocentryczna Urana (w punktach) odlegloéci (W czym mozna dostrzec analogi@ Z dzisiejsz@
i dopasowany do niej model (linig ciggla). Ruch bez zaburzen . . . .
(czyli ruch jednostajny po okregu) odpowiadalby linii prostej SytuaCJ@ Zwlgzang z ruchem ga‘laktyk nlezgodnym Z teon@
na poziomie 0. Einsteina i postulatem istnienia ciemnej materii).
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Potlozenia Urana i Neptuna w latach
1781-1843

Urbain Jean Joseph Le Verrier
(1811-1877)

Bibliografia

[Holmes] Richard Holmes, Wiek Cuddw, Prészynski i S-ka, Warszawa

Wyjaénienie to byloby jednak uderzeniem w sam fundament obrazu Swiata

i ta hipoteza po rozwazaniach zostala w koricu zarzucona. Latwiejszym do
przyjecia bylo ostatnie logiczne wyjasnienie: istnienie nieznanej dotad planety
zaburzajacej ruch Urana.

Odkrycie Neptuna wisialo juz w tym czasie w powietrzu. Astronomowie

i inni uczeni pisali o tym w listach, rozmawiali na spotkaniach, a znakomity
matematyk Friedrich Wilhelm Bessel, ktory od 1830 roku podejrzewal istnienie
nieznanej planety, dal nawet na ten temat publiczny wyktad.

Frangois Arago, dyrektor Obserwatorium Paryskiego zaproponowal dokladne
zbadanie problemu Urana i ewentualnej nowej planety mtodemu, blyskotliwemu
astronomowi z Ecole Polytechnique, Urbainowi Le Verrierowi, ktéry wezesniej
zajmowal sie problemem stabilnosci uktadu stonecznego oraz orbitami komet.
W samym Obserwatorium Paryskim Arago w tak waznej sprawie nie mial
zaufania do nikogo. Le Verrier podjatl rekawice — w listopadzie 1845 roku
opublikowal artykul, w ktorym przeanalizowal dotychczasowe dane dotyczace
orbity Urana i odrzucil zarzuty Bouvarda, ze pomiary polozenia Urana sprzed
jego odkrycia byly niewystarczajaco precyzyjne, oraz pokazal, ze znaczne réznice
pomiedzy obserwowang i przewidywana orbita Urana wystepuja rowniez po
uwzglednieniu wplywu Jowisza i Saturna. Wskazywalo to na fakt, ze ewentualne
niedoskonalosci pomiaréw w obrebie znanych danych nie sa wystarczajace dla
wyjadnienia tak znacznych anomalii orbity Urana.

W czerwcu 1846 roku Le Verrier opublikowal nastepny artykul, w ktérym
odrzucil wszystkie dotychczasowe préby wyjasnienia anomalii ruchu Urana,

i pokazal, ze wprowadzajac do rozwazan nowa planete, mozna rozwigzaé
problem na gruncie mechaniki newtonowskiej. Wykazal, ze nowa planeta nie
moze by¢ planeta wewnetrzna wzgledem orbity Urana; przyjal, ze lezy ona

w plaszczyznie ekliptyki oraz ze zgodnie z prawem Titiusa—Bodego jej odlegtosé
od Storica wynosi 38 AU.

Przy tych zalozeniach podal potozenie nowej planety na dzien 1 stycznia

1847 roku z dokladnoscia do 10 minut katowych. Pézniej, w sierpniu 1846 roku,
podal potozenie nowej planety z btedem zaledwie jednego stopnia katowego na
dzient odkrycia [Krajnovié], [Lequeux].

Astronomiczny $wiat byl pod duzym wrazeniem czerwcowego artykutu.
Astronom Krélewski George Biddle Airy napisat: Mysle, Ze niemozliwe

jest przeczytanie tego listu [zawierajgcego wyniki Le Verriera, przestane do
Greenwich w czerweu 1846 roku] bez porazenia jego jasnosciq wyjasnienia,
niezwyklg znajomosciq autora nie tylko fizycznych teorii perturbacji, ale takze
geometrycznych teorii dedukcji orbit z obserwaciji, jak rowniez jego przekonaniem,
ze jego teoria powinna wyjasniaé wszystkie zjawiska zwigzane z miejscem planety.

Rzecza bardziej niewytlumaczalng niz anomalie orbity Urana jest fakt, ze przy
tym wszystkim nikt nie kwapit sie spojrze¢ w niebo, w szczegdlnosci nie podjety
sie tego natychmiast najznakomitsze obserwatoria astronomiczne. Chodzito
przeciez o odkrycie na miare stulecia. Inna rzecz, ze wtedy obserwatoria byty

w pierwszym rzedzie centrami obliczeniowymi uzytecznosci publicznej, a nie
centrami naukowymi.

W drugiej czesci artykutu opowiemy dokladniej o odkryciu Neptuna
i zwiazanych z tym odkryciem kontrowersjach obecnych na miedzynarodowym
forum przez nastepne ponad 150 lat.
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O nieréwnosciach Bella pisal rowniez
Adam Bednorz w Agl.

O tzw. Demonie Laplace’a pisal Szymon
Charzynski w AZ5.

[ -]

Rozwigzanie zadania F 1080.
Podstawowa czesto$¢ drgan struny

o dlugosci 1 i liniowej gestosci (stosunkowi
masy do dlugosci) p = m/l, napietej sila

Fy wynosi:
1 [Fp
fo = 27 IT

Jesli dlugosé i masa struny pozostaja
niezmienione, to do wyznaczenia czegstosci
w nizszej temperaturze musimy znalezé
site naciggu F' utrzymujaca stalag dlugosc.
Niech [y oznacza dlugosé nierozciggnigtej
struny w temperaturze Ty, a S pole jej
przekroju poprzecznego. Prawo Hooke’a
pozwala obliczy¢ dlugosé po naciggnieciu

sita Fo:
Fo
l=l|14+— ).
0< + YS>

W temperaturze T" dlugos¢ struny
wyniesie [, ale teraz bedzie to wynik
dwéch efektéw: rozszerzalnosci cieplnej
i naciggniecia silg F:

l=1o(1+aAT) <l+ i) =l <l+ &>
YS YS
Otrzymujemy:
Fo = aAT + L + aAT r s
YS YS YS
" F
~ aAT + vs

Przyblizenie wynika z faktu, ze oba
czynniki, « AT i F/(Y S), sa znacznie
mniejsze od jedno$ci. W tym przyblizeniu
F = Fy — aY SAT.
Poniewaz AT = —20°C jest ujemna, to
F > Fy. Ostatecznie:
Y SAT

f\/f[? ™E %"S

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy f =~ 404,4 Hz.

oY AT
4pl?

Porzucécie wszelka klasyczng intuicje,
wy, ktéorzy tu wchodzicie!

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI*

Nagrode Nobla z Fizyki w roku 2022 otrzymalo trzech fizykéw: Alain

Aspect, John F. Clauser i Anton Zeilinger za ,,eksperymenty ze splatanymi
fotonami, wykazanie tamania nier6wnoéci Bella i pionierskie badania

w dziedzinie informacji kwantowej”. Z pozoru jest to kolejna z wielu

Nagréd Nobla z dziedziny fizyki kwantowej, ale nic bardziej mylnego — jest
wyjatkowa! W rzeczywistosci dotyczy samych fundamentéow naszego poznania
i mozna by z powodzeniem okresli¢ jg jako pierwsza Nagrode Nobla z filozofii
eksperymentalnej! Wykazanie tamania nieréwnosci Bella, o ktérych mowa

w ogloszeniu komitetu noblowskiego, oznacza, ze musimy porzuci¢ nasze gleboko
zakorzenione klasyczne intuicje dotyczace poznania $wiata i pogodzié sie z jego
kwantowym opisem jako swego rodzaju nieuchronna koniecznoécia.

Zacznijmy od wyjasnienia, co rozumiemy przez klasyczny opis Swiata. Lapidarnie
ujal to na poczatku XIX wieku Pierre Simon de Laplace, mowiac: ,,Dajcie

mi polozenia i predkodci wszystkich czastek we Wszech$wiecie, a przewidze
przysztosé”. W tym cytacie na pierwszy plan wybija sie przede wszystkim
stwierdzenie dotyczace determinizmu Wszech$wiata, gdzie nie ma miejsca

na zadna losowos$é ani wolng wole. Cytat ten zawiera jednak znacznie wiecej
tresci niz powyzsze stwierdzenie. Zawiera on réwniez z pozoru oczywiste
zalozenie, ze Wszech$wiat zlozony jest z obiektéw (czastek traktowanych

jako byty obiektywne) majacych jednocze$nie dobrze okreslone wszystkie
wielko$ci fizyczne, o ktére mogliby$my ,,je zapytaé” (polozenie, predkosé, mase,
tadunek elektryczny itp.). Nie ma w tym opisie ani stowa o obserwatorze,

ktory ten Wszechswiat opisuje, ani o pomiarze, ktéry pozwala obserwatorowi
pozna¢ wilasnoéci tych obiektow. W klasycznym opisie pomiar jest jedynie
sprawdzeniem z géry dobrze okreslonych wlasnosci fizycznych obiektéw”— co$
w stylu dyskretnego podniesienia pokrywki garnka i zajrzenia do wnetrza, zeby
sprawdzié, co bedzie na obiad. Nie ma wiec w nim nic fundamentalnego, o czym
warto by wspominaé¢, formulujac teorie Wszech$wiata.

Taki obraz Wszech$wiata, rysowany przez fizyke klasyczna, stal sie pod koniec
XIX wieku dominujacym pogladem filozoficznym, przynajmniej w kregach
naukowych. Bylby nim pewnie do dzisiaj, gdyby nie niespodziewane klopoty
zwiazane z jego wykorzystaniem do opisu wtasno$ci mikro$wiata. Préby
wyjadnienia struktury atomowej i wlasnoéci promieniowania rozgrzanych ciat
doprowadzily do powstania mechaniki kwantowej, ktéra oferowala zupelnie
nowe narzedzia matematyczne pozwalajace na uzyskanie doskonalej zgodnosci
wynikow eksperymentalnych z przewidywaniami teoretycznymi.

Mimo doskonalych przewidywan mechaniki kwantowej wiazalo sie z nia
wiele koncepcyjnych klopotéw. Przykladowo, zgodnie ze stynna zasada
nieoznaczono$ci Heisenberga czastka nie moze mieé¢ jednocze$nie dobrze
okreslonego potozenia i predkosci. Pojawilo sie wiec naturalne pytanie, czy
zasada nieoznaczonosci ma charakter fundamentalny, czy tez jest zwigzana
z niedoskonalo$cia naszego opisu.

Czes¢ fizykow, w tym sam Einstein, stala na stanowisku, ze opis kwantowy

jest niekompletny i obiekty fizyczne maja nieobserwowane przez nas na tym
etapie rozwoju nauki tzw. parametry ukryte, ktérych znajomosé pozwolitaby
na powr6t do w pelni klasycznego opisu. Z tej perspektywy wszelkie ,kwantowe
nieoznaczonosci” bylyby jedynie efektem naszej niepelnej wiedzy.

Aby wykazaé¢ niekompletnosé opisu kwantowego, Einstein, wspolnie z Podolskim
i Rosenem, zaproponowal w 1935 roku nastepujacy eksperyment myslowy,
nazywany argumentem EPR [I]. Rozwazmy dwie punktowe czastki A i B
poruszajace sie w jednym wymiarze, przygotowane w takim stanie kwantowym,
ze kazda czastka z osobna ma bardzo stabo okreslony ped i polozenie, ale juz
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réznica ich polozen i suma ich pedéw maja bardzo
dobrze okreslone wartosci: xg — x4 = d (czastki znajduja
sie zawsze w odleglosci d od siebie), pa + pp = 0 (maja
zawsze przeciwne pedy). Oznacza to, ze stan czastek
jest niezwykle silnie skorelowany (w jezyku mechaniki
kwantowej mogliby$my uzy¢ okreslenia splatany).
Mierzac polozenie jednej czastki, mozemy spodziewaé
sie znalez¢ ja we wzglednie duzym obszarze, ale gdy juz
stwierdzimy, ze znajduje sie ona w punkcie x 4, wiemy
natychmiast, ze druga czastka znajduje sie praktycznie
dokltadnie w punkcie xg = x4 + d. Mierzac z kolei ped
czastek, uzyskamy duzy rozrzut warto$ci pedéw danej
czastki, gdy jednak zmierzymy pedy obu czastek, ich
wartosci beda zawsze przeciwne, py = —pp. Oznacza
to, ze czastki zawsze beda lecie¢ z tym samym pedem
w przeciwne strony. Okazuje sie, ze taki stan kwantowy
jest faktycznie dopuszczalny przez mechanike kwantowa
i jego istnienie nie przeczy zasadzie nieoznaczonosci
Heisenberga.

Zeby zrozumieé, dlaczego istnienie opisanego tu stanu nie stoi

w sprzecznosci z zasadg nieoznaczonoéci Heisenberga, zwréémy uwage,
ze od strony matematycznej zasada nieoznaczonosci zwigzana jest

z faktem, ze wielkosci fizyczne polozenia i pedu s reprezentowane
przez operatory &, p, ktérych skladanie nie jest przemienne:

[&,p] := &p — p& = ih # 0, gdzie i jest wielkoscia urojona, a h

stala Plancka podzielong przez 2w. Wielko§é [Z, p] reprezentujaca
stopienn nieprzemienno$ci mnozenia dwéch operatoréw nazywamy ich
komutatorem. W przypadku ukltadu dwoéch czastek mamy analogiczne
reguly komutacyjne dla kazdej z nich, [£a,pa] = ih, [25,pB] = ih,

a dodatkowo operatory dotyczace réznych czastek zawsze komutuja ze
sobag. Jesli teraz rozwazymy operator odpowiadajacy réznicy polozen
T_ =& — &p oraz sumie pedéw pp = pa + P, otrzymamy po
bezposrednim rachunku [Z_,p4] = 0, a to oznacza, ze te dwie wielkosci
fizyczne nie sg zwiazane zadng zasada nieoznaczonosci i moze istnieé¢
stan, gdzie obie z nich maja dobrze okreslone wartosci.

Nastepnie autorzy EPR zdefiniowali dos¢ precyzyjnie,
co rozumieja przez realne istnienie pewnych wielkosci
fizycznych:

Jezeli, nie zaklécajac w zaden sposéb ukladu,
mozemy przewidzieé z cala pewnoscia

(tj. z prawdopodobienistwem réwnym jednosci)
warto$¢ danej wielkosci fizycznej, to istnieje
element rzeczywistosci fizycznej odpowiadajacy
tej wielkosci fizyczne;j.

Oznacza to w szczegdlnosci, ze jedli w pewnej sytuacji,
bez zaburzania stanu czastki, potrafimy przewidzieé

7 pewnoscia, ze czastka ma dang warto$¢ polozenia,

to polozenie jest realng cecha tej czastki. Wyobrazmy
sobie teraz sytuacje, w ktorej rozwazane dwie czastki
znajduja sie w dwoch réznych galaktykach.

Scisle rzecz biorac, oznacza to, ze co$ jednak wiemy na temat ich
potlozen, skoro mozemy powiedzieé, ze czastka A jest w jednej
galaktyce, a czastka B w drugiej. Tak, to prawda, mozemy jednak
mysle¢, ze to jest jedynie taka bardzo niedoktadna lokalizacja w skali
makro i nie wplywa na dalszy przebieg argumentu, ktéry dotyczy
pomiaréw potozen w skali mikro.

Obserwator w galaktyce A moze teraz przeprowadzi¢
pomiar polozenia na swojej czastce. Jesli otrzyma
wyniki x 4, wie, dzieki wlasnosciom skorelowanego
stanu czastek, ze druga czastka musi znajdowaé sie

w punkcie xp = x4 + d. Przy zalozeniu, ze zadne
sygnaly nie moga rozchodzi¢ sie szybciej niz Swiatlo,
oznacza to, ze moze on przewidzieé¢ dokladne potozenie
czastki B bez zadnego jej zaburzania. Obserwator
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dochodzi do wniosku, ze czastka B musiata mie¢ dobrze
okreslone potozenie juz wczeéniej, zanim dokonal
pomiaru, bo przeciez sam akt pomiaru nie mogt

w zaden sposob wplynaé na stan czastki znajdujacej

si¢ w innej galaktyce. Nieoznaczono$¢ wyniku byta
rezultatem jedynie braku wiedzy o tym, jakie doktadnie
sa polozenia czastek w momencie ich przygotowania.

7Z tego wynika, ze mozna mysle¢ o polozeniu czastki
jako o realnym elemencie rzeczywistosci fizycznej.

Zauwazmy teraz, ze obserwator mogt zdecydowaé sig
zmierzy¢ ped czastki A zamiast jej potozenia. W tej
sytuacji rozumowanie byloby zupelnie analogiczne

i doprowadziloby nas do wniosku, ze ped czastki tez
jest realnym elementem rzeczywistosci fizycznej. Gdy
polaczymy kropki, zobaczymy, ze argument EPR
prowadzi nas do stwierdzenia, iz mechanika kwantowa
jest niekompletna, skoro odmawia mozliwosci istnienia
obiektu o jednoczesnie dobrze okreslonym potozeniu

i pedzie, a jak przeciez widzimy, czastka w drugiej
galaktyce musiata mieé¢ te obie wielkos$ci dobrze
okreslone, skoro moglisémy, wykonujac odpowiedni
pomiar (niezaburzajacy czastki B), stwierdzié¢ z zupelna
pewnodcia, jaka maja wartosé.

Argument EPR stal sie ciezkim orzechem do zgryzienia
dla fizykow. Czes¢ z nich, sympatyzujac z Einsteinem,
zaczela poszukiwaé alternatywy dla mechaniki
kwantowej, ktéra miataby fundamentalnie klasyczny
charakter, czastki mialyby zawsze dobrze okreélone
polozenia i pedy, a ich pozornie kwantowe zachowanie
wynikatoby z wplywu nieobserwowanych w tym
momencie parametrow ukrytych, ktore w szczegdlnosci
tak kaza poruszaé sie czastkom, aby po wielu
powtorzeniach eksperymentu tworzyly pigkne obrazy
interferencyjne na ekranie.

Co ciekawe, juz Luis de Broglie w latach 20. XX wieku
rozwijal taka teorig, ktora ostatecznie zostala
dopracowana przez Davida Bohma w 1952 roku. Teoria
ta byla w pelni réwnowazna z przewidywaniami
ortodoksyjnej mechaniki kwantowej! Czesé fizykdw
reagowala na tego typu nowinki podej$ciem ,,zamknij
sie i licz”, uznajac nadmierne dywagacje filozoficzne za
szkodliwe dla rozwoju nauki. Wydawalo sie to zdrowe
podejscie, bo skoro obie teorie sg sobie réwnowazne,

to jak rozstrzygnaé, ktéra jest lepsza. Z jednej strony
teoria parametréw ukrytych zaspokaja nasz ideat
klasycznego obrazu $wiata, ale za cene wprowadzenia
bytéw nieobserwowalnych (pdki co przynajmniej).

Z drugiej strony mechanika kwantowa mimo swoich
niejasnych fundamentéw filozoficznych charakteryzuje
sie matematyczna prostota i elegancja, pozwalajaca

na efektywne przewidywanie zachowania sie obiektow
mikro$wiata.

Tego typu spory sa plaga calej filozofii, ktére

zlosliwi podaja za przyklad bezowocnosci dociekan
filozoficznych i przywoluja w tym miejscu dowcip

o tym, czym sie réznig fizycy od filozoféw ... (... fizycy
uzywaja koszy na $mieci). Mozna przez tysiaclecia
spierac si¢ o istnienie $wiata idei, duszy, wolnej woli



oraz czy Wszechswiat musial istnie¢ — i kazdy moze
mieé¢ swoje jedynie stuszne zdanie na ten temat.

I podobnie mogloby by¢ w przypadku powyzszego
sporu, gdyby nie pewien szalony fizyk, ktéry wcale nie
mial zamiaru ,zamknaé sie i liczy¢”.

John Bell, bo o nim mowa, w 1964 roku opublikowal
przetomowsg prace [2], w ktérej udowodnil, ze zadna
teoria parametréw ukrytych, ktéra jednoczesnie
bylaby lokalna (czyli nie pozwalata na natychmiastowe
oddzialywanie na odlegto$é), nie jest w stanie
reprodukowaé wszystkich przewidywan mechaniki
kwantowe]j dotyczacych zachowania sie splatanych
czastek.

Ponizej przedstawimy argument Bella w wersji
zmodyfikowanej kilka lat pdézniej miedzy innymi przez
jednego z naszych noblistéw — J. F. Clausera [3], jako
ze jest zar6wno bardziej elegancki, jak i praktyczny

z punktu widzenia testéw eksperymentalnych.

Rozwazmy, analogicznie jak w argumencie EPR, dwie
czastki A i B znajdujace sie w réznych galaktykach oraz
dwojke obserwatoréw dokonujacych na nich pomiaréw,
Attee 1 Borga (autor jest juz zmeczony wszechobecna
Alicja i Bobem). Zalozymy, ze kazde z nich moze
wykonaé jeden z dwéch mozliwych pomiaréw, A; lub
Ao w przypadku Attei i By lub By w przypadku Borga.
Jest to analogiczne do sytuacji z argumentu EPR, gdzie
mogliSmy wybraé, czy dokonujemy pomiaru polozenia,
czy pedu. W odréznieniu od pomiaru potozen i pedéw
w tym przypadku zatozymy jednak, ze wynikiem
pomiaru moze by¢ tylko jedna z dwdch wartodci: +1
lub —1 (patrz rysunek).

Oznaczmy przez A parametry ukryte, ktore determinuja
to, jak zachowaja si¢ czastki, gdy zostanie wykonany
na nich dany pomiar. Innymi slowy, zaktadamy
realizm Einsteina i uznajemy, ze wszystkie wielkosSci
fizyczne sa fundamentalnie dobrze okreslone, a wszelkie
nieoznaczonoéci pomiarowe wynikaja z naszej
nieznajomosci precyzyjnej wartosci parametréow
ukrytych. Dodatkowo zakladamy lokalnosé, ktora
wymaga, by wyniki pomiaru Attei nie zalezaly od
wyboru pomiaru Borga i vice-versa — w przeciwnym
razie mieliby$my maszynke do natychmiastowej
komunikacji miedzygalaktycznej. Oznacza to, ze wyniki
pomiaréw Attei a; 1 Borga b; mozna zapisa¢ jako:

a; :a(Aiv)\)7 b] :b(B]’A)a
gdzie a, b sg pewnymi jednoznacznie okreslonymi
funkcjami, zalezacymi od wartosci parametru ukrytego
i wyboru pomiaru. Rozwazmy teraz nastepujaca

wybor pomiaru
Ay A
11

a; = +1— Aj

wyniki pomiaréw

Hfunkcje korelacji” wynikéw pomiaréw uzyskiwanych
przy roznych wyborach pomiaréow dla danej wartosci A:

CA)=ay-bi+a1-ba+az- by —ag-bs.

Dla danego A\ wszystkie wyniki pomiaru maja dobrze
okreslone wartosci £1, a sama wielko$¢ C(\) = £2. Zeby
sie o tym przekonad, zapiszmy ja w postaci:

C()\) = aj - (bl +b2) +asg - (bl —bg)

i zauwazmy, ze sg mozliwe dwa przypadki. Albo (1)

b1 = bs, i wtedy drugi czlon znika, a pierwszy oczywiscie
moze daé tylko +2, albo (2) by = —bg, i wtedy pierwszy
czlon znika, a drugi daje £2.

Jesli teraz usrednimy wyniki pomiaréw po wielu
realizacjach, gdzie parametr ukryty A bedzie zmienna
losowa o rozktadzie prawdopodobienstwa zadanym
przez p(\), wtedy wartosé oczekiwana funkcji korelacji
obliczymy jako:

©) = [ e

Poniewaz usredniamy wielkosci, ktére moga przyjmowac
jedynie wartosci +2, wynika z tego natychmiast,

ze sama warto$¢ oczekiwana musi znajdowaé sie

w przedziale [—2, 2], czyli:

(O <2

W ten sposob wyprowadziliSmy stynna nieréwnosé Bella
w wersji CHSH (skrét od pierwszych liter nazwisk
autoréw pracy [3]). Powyzsza nieréwnosé mozemy
traktowadé jako pewnego rodzaju ograniczenie na
maksymalna mozliwg site korelacji pomiedzy wynikami
roznych pomiaréw wykonywanych na odleglych
czastkach, w ramach jakiejkolwiek lokalnej teorii
parametréow ukrytych.

Nalezy doceni¢ geniusz Bella, ktory gleboki i pozornie
nierozstrzygalny problem filozoficzny potrafit zapisaé
w postaci prostej nieréwnoéci matematycznej. Jesli
teraz udaloby nam sie przeprowadzi¢ eksperyment,

w ktérym wyniki pomiaréw tamatyby powyzsza
nieréwno$é, mielibyémy dowdd, ze niemozliwy jest opis
naszego Wszech$wiata w ramach zadnej lokalnej teorii
parametrow ukrytych.

Czy tego typu eksperymenty zostaly przeprowadzone?
Owszem i wlasnie za przeprowadzenie tego typu
eksperymentéw J.F Clauser, A. Aspect i A. Zeilinger
otrzymali Nagrode Nobla z fizyki w roku 2022.
Przeprowadzili oni eksperymenty na splatanych parach
fotonow rozestanych na pewna odleglosé¢ i dokonywali
na nich odpowiednich pomiaréw polaryzacji.

By B>
1

Bj —b;=+1

parametr ukryty

Schemat pomiarowy pozwalajacy na wyprowadzenie nieréwnosci Bella typu CHSH
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Najprostszy pomiar polaryzacji fotonu polega na
ustawieniu polaryzatora oraz bezpoérednio za nim
detektora. Przyjmijmy, ze polaryzator jest ustawiony
poziomo. Jedli polaryzacja fotonu jest réwniez pozioma,
co oznaczymy jako stan |«+), foton zawsze przejdzie

i detektor kliknie. Jesli polaryzacja fotonu jest pionowa,
| 1), foton zostanie zawsze pochloniety. Jesli polaryzacja
fotonu jest pod katem « do kierunku ustawienia
polaryzatora, matematycznie taki stan zapisujemy

jako kwantowsa superpozycje stanu o polaryzacji
poziomej i pionowej |a) = cosal+) +sinal ),

a wspOlezynniki stojace przed stanami | <), | $)
nazywamy amplitudami prawdopodobieristwa (formalnie
stany sa elementami pewnej przestrzeni wektorowej).
Foton, trafiajac na polaryzator, zachowa sie w sposéb
probabilistyczny: przejdzie z prawdopodobienstwem
cos? o, a zostanie pochloniety z prawdopodobienistwem
sin? o (prawdopodobieristwa sa réwne kwadratom
odpowiednich amplitud). Mozna takim zdarzeniom
przypisa¢ umowne wartosci wynikéw pomiaru
odpowiednio +1.

Rozwazmy teraz splatany stan dwéch fotondéw postaci:

) = % (e)a®1e) s+ Da® | Ds),

ktory jest kwantowa superpozycjg stanéw, gdzie

oba fotony majg polaryzacje poziome oraz oba

fotony maja polaryzacje pionowe. Symbol ® oznacza
formalnie iloczyn tensorowy, ale wystarczy, ze bedziemy
przez niego rozumieé¢ oznaczenie rozdzielajace stany
poszczegdlnych czastek.

Prawdopodobienstwa zdarzen w mechanice kwantowej liczymy,
obliczajac kwadrat (modutu, jes$li mamy do czynienia z liczbami
zespolonymi) iloczynu skalarnego pomiedzy wektorem naszego stanu
a wektorem odpowiadajacym obserwowanemu zdarzeniu. Przyktadowo,
chcac obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze oba fotony przejda przez
polaryzatory ustawione pod katami « i §, zapisujemy najpierw stan
odpowiadajacy fotonom o takiej wlasnie polaryzacji:

la)a @ |B)B = (cos a|+») + sina| T)) ® (cos B]«>) + sin 8] T)).
Korzystajac z rozdzielnosci dodawania wzgledem iloczynu tensorowego
oraz z faktu, ze wektory | ), |<>) tworza baze¢ ortonormalng
w przestrzeni stanéw polaryzacyjnych pojedynczego fotonu, mozemy
obliczyé¢ iloczyn skalarny tego stanu ze stanem [¢), ktéry wynosi:
(o]l @ (B] |¥) = % (cos avcos B + sin asin ). Prawdopodobieristwo
bedzie kwadratem powyzszego wyrazenia i wyniesie:

1 < 1

p(+1,41) = 5 cos‘)(a - B) = Z(l + cos(2(a — B))),
gdzie skorzystaliSmy ze wzoréw na cosinus réznicy katéw oraz
cosinus podwojonego kata. Analogicznie liczymy pozostale
prawdopodobienstwa, zastepujac katy «, 8, odpowiednio, katami
a +90°, B+ 90°.
Stan ten ma taka wlasnosé, ze jesli czastke A
zmierzymy polaryzatorem ustawionym pod
katem o do poziomu, a czastke B zmierzymy
polaryzatorem ustawionym pod katem S do poziomu,
to prawdopodobienstwa odpowiednich zdarzen beda
mialy postac:

p(a,b) = i(l +a-b-cos(2(a fﬁ))),
gdzie a = +1, b = £1 oznaczaja, odpowiednio, zdarzenia,
w ktorych foton A, B przeszedl lub nie przeszed?l
przez polaryzator. Jesli teraz obliczymy warto$é¢
oczekiwana iloczynu wynikéw otrzymanych przez
dwdjke obserwatoréw, otrzymamy:

{ab) = Z p(a,b)a-b=cos (2(a— B)).

a==+1,b=%1
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A jedli teraz chcemy zmaksymalizowaé wielko$é
wyrazenia

(C) = cos (2(a1 — 1)) + cos (2(a1 — B2))+

+ cos (2(0@ — 51)) — cos (2(a2 - 52)),
musimy inteligentnie wybrac¢ katy a1, aq, 81, Be2. Jakie
to katy? Sprébuj znalezé samodzielnie! (Odpowiedz
na koricu artykutu). Okazuje sie, ze dla optymalnego
wyboru otrzymamy wartoéé (C) = 2v/2, co jest istotnie
wiecej niz 2 i dowodzi, ze przewidywan mechaniki
kwantowej nie da sie odtworzy¢ w ramach lokalnych
teorii parametréw ukrytych.

Wynika z tego, ze musimy porzuci¢ jedno z dwéch
zalozen lezacych u podstaw wyprowadzenia nieréwnosci
Bella. Mamy dwa wyjscia. Mozemy przyjac, ze
parametry ukryte istnieja i cieszymy sie klasycznym
opisem Swiata, ale za cene nielokalnosci. Oznacza

to, ze potencjalnie istnieje mozliwos¢ komunikacji
natychmiastowej miedzy dowolnymi miejscami
Wszechswiata i cala struktura przyczynowa, na ktorej
oparta jest teoria wzglednosci oraz cala wspdlczesna
fizyka, musi lec w gruzach. Drugim wariantem jest
odrzucenie realizmu i przyjecie do wiadomosci, ze
obiekty fizyczne nie maja dobrze okreslonych wszystkich
wielkosci fizycznych, i dopiero kontekst pomiarowy
pozwala méwié o pewnych wielkoéciach fizycznych

w sposéb sensowny.

Innymi slowy, to odpowiednie sprzezenie obserwatora
z ukladem daje kontekst, w ramach ktorego méwimy
np. ,czastka ma predkosé v”. Predkosé czastki nie jest
jej autonomiczng cecha, a pewna relacja pomiedzy
czastka a urzadzeniem pomiarowym. Tym samym opis
Swiata w ramach mechaniki kwantowej jest opisem
Wszechéwiata niejako ,,od érodka” i niezwykle trudno
usunaé z tego opisu samego obserwatora. Wydaje sieg,
ze jedynym na to sposobem sa wspomniane wyzej
nielokalne teorie parametréw ukrytych lub tzw. teorie
wielu swiatow, ale kazda z tych propozycji pozostawia
duzy niedosyt poznawczy. Musimy czeka¢ na kolejny
przeblysk geniuszu, w rodzaju nowych nieréwnosci
Bella, aby lepiej ugruntowaé¢ fundamenty naszego
poznania.

Wracajac do pomiaréw polaryzacji splatanych fotonéw:
7 powyzszej dyskusji wynika w szczegdlnodci, ze stany
polaryzacyjne splatanych fotonéw nie sa ustalone
yzawczasu”. Co ciekawe, mozna ten fakt wykorzystaé
w praktyce — do tzw. kwantowej dystrybucji klucza
wykorzystujacej stany splatane. Fakt nieistnienia
parametréow ukrytych oznacza, ze okreslone stany
polaryzacyjne fotonéw ,,dookreslaja” sie dopiero

w wyniku wykonywania pomiaréw. Jesli wykorzystac
wyniki pomiaréw jako pewien wspotdzielony klucz
kryptograficzny, mozna udowodnié¢, ze pod warunkiem,
ze tamane sg nieréwnosci Bella, klucz taki jest
fundamentalnie bezpieczny i zadna trzecia strona nie
moze mie¢ dostepu do informacji w nim zawarte;j!

Ta obserwacja jest podstawa zaproponowanego przez
Artura Ekerta protokolu kwantowej dystrybucji

klucza E91 [4]. Widaé, ze nawet najbardziej szalone
pomysty moga kryé¢ w sobie praktyczne zastosowania.



Optymalne katy to: a1 = 0, as = 45°,
B1 = 22,5°, B2 = —22,5°.

A na zakonczenie, w ramach refleksji filozoficznej, cytat z Witkacego, ktéry tak
naprawde, w glebi duszy, byl fizykiem. .. (patrz: Witkacy i Fizyka, A3o):

nJeszcze jaskrawiej wystepuje problem obserwatora w mikrofizyce

w zwigzku z eksplisytnym wymaganiem brania pod uwage tylko tego,

co obserwowalne. [...] obserwator nie tylko wélizgnal sie tu [...], on

po prostu rozsiadl sie w odnos$nych réwnaniach jak w fotelach [...].
Obserwator [...] musi byé przyjety jako zanawiasowy element

konieczny pogladu fizykalnego, ktory przez to traci swdj charakter
pseudoobiektywnosci absolutnej [...] Wrég czystego fizykalizmu, ktérego
pozorne niegdys$ pokonanie bylo ztudnym tryumfem materializmu,
znajduje sie juz wewnatrz fortecy.”

Obserwatorze i Obserwatorko, obserwujcie!
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Przygotowal Dominik BUREK

M 1756. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych x1, x2, T3, T4, x5 nastepujacy
uktad réwnan
2 = 19(w4 + x5 — 22)
= x3(w5 + 1 — T3)
a(wy + 2 — 24)
5(T2 + 23 — 75)
(x3 + x4 — x1).

xr1 — To + X3 x

Ty — x5+ x4)?

( )
( )
(3 — x4 + 25)?
( )
( )

I
8

z47w5+x12:x
2

Ts — X1 + X2 1

Rozwiazanie na str.

M 1757. Dane sg liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze

NWW(a,b) + NWW(a+2,b+2)=2-NWW(a+ 1,b+ 1).
Udowodnié, ze a | b lub b | a.
Rozwigzanie na str.

M 1758. Wielokat wypukly F po obrocie o kat 90° wokél pewnego punktu
przeksztalca sie w siebie. Udowodnié, ze istnieja dwa kola o stosunku promieni
réwnym /2, z ktérych jedno zawiera F, a drugie jest zawarte w F.
Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1079. W notatce prasowej na temat Dzwonu Zygmunta napisano, ze podczas
dzwonienia jego ,ciezar zwigksza sie trzykrotnie”. Jaki jest kat g najwigkszego
odchylenia od pionu osiagany przez dzwon podczas dzwonienia? Dla jakiego kata
wychylenia ¢ na os zawieszenia dzwonu dziata najwieksza sita pozioma?
Rozwigzanie na str. [I]

F 1080. W temperaturze Ty = 20°C naciagnieta nylonowa struna dlugoéci

[ =1 m drga z podstawowa czestosca fo = 440 Hz. Oszacuj, jak zmieni sig¢
wysoko$¢ dzwiegku, gdy temperatura spadnie do T' = 0°C, a dlugo$¢ struny
pozostanie bez zmiany? Przydatne dane dla nylonu: gestoéé p = 1,14 - 103 kg/m?,
modul Younga Y = 2,9 GPa, wspolczynnik rozszerzalnoéci cieplnej
a=30-10"3 KL

Rozwiazanie na str. [T5]
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 2023

W

Rys. 1

Rys. 2 /

w
w
Rys. 3
Y
N A
E T
ma /
Rys. 4 mg

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
750 (WT = 3,14), 751 (WT = 2,63),
752 (WT = 2,03), 753 (WT = 2,73),

754 (WT = 3,51),

755 (WT = 2,2)

z numeréw 1, 2, 3/2023

Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Jacek Konieczny
Tomasz Wietecha
Konrad Kapcia
Ryszard Baniewicz
Andrzej Nowogrodzki

Poznan 43,41
Gliwice 2 - 38,81
Poznan 36,51
Tarnéw 16 — 30,40
Poznan 2 — 22,55
Wioctawek 1 — 21,54
Chocianéw 3 — 19,70

Po 751 zadaniach Pawel Perkowski po raz
piaty przekroczyt granice 44 punktéw.

Zadania z fizyki nr 762, 763
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

762. Przeksztalcenie fotonu w pare elektron—pozyton w prézni jest niemozliwe,
ze wzgledu na zasade zachowania pedu. Znalez¢é minimalng energie, jaka
powinien posiadaé foton, aby mogla powstaé para elektron—pozyton w poblizu
spoczywajacego elektronu.

763. Na poziomej powierzchni lodu narysowany jest okrag o promieniu R = 10 m.
W chwili poczatkowej zajac Z znajduje sie w érodku okregu, a wilk W na okregu,
jak na rysunku 1. Zajac porusza si¢ po prostej z predkoscia vo = 2 m/s. Wilk
powinien poruszaé si¢ po okregu tak, aby odlegloéé miedzy nim a zajacem nie
zmieniala sie. Do jakiego punktu na okregu uda mu sie w ten sposéb dotrzeé¢?
Wspélezynnik tarcia wilka o 16d: p = 0,05. Wilk nie podskakuje.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

758. Pozioma podstawka, na ktérej lezy klocek, drga harmonicznie z czestotliwoscia f = 10 Hz

w kierunku tworzacym kat a = w/4 z pionem (rys. 2). Wspélczynnik tarcia klocka o podstawke:

p = 0,5. Jakie warunki musi spelnia¢ amplituda drgan, aby klocek zaczal pelznaé¢ po podstawce, ale
nie podskakiwal?

759. Dwie jednakowe okragle, plaskie, metalowe plytki umieszczone tak, jak pokazano na rysunku 3,
obracaja si¢ z predkoscig katowa w w przeciwne strony w polu magnetycznym prostopadlym do
powierzchni plytek. Indukcja pola magnetycznego wynosi B, a odlegto$é¢ miedzy plytkami d. Osie
plytek polaczono przewodnikiem. Znalez¢é napiecie miedzy punktami ptytek, ktére znajdujg sie
naprzeciw siebie, a ich odlegtos¢ od srodka ptytki wynosi r.

758. Zal6zmy, ze klocek porusza sie razem z podstawka, zgodnie z prawem 7 = A sinwt, gdzie
w= 27rf, a wektor A tworzy z pionem kat o (rys. 4). Na klocek dziala sila cigzkodci mg, sila
reakcji N ze strony podstawki i poz1oma sila tarcia statycznego F ktérej zwrot zalezy od
zwrotu wektora przyspieszenia @. Réwnania ruchu klocka w kierunku poziomym i pionowym
maja postaé:

A
(1) F, = ma, = —mﬁuﬁ sin wt,
(2) N —mg =may = —m—2w2 sin wt.

Klocek nie podskakuje, gdy N > 0, czyli
(3) <gv2 /o.z2

Warunek na brak poSlizgu |F,| < uN, zgodme Z i (2), mozemy zapisac:

( Aw? sin wt)

<plg 7 .

Prawa strona nieréwnoéci (3) dla sinwt < 0 jest zawsze wieksza niz dla sinwt > 0, dlatego
minimalnej wartoéci amphtudy, przy ktoérej klocek zacznie sig Slizgaé, nalezy szukac

dla sinwt > 0. Znak réwnosci odpowiada sytuacji, gdy tarcie statyczne osiagga wartosé
maksymalng i mozemy to wykorzystaé dla znalezienia chwili t1, w ktérej rozpocznie sie
poslizg:

@) )ﬂu sinwt

2
(5) sinwt, = L
(p+1) Aw?
Roéwnanie ma rozwigzanie, gdy jego prawa strona jest mniejsza od jedynki, czyli
2
(©) A HOV2
(n+1Dw

Uwzgledniajac i @, otrzymujemy: 1,2 mm < A < 3,5 mm.

759. Na elektron o tadunku —e, ktory znajduje si¢ w odleglosci r od srodka ptytki, dziataja:
sita Lorentza F, = evB = qwrB i sila Fg = eE ze strony pola elektrycznego, wytworzona
dzieki nieréwnomiernemu rozktadowi ladunku na pltytce. Wypadkowa tych sil nadaje
tadunkowi przyspieszenie doSrodkowe: ma = Fr —PﬁE, a = wr. Plytki obracaja si¢ w przeciwne
strony, wiec sily Lorentza dziatajace na tadunki znajdujace sie w jednakowej odlegtosci od
$rodkéw dyskéw maja przeciwne zwroty:

eE + ewrB = mw?r dla prawego dysku,

eE — ewrB = mw?r dla lewego dysku.
FE jest dodatnie, jesli zwrot jest na zewnatrz plytki, zatem dla matych predkosci katowych,
gdy mwr < erB, sily elektryczne w plytkach maja zwroty przeciwne, w przeciwnym wypadku
zgodne. Warto$¢ bezwzgledna E w obu przypadkach jest proporcjonalna do odleglosci r od
$rodka ptytki, a w §rodku ptytki ma wartos¢ zero.
Poniewaz osie plytek sa polaczone przewodnikiem i maja jednakowe potencjaty, szukane
napiecie miedzy elementami plytek odlegltymi o r od $rodka wynosi U = Uz — Uy, gdzie

1/ mw

Uz = *(7 :I:wB)
2 e

Ostatecznie U = wBr?2.
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Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 2023

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
855 (WT =1,98) i 856 (WT = 2,20)
z numeru 2/2023

Zadania z matematyki nr 865, 866 Redaguje Marcin E. KUCZMA

865. W czworokacie wypuklym ABCD katy przy wierzchotkach A i C sa proste
(ale nie przy wierzchotkach B i D). Punkt M jest $rodkiem przekatnej AC'.
Punkt E jest symetryczny do B wzgledem M. Dowie$¢, ze okregi opisane na
trojkatach ABC i ADFE sa przystajace.

866. Dane sa dwie rozne liczby pierwsze p, g takie, ze 2P — 1 oraz 27 — 1 tez

sq liczbami pierwszymi, a ponadto kazda z liczb 277! — 1 oraz 297! — 1 dzieli
sie przez iloczyn pg. Udowodnié, ze jezeli liczba catkowita dodatnia d jest
dzielnikiem liczby 2P? — 1, to liczba d — 1 dzieli si¢ przez pq.

Zadanie 866 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.
Rozwigzania zadain z numeru 5/2023

861. Trojkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. Punkt D lezy na boku AC, przy czym
2 AD = BD. Punkt E lezy na odcinku BD, przy czym 2 BE = AD. Wykazaé¢, ze xCDE = 2xCED.

862. Dany jest graf skierowany o skoniczenie wielu wierzchotkach (kazde dwa rézne wierzchotki taczy
co najwyzej jedna krawedz zorientowana). Kazda krawedz jest pokolorowana jednym z m koloréw;

Norbert Porwol Essen 43,61
Pawel Najman Krakéw 41,91 Przypominamy tresé¢ zadan:
Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 41,33
Marcin Kasperski Warszawa 40,29
Adam Woryna Ruda SI. 38,27
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor Olsztyn 35,26
Michal Adamaszek  Kopenhaga 34,81
Janusz Fiett ‘Warszawa 33,39
Pawel Kubit Krakéw 33,33
Marek Spychata Warszawa 30,13

jest koniec poprzedniej).

861. Niech BE = a, CD =b; wiec AD = 2a, BD = 4a,

BC = AC = 2a + b. Dwusieczna kata CDFE przecina
odcinek CE w punkcie, ktéry nazwiemy F. Rzuty punktéw
F i C na prosta BD oznaczmy odpowiednio X i Y. Zadanie
sprowadza si¢ do wykazania, ze XFDE = XFED, czyli ze
FD = FFE — czyli ze X jest Srodkiem odcinka DE.

B A

Przyjmijmy dalsze oznaczenia dlugosci odcinkéw: EX = z,
XY =y oraz YD = z, gdy (jak na rysunku) punkt Y lezy
na odcinku BC; natomiast jesli Y lezy na przedtuzeniu tego
odcinka (tak sie dzieje, gdy kat ADB jest ostry), przez z
oznaczymy liczbe ujemng z = —DY. W kazdym przypadku
zachodzi réwnosé

(1) T+ y+ 2z = 3a;

dalsze rachunki sg niezalezne od konfiguracji. Nalezy dowies¢, ze
EX =DX, czylizex =y + z.

Twierdzenie Pitagorasa w trojkatach CBY i CDY pociaga
réwnoé¢ CB? — BY? = CD? — DY?, ktéra przepisujemy jako

(2a 4+ b)? — (4a — 2)? = b* — 22,
po rozwinieciu kwadratéw i redukcji:
(2) 2z =3a —b.

Wstawiamy to do réwnosci (1), pomnozonej stronami przez 2,
i otrzymujemy

(3) 2z + 2y = 3a + b.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez
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zas z kazdego wierzchotka wychodzi wiecej niz m krawedzi. Udowodnié, ze z kazdego wierzchotka
mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele nieskonczonych sciezek takich, ze dla kazdej liczby
naturalnej k krawedzie przechodzone w k-tym kroku na wszystkich tych Sciezkach majg jednakowy
kolor. (Nieskoniczona sciezka to nieskorniczony ciag kolejno przyleglych krawedzi — poczatkiem kolejnej

W tréjkacie CDE odcinek DF jest dwusieczng kata CDE,
a zatem CF : FE =CD : DE, czyli

Y b
4 y_>b
“ z 3a
Z polaczenia zaleznosci (3) i (4) widaé, ze
(5) 2 = 3a, 2y=0».

Teza ¢ = y + z, do ktorej wczedniej zostato sprowadzone zadanie,
wynika natychmiast ze zwiazkéw (2) i (5).

862. Przyjmijmy, ze graf ma n wierzchotkéw. Wybierzmy
dowolny wierzchotek vg. Ustalmy liczbe naturalng r i wezmy
pod uwage wszystkie mozliwe $ciezki dtugosci » wychodzace

z tego wierzcholka. Ich liczba wynosi co najmniej (m + 1), bo
z kazdego wierzchotka wychodzi co najmniej m+1 krawedzi.
Na kazdej z tych Sciezek widzimy pewna sekwencje kolorow.
Liczba mozliwych sekwencji jest réwna m”. Kazda z tych $ciezek
konczy sie w jednym z n wierzchotkéw grafu. Niech wiec r
bedzie takg liczba, ze (m 4+ 1)" > nm” (dla zadanych wartosci
m,n taka liczba r niewatpliwie istnieje). Wéwczas pewne dwie
$ciezki o identycznej sekwencji koloréw docierajg do tego samego
wierzcholka; nazwijmy go vi (moze byé kilka wierzchotkéw o tej
wlasnosci; wybieramy jeden z nich).

Oznaczmy te dwie $ciezki symbolami «, 8 (mozemy przyjaé, ze
wierzcholki i krawedzie sa zawczasu ponumerowane i ustalié¢
dowolny algorytm, wybierajacy wierzcholek v, sciezke o

i $ciezke B).

Powtarzamy schemat; role wierzchotka vo przejmuje
wierzcholek vi. Znajdujemy dwie rézne Sciezki dtugosci r,

o identycznej sekwencji koloréw, docierajace do wspolnego
wierzchotka vg; znéw jedna z nich oznaczamy symbolem «,
druga B8 (wedlug przyjetego algorytmu). Iterujac postepowanie
(indukcja), dostajemy ciag wierzchotkéw v, vi, va,vs,...

W kazdym z nich mamy do wyboru kontynuacje typu «

lub B; i przy kazdej kontynuacji otrzymamy $ciezki (dtugosci
r,2r,3r,...) o identycznej sekwencji koloréw. Mozliwo$¢ wyboru
na kazdym kroku (a lub ) generuje nieprzeliczalnie wiele
S$ciezek (nieskoriczonej dlugosci), o jakie chodzi.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Dla przyktadu produkcja stali (zelaza
z dodatkiem manganu, niklu, chromu,
wegla lub wanadu) jest jedng

z najbardziej emisyjnych czesci przemystu:

odpowiada za 8% bezposredniej emisji
gazéw cieplarnianych pochodzacych
z paliw kopalnych.

Niebo we wrzesniu

Prosto z nieba: Dostawa z kosmosu

Przecietnie zainteresowany tematem konsument nieczesto zastanawia sie

nad tym, skad biora sie rézne pierwiastki chemiczne wchodzace w sktad
najrézniejszych wytwordw naszej cywilizacji, ktére znajduja sie w sklepach.

Jak pisaliémy w Alg, wiekszo$¢ pierwiastkéw niezbednych do powstania

zycia typu ziemskiego powstala we wnetrzach gwiazd w trakcie ich ewolucji.
Pierwiastki ciezsze natomiast sg efektem réznego rodzaju kosmicznych
katastrof towarzyszacych koficowym momentom zycia gwiazd: wybuchow
supernowych albo zderzen gwiazd neutronowych. Rozrzucone w przestrzeni
kosmicznej pierwiastki trafiaja w pole grawitacyjne powstajacego kolejnego
pokolenia gwiazd i — co wazne dla nas — staja si¢ czedcia ukladéw planetarnych.
Przyktadowo, niezbedna w naszej cywilizacji stal powstaje z rudy zelaza,

ktore to zelazo w kosmosie wystepuje powszechnie, poniewaz jest tworzone

we wnetrzach masywnych gwiazd jako produkt koncowy fuzji jadrowej.
Pozyskanie do uzycia potrzebnych sktadnikéw, czyli oddzielenie atoméw jednych
pierwiastkéw od drugich z materialu skorupy ziemskiej jest okupione ciezka
praca, czesto wciaz wykonywana recznie (np. w kopalniach litu, kobaltu i niklu),
oraz nieprzyjazne srodowisku.

W Zmudnej historii cywilizacji zdarzaja sie jednak czasem milte niespodzianki.
Jedng z nich sa, paradoksalnie, meteoryty — w szczegdlnoéci zelazne, bedace
Swietnym Zrédlem wysoko oczyszczonego zelaza. Mimo ze sa dosé rzadkie

w poréwnaniu z kamiennymi, stanowigc jedynie okoto 5,7% znanych przypadkéw,
historycznie wystepuja czesciej w kolekcjach, co oczywiscie wynika z faktu,

ze tatwiej je znalezé niz kamienne, np. przy pomocy wykrywacza metali. Sa

tez znacznie bardziej odporne na dzialanie czynnikéw atmosferycznych. Duzo
czesciej sg znajdowane w postaci duzych kawatkéow. Poniewaz sa gestsze

od meteorytéw kamiennych, meteoryty zelazne stanowig prawie 90% masy
wszystkich znanych meteorytow. Spadajace na Ziemie fragmenty sa fragmentami
rdzeni wiekszych planetoid, ktore zostaly roztrzaskane w wyniku zderzen

w Ukladzie Stonecznym. Zelazne jadro tworzy sie dzieki cieptu rozpadéw
promieniotwérczych izotopéw aluminium 26Al i zelaza %°Fe: pierwotna materia
protoplanetarna stopniowo topi si¢ i oczyszcza przez stratyfikacje pod wpltywem
grawitacji.

Meteoryty zelazne jako cenny zaséb metalu byly wykorzystywane do produkcji
narzedzi i broni az do poczatku epoki zelaza, gdy nauczono sie pozyskiwac je
wprost z rudy. Jednym z przykladow cywilizacji, ktéra bez dostepu do piecéw
hutniczych korzystala z zelaza, i $wietnie sobie radzita, sa Inuici grenlandzcy,
moéwiacy jezykiem kalaallisut: meteoryt Cape York w Grendlandii sktadatl

sie z co najmniej osSmiu duzych fragmentow o tacznej masie 58 ton, z czego
najwickszy wazyl 31 ton! Upadek nastapit kilka tysiecy lat temu, a dostep do
zelaza umozliwial pokoleniom Inuitéw produkcje m.in. harpunéw w technologii
kucia na zimno (odlupane kawalki zelaza obrabiano przy pomocy kamieni).
Najwickszy polski meteoryt zelazny znaleziono w okolicy wsi Morasko w poblizu
Poznania. Fragment o wadze 261 kg mozna zobaczy¢ w Muzeum Ziemi Wydziatu
Nauk Geograficznych i Geologicznych UAM w Poznaniu.

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtochy

We wrzeéniu Stonice kontynuuje szybka wedréwke

na poludnie, obnizajac przez caly miesiac wysokosé
gérowania o kolejne 11°. Nasza Gwiazda Dzienna

23 dnia miesiaca przed godzina 9 przetnie réwnik
niebieski, przechodzac na poétkule potudniowa nieba,
i tym samym zacznie sie astronomiczna jesien. Ze
wzgledu jednak na refrakcje atmosferyczng faktyczne
zréwnanie dnia z nocg nastapi u nas dwa dni pdznie;j.

Podobnie jak w sierpniu, réwniez we wrzesniu Ksiezyc
rozéwietli poczatek i koniec miesiaca. Sierpien skonczyt
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sie pelnia Srebrnego Globu, a wrzesien zacznie sie jego
spotkaniem z Neptunem, przy fazie przekraczajacej 95%.
Wieczorem oba ciala Uktadu Stonecznego przedzieli 8°,
a sama planeta oczywiscie zginie w blasku Ksiezyca.

19 wrzeénia Neptun znajdzie sie w opozycji wzgledem
Stonca. W zwiazku z tym najblizsze kilka tygodni

to najlepszy okres jego widocznosci w tym roku.
Planeta $wieci nad horyzontem przez cala noc, gorujac
po péinocy na wysokosci przekraczajacej 35°, a jej
blask wynosi +7,8™. Do jej dostrzezenia jest zatem


https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/astrofizyka/2018/06/21/O_powstawaniu_pierwiastkow/

potrzebna przynajmniej lornetka. Stad dobrze sie
sklada, ze Ksiezyc minie Neptuna na poczatku miesiaca
(powrdécei don réwniez pod jego koniec), gdyz w czasie
opozycji jego $wiatlo nie przeszkodzi w obserwacjach
planety. Bliskos¢ opozycji oznacza roéwniez, ze Neptun
porusza sie ruchem wstecznym ze swojg maksymalng
predkoscia katowa i we wrzesniu pokona w ten sposéb
prawie 50’. W tym roku dopisuje nam troche szczedcia,
poniewaz planeta znajduje si¢ bardzo blisko gwiazdy

5. wielkosci 20 Psc (stanowiacej odpowiednik Gwiazdy
Polarnej w miniaturowym Malym Wozie na pograniczu
gwiazdozbioréw Ryb, Wodnika i Wieloryba, na ktory
skladaja sie gwiazdy 5. i 6. wielkosci 20, 24, 27, 29,

30 i 33 Psc), co znacznie ulatwia jej odnalezienie.

11 dnia miesiaca Neptun minie te gwiazde w odlegtosci
mniejszej od 4'.

Noc z 4 na 5 wrzesnia Ksiezyc spedzi w gwiazdozbiorze
Barana, pomiedzy planetami Jowisz i Uran. Do tego
czasu ksiezycowa tarcza zmniejszy swoja faze do 70%.
Srebrny Glob zajmie pozycje w odleglosci 5° od Jowisza
i 3,5° od Urana. Obie planety réwniez daza do swoich
opozycji i przejda przez nie w listopadzie. Jowisz uczyni
to 3 listopada, Uran za$ 10 dni p6zniej. Na poczatku
wrzesnia Jowisz zmieni kierunek ruchu na wsteczny

i jest wtedy prawie nieruchomy wzgledem gwiazd

tta, Uran zmienit kierunek ruchu jeszcze w sierpniu.
Obie planety kresla swoje petle w odlegltoéci mniej
wiecej 8° od siebie, przecinajac poludnik lokalny po
godzinie 4 na wysokos$ci wyraznie przekraczajacej 50°.
Przy czym Uran znajduje sie¢ na potnocny wschod od
Jowisza. Widoczny bez ktopotu golym okiem Jowisz we
wrzedniu zwiekszy swoja jasnoé¢ obserwowana z —2,6™
do —2,8™ i $rednice katowa swojej tarczy z 44" do 48".
Uran natomiast swieci z jasnoscia +5,7™ i do jego
obserwacji lepiej postuzy¢ sie lornetka. 18 wrzesnia
Jowisz przejdzie mniej niz 5’ od gwiazdy 5. wielkosci

o Ari i moze ona myli¢ si¢ z ksiezycami galileuszowymi
planety, zwlaszcza ze cztery dni wczeéniej podobna
pozycje wzgledem tej gwiazdy zajmie najdalszy

z ksiezycéw galileuszowych Kallisto.

Przez nastepne trzy noce Srebrny Glob odwiedzi
gwiazdozbiér Byka, przechodzac przy tym przez
ostatniag kwadre 7 wrzesnia tuz po péinocy polskiego
czasu i zblizajac sie do El Nath, drugiej co do jasnosci
gwiazdy tej konstelacji na odlegto$¢ okoto 7°. Noc
wcezesniej Ksiezyc pokaze sie nieco ponad 3° od Plejad,
znanej gromady otwartej gwiazd.

W sierpniu zaczal sie sezon zakryé Antaresa, czyli
najjadniejszej gwiazdy Skorpiona, we wrzesniu
natomiast zaczyna sie sezon zakryé¢ wspomnianej
wlasnie El Nath. Obie gwiazdy sa polozone prawie
po przeciwnych stronach nieba, ich rektascensja rézni
sie o 11 godzin, przy prawie dokladnie przeciwnej
deklinacji, stad sa one zakrywane w odstepach
dwutygodniowych. Gwiazda El Nath jest jednak na
tyle daleko od ekliptyki, ze jej zakrycia zachodza
na poludnie od szerokosci geograficznej okoto 39°N.
Dlatego sezon zakryé tej gwiazdy trwa 3,5 roku, od
wrze$nia 2023 roku do kwietnia 2027. W tym czasie
dojdzie do 49 zjawisk. Niestety Europa tutaj tez
ma pecha, gdyz przechodzacy najblizej Polski pas
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zakrycia pokryje poludniowa czesé Morza Srédziemnego
18 sierpnia 2025 roku, a jedyne nocne zakrycia
ocierajace sie o p6inocng Afryke przejda m.in. przez
Egipt 24 wrzesnia 2024 i 25 lutego 2026 roku oraz
poinocno-zachodnia Afryke 7 lutego 2025 roku. Pasy
pozostatych zjawisk przebiegaja daleko od Europy.

Przez te 3,5 roku beda tylko dwie mozliwosci, by
nastepujace po sobie zakrycia Antaresa i El Nath
zaobserwowad, nie ruszajac sie z miejsca (przy

czym w obu przypadkach to miejsce znajduje

sie w péinocno-zachodniej Australii). 27 sierpnia
2024 roku dojdzie do zakrycia El Nath, a 10 wrzesnia
2024 roku do zakrycia Antaresa. I jeszcze jedna para,
ale tym razem obszar wspélny jest bardzo maly:

20 marca 2025 — zakrycie Antaresa, 3 kwietnia 2025 —
zakrycie El Nath.

We wrzeéniu nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu jest jeszcze lepsze niz w sierpniu, dlatego
az do prawie samego nowiu mozna obserwowac

tarcze Ksiezyca w fazie cienkiego sierpa ze $wiatlem
popielatym. 9 wrzeénia Ksiezyc w fazie 29% przejdzie 3°
od Mebsuty, dobe pdzniej zas, przy fazie zmniejszonej
do 21% — 2° od Polluksa, obie gwiazdy w BliZnigtach.
11 wrzesnia sierp Ksiezyca zwezi sig do 11% i zajmie
pozycje w srodku gwiazdozbioru Raka, 4° na pdélnoc od
jasnej gromady otwartej gwiazd M44 i jednocze$nie 13°
od Wenus. Nastepnego ranka Ksiezyc w fazie 7% pokaze
sie 11° na prawo od Wenus, a jeszcze nastepnego,

w fazie zaledwie 3%, wzejdzie 3° na péinoc od Regulusa
w Lwie. 15 wrzeénia Ksiezyc przejdzie przez néow

i przeniesie si¢ na niebo wieczorne.

W tym miesigcu bardzo dobrze widoczne sg dwie
pierwsze planety Ukladu Stonecznego. Merkury

22 wrzesdnia osiagnie swoja maksymalng elongacje
zachodnia, oddalajac sie od Slonica na 18°, i o $wicie
zdazy sie wznie$¢ na wysokosé 8°. Pozostanie jednak
ozdoba porannego nieba do poczatku pazdziernika,
jasniejac z dnia na dzien, az do —1,1". W tym czasie
jego tarcza zmniejszy Srednice katowa od 8” do 5",

z faza dazaca do pelni. Odpowiednio planeta Wenus
zakresli petle na tle gwiazdozbioru Raka, zblizajac sie
9 wrzesnia na 48’ do gromady otwartej gwiazd M67

i na 28’ do gwiazdy Acubens (« Cnc) 5 dni pdzniej.
Wenus $wieci z jasno$cia —4,5™, przy tarczy malejacej
od 50" do 32" i fazie rosnacej od 11% do 35%.

Wieczorem ekliptyka nachylona jest bardzo stabo,
dodatkowo Ksiezyc zanurkuje gteboko pod nig, dlatego
zacznie on nabiera¢ wysokosci dopiero pod koniec
miesiaca. I kwadra Ksiezyca przypada 22 wrzesnia,
dzien wczesniej zajdzie on 5° na wschod od Antaresa,
dzien po6zniej zas — 3° od Nunki, jasnej gwiazdy
Strzelca. 29 wrze$nia Srebrny Glob przejdzie przez
pelnie i do tego czasu warto odnotowac¢ spotkanie

z Saturnem 26 dnia miesiaca. W zwiazku z niedawna
opozycja Saturn jest widoczny dobrze, cho¢ jego
jasnoéé¢ spadnie do 4+0,6™, przy érednicy tarczy 19”.
Planeta goruje okoto pédlnocy na wysokosci ponad 25°.
Ostatniego dnia miesiaca prawie pelna tarcza Srebrnego
Globu zblizy sie na 16° do Jowisza.

Ariel MAJCHER



Okresowe zycie

Rys. 1. Przykladowy oscylator o okresie 2.

Uktlad przechodzi ze stanu po lewej do
stanu po prawej i z powrotem

Rys. 2. Jeden ze stanéw tzw. glidera,
ktéry porusza sie po przekatnej. Po
czterech generacjach uktad wraca do
pierwotnego ksztaltu, ale jest przesunigty
o jedno pole w dét i jedno pole w prawo
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Rys. 3. Oscylator nazwany p60 glider

shuttle. Struktury po lewej i prawej

stronie oscylujag w miejscu, a widoczny

w Srodku glider podrézuje tam

i z powrotem, odbijajac si¢ od nich.

Zwigkszanie odleglosci migdzy ,lustrami”

pozwala zwiekszaé okres oscylatora
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Rys. 5. 204P41

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Gra w zycie zostala stworzona w 1970 roku przez wybitnego matematyka Johna
Conwaya (o ktérego licznych dokonaniach pisali Jézef H. Przytycki i Witold
Rosicki w A$,). Kto jeszcze nie styszal o Grze w zycie (The game of life), niech
bedzie uprzejmy zajrzeé¢ do artykutu Karola Gryszki (Al,), gdzie podane sa jej
reguty. To jeden z pierwszych przykladéw tzw. automatow komorkowych. Jej
reguly sg bardzo proste, ale struktury, ktére powstaja w wyniku ich zastosowania,
moga by¢ niezwykle skomplikowane. Mimo ze gra ma juz ponad 50 lat, wcigz
istnieje i preznie dziala grono entuzjastow odkrywajacych nowe fakty na jej temat
i tego, jakie struktury mozna w ramach regul Conwaya uzyskac.

Zaraz po sformulowaniu regul gry zauwazono, ze istnieja uklady zwane
oscylatorami, ktére po skonczonej liczbie krokéw czasowych wracaja do stanu
poczatkowego. Najmniejsza liczbe generacji prowadzacg do zamkniecia cyklu
nazywa sie okresem oscylatora. Najprostszy tego typu uklad tworza trzy komoérki
ulozone obok siebie w jednym rzedzie (rys. 1), wéwczas okres jest réwny 2.

Innym przykladem ciekawej struktury sa tzw. statki kosmiczne (spaceships),
czyli uktady, ktére po skoniczonej liczbie krokéw odtwarzaja sie w tym

samym ksztalcie, ale przesuniete wzgledem polozenia poczatkowego. Czyli

jest to konfiguracja, ktoéra przesuwa sie po planszy w okreslonym kierunku,

a jednoczesnie jej ksztalt zmienia sie cyklicznie. Najprostszym przyktadem takiej
struktury jest tzw. glider (rys. 2).

Jezeli wiadomo, ze istnieja uklady okresowe, to naturalnie pojawia si¢ pytanie

o mozliwe wartoéci okreséw. Badacze gry w zycie regularnie znajdowali kolejne
konfiguracje powiekszajace zbiér znanych okreséw. Istotna klase konfiguracji
stanowig w tym kontekécie uktady zbudowane na zasadzie czegos w rodzaju
luster odbijajacych miedzy soba opisane wczeéniej glidery (lub inne statki
kosmiczne). Uklady te maja te wlasnosé, ze oddalajac od siebie fragmenty
stanowiace lustra, mozna uzyskiwaé uklady o coraz wiekszym okresie. Na
przyktad wszystkie okresy postaci 60 + 120n, gdzie n jest dowolna liczba naturalna,
mozna otrzymaé przy pomocy ukladu zwanego p60 glider shuttle, jednego

z pierwszych tego typu ukladéw, odkrytego w roku 1971 (rys. 3).

W kolejnych dekadach liczby, o ktérych wiadomo byto, ze stanowia mozliwe
wartosci okresow, wypelniaty coraz geéciej zbidr liczb naturalnych. Dzieki
odkryciu dokonanemu przez Davida Buckinghama (serie oscylatoréw zwanych
Herschel loop) od roku 1996 wiadomo bytlo, ze dla kazdej liczby naturalne;
wigkszej od 60 istnieje uktad o takim okresie. Po roku 1996 zostalo wiec tylko
skonczenie wiele liczb do sprawdzenia, w szczegdlnosci ponizej 61 byto wowczas
dokladnie 18 liczb, dla ktorych nie znano ukladéw o takich okresach.

Jednak liczba tych dziur malata coraz wolniej. W 2013 roku bylo ich juz tylko
pieé: 19, 23, 34, 38 i 41, ale ta piatka stawiata bardzo silny opér i kolejne lata
nie przynosily nowych odkryé. W roku 2019 zalatano dziure nr 23, ale kolejne
trzy lata poszukiwan znowu nie przyniosty zadnego rezultatu.

A7z tu nagle w roku 2022 znaleziono konfiguracje o okresach 34 i 38. Nastepnie
14 lipca 2023 roku Mitchell Riley oglosil znalezienie uktadu o okresie 19, ktéry
nazwal Cribbage (rys. 4). Tydzien p6zniej, 21 lipca, Nico Brown oglosit odkrycie
konfiguracji o okresie 41, ktéra otrzymala wdzieczna nazwe 204P41 (rys. 5).

Po 53 latach od sformulowania regul Gry w Zycie hipoteza o istnieniu
konfiguracji o okresie bedacym dowolng liczba naturalna zostala wreszcie
ostatecznie udowodniona. Niestety John Conway nie doczekal rozwigzania tej
zagadki, zmart w 2020 roku. Jednak gra w zycie, ktora stworzyl, zyje nadal i jest
przedmiotem badan, zrédtem inspiracji, a takze rozrywki dla kolejnych pokolen
badaczy i pasjonatéw.

Czytelnik zainteresowany szczegoétami, jak wygladaja wszystkie okresowe,
latajace (i realizujace rézne inne zadania) konfiguracje, znajdzie je na stronie
conwaylife.com prowadzonej przez ciagle zywa spolecznosé entuzjastow
Gry w zycie.

Szymon CHARZYNSKI
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https://www.deltami.edu.pl/2021a/06/2021-06-delta.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2019/08/29/Trojkat_Sierpinskiego_gra_o_zycie/
http://conwaylife.com
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Wektory — czesé 1
Ba,’/’ﬂOmZ@] BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Wektory sa obiektami z pogranicza dwéch swiatéw — algebraicznego

i geometrycznego. Cala filozofie stosowania rachunku wektorowego do
rozwigzywania zadan z geometrii mozna streéci¢ w jednym zdaniu: pozwalaja one
zamieni¢ problem geometryczny na problem czysto algebraiczny. Tutaj wymienimy
kilka podstawowych wlasnos$ci wektoréw, pomijajac uzasadnienia — Czytelnik
moze uzupelni¢ je samodzielnie lub znalez¢é w dobrym podreczniku do geometrii
analitycznej.

Zacznijmy od geometrii. Niech A = (x4,y4) 1 B = (zB,ys) beda dowolnymi
punktami na plaszczyznie. Przez wektor ﬁ rozumieé¢ bedziemy odcinek

z wyrdznionym poczatkiem A i koncem B. Wektory Ay By i As By uznajemy

za.réwne, jezeli srodki odcinkéw Aq Bs oraz A By pokrywaja sie. Wektory A
i BA nazywamy przeciwnymi. Szczegdlnym przypadkiem wektora jest wektor
zerowy 0 = AA.

Z punktu widzenia algebry wektorem na plaszczyznie bedziemy nazywaé
uporzgdkowang pare liczb rzeczywistych: U = AB = (xg — 2 A,y — Ya) = (Ty, Yo )-
Jednej parze uporzadkowanej (z,,y,) odpowiada nieskoniczenie wiele odcinkéw E
i kazde dwa z nich sa réwne w sensie opisanym w poprzednim akapicie. Wektorem
przeciwnym do U = (zy,yy) jest =0 = (—xy, —y).

Dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez skalar (liczbe) latwo sie definiuje dla
postaci algebraicznej:

(Tu, Yu) + (o, Yo) = (Tu + To, Yu + Yo), a(xy, o) = (azy, ayy).
Dla wszystkich wektoréw w, U, w oraz skalaréw a, b zachodzg réwnoéci:
U+ =044, (U+7)+d=u+ (V+ ), (ab)¥ = a(b?),
(a+b)0=at+ bV, a(d+9)=atd+al.
Pierwsza to przemiennosé, kolejne dwie to prawa tacznodci, a ostatnie dwie — prawa

rozdzielnosci. Dzigki powyzszym wlasnoéciom mozemy wykonywaé dziatania na
wektorach praktycznie tak samo jak na liczbach.

Jesli wybierzemy punkty A, B, C, dla ktérych @ = AB i & = BC, to

U+ v = AC. Nazywamy to regulg trojkgta. Wynika z niej w szczegdlnosci, ze
s o Lo I .. , .,

1@ + B? + CA = 0. Jezeli zatem mamy wektory u, ¥, W spelniajace réwnosé

@+ U+ @ = 0, to mozemy utworzy¢ z nich tréjkat (byé moze zdegenerowany),

przesuwajac je rownolegle. Stosujac réwnosé 1@ + B? = 1@ oraz indukcje,

dowodzimy, ze A1 As + Ag Az + ...+ A,_1A, = A1 A, lub réwnowaznie

A Ay + AgAs+ ...+ Ay 1A, + AL A; = 0.

Dlugosciq wektora U= (zy,y,) = AB nazywamy liczbe |0] = |[AB| = /22 + y2. Dla
kazdego rzeczywistego a zachodzi réwnosé |av| = |a| - |¥]. Dla @ > 0 wektor a?’ ma
ten sam zwrot co wektor @, dla a < 0 — przeciwny. Na koniec: 07 = 0. Niezerowe
wektory @ i ¥ sa rdwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki skalar a, ze @ = a¥.
Zachodzi nierdwnosé tréjkqta |4 + ¥] < || + |9, a indukeyjnie mozna wykazaé, ze

[0+ 03+ ...+ 0a| < [01|+ (B3] + ... + [val.

Zadania

1. Punkty A, B, C, D leza na plaszczyznie. Punkty M i N sa $rodkami odcinkow
odpowiednio AB i CD. Udowodnié, ze 2| M N| < |BC| + |DA].

2. Udowodnié, ze v/2a2 + 2b2 — 2 < V202 +2¢2 — a2 + 22 +2a2 — b2 dla a, b, ¢
bedacych dtugosciami bokéw tréojkata.

3. Czworokaty APQB, BRSC i CTU A sa rownolegtobokami. Wykazacé, ze
z odcinkéw QR, ST, UP mozna zbudowaé tréjkat (by¢ moze zdegenerowany).

4. Pie¢ roznych punktow A, B, C, D, E lezy na plaszczyznie. Punkty K, L, M,
N sg $rodkami odcinkéw odpowiednio AB, BC, CD, DE. Punkty P, ) sa
$rodkami odcinkéw odpowiednio KM, LN. Udowodnié, ze PQ || AE.

5. Punkty E, F, G leza odpowiednio na bokach BC, C A, AB tréjkata ABC, przy
czym 2|AG| = |GB]|, 2|BE| = |EC| oraz 2|CF| = |[FA|. Punkty P i @ leza na
odcinkach odpowiednio EG i FG, przy czym 2|EP| = |PG| oraz 2|GQ| = |QF.
Dowie$é, ze czworokat AGPQ jest réwnoleglobokiem.
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organizatorzy

DZIEN POPULARYZACJI
> VII MATEMATYKI

dpm.mini.pw.edu.pl

@ Wydziat hatematyki / v
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W ramach Dni Popularyzacji odbedzie sie tez finat XLV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki,
organizowanego przez miesiecznik "Delta" oraz Polskie Towarzystwo Matematyczne
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