Klub 44 M
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Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 2023

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
855 (WT =1,98) i 856 (WT = 2,20)
z numeru 2/2023

Zadania z matematyki nr 865, 866 Redaguje Marcin E. KUCZMA

865. W czworokacie wypuklym ABCD katy przy wierzchotkach A i C sa proste
(ale nie przy wierzchotkach B i D). Punkt M jest $rodkiem przekatnej AC'.
Punkt E jest symetryczny do B wzgledem M. Dowie$¢, ze okregi opisane na
trojkatach ABC i ADFE sa przystajace.

866. Dane sa dwie rozne liczby pierwsze p, g takie, ze 2P — 1 oraz 27 — 1 tez

sq liczbami pierwszymi, a ponadto kazda z liczb 277! — 1 oraz 297! — 1 dzieli
sie przez iloczyn pg. Udowodnié, ze jezeli liczba catkowita dodatnia d jest
dzielnikiem liczby 2P? — 1, to liczba d — 1 dzieli si¢ przez pq.

Zadanie 866 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.
Rozwigzania zadain z numeru 5/2023

861. Trojkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. Punkt D lezy na boku AC, przy czym
2 AD = BD. Punkt E lezy na odcinku BD, przy czym 2 BE = AD. Wykazaé¢, ze xCDE = 2xCED.

862. Dany jest graf skierowany o skoniczenie wielu wierzchotkach (kazde dwa rézne wierzchotki taczy
co najwyzej jedna krawedz zorientowana). Kazda krawedz jest pokolorowana jednym z m koloréw;

Norbert Porwol Essen 43,61
Pawel Najman Krakéw 41,91 Przypominamy tresé¢ zadan:
Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 41,33
Marcin Kasperski Warszawa 40,29
Adam Woryna Ruda SI. 38,27
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor Olsztyn 35,26
Michal Adamaszek  Kopenhaga 34,81
Janusz Fiett ‘Warszawa 33,39
Pawel Kubit Krakéw 33,33
Marek Spychata Warszawa 30,13

jest koniec poprzedniej).

861. Niech BE = a, CD =b; wiec AD = 2a, BD = 4a,

BC = AC = 2a + b. Dwusieczna kata CDFE przecina
odcinek CE w punkcie, ktéry nazwiemy F. Rzuty punktéw
F i C na prosta BD oznaczmy odpowiednio X i Y. Zadanie
sprowadza si¢ do wykazania, ze XFDE = XFED, czyli ze
FD = FFE — czyli ze X jest Srodkiem odcinka DE.

B A

Przyjmijmy dalsze oznaczenia dlugosci odcinkéw: EX = z,
XY =y oraz YD = z, gdy (jak na rysunku) punkt Y lezy
na odcinku BC; natomiast jesli Y lezy na przedtuzeniu tego
odcinka (tak sie dzieje, gdy kat ADB jest ostry), przez z
oznaczymy liczbe ujemng z = —DY. W kazdym przypadku
zachodzi réwnosé

(1) T+ y+ 2z = 3a;

dalsze rachunki sg niezalezne od konfiguracji. Nalezy dowies¢, ze
EX =DX, czylizex =y + z.

Twierdzenie Pitagorasa w trojkatach CBY i CDY pociaga
réwnoé¢ CB? — BY? = CD? — DY?, ktéra przepisujemy jako

(2a 4+ b)? — (4a — 2)? = b* — 22,
po rozwinieciu kwadratéw i redukcji:
(2) 2z =3a —b.

Wstawiamy to do réwnosci (1), pomnozonej stronami przez 2,
i otrzymujemy

(3) 2z + 2y = 3a + b.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez
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zas z kazdego wierzchotka wychodzi wiecej niz m krawedzi. Udowodnié, ze z kazdego wierzchotka
mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele nieskonczonych sciezek takich, ze dla kazdej liczby
naturalnej k krawedzie przechodzone w k-tym kroku na wszystkich tych Sciezkach majg jednakowy
kolor. (Nieskoniczona sciezka to nieskorniczony ciag kolejno przyleglych krawedzi — poczatkiem kolejnej

W tréjkacie CDE odcinek DF jest dwusieczng kata CDE,
a zatem CF : FE =CD : DE, czyli

Y b
4 y_>b
“ z 3a
Z polaczenia zaleznosci (3) i (4) widaé, ze
(5) 2 = 3a, 2y=0».

Teza ¢ = y + z, do ktorej wczedniej zostato sprowadzone zadanie,
wynika natychmiast ze zwiazkéw (2) i (5).

862. Przyjmijmy, ze graf ma n wierzchotkéw. Wybierzmy
dowolny wierzchotek vg. Ustalmy liczbe naturalng r i wezmy
pod uwage wszystkie mozliwe $ciezki dtugosci » wychodzace

z tego wierzcholka. Ich liczba wynosi co najmniej (m + 1), bo
z kazdego wierzchotka wychodzi co najmniej m+1 krawedzi.
Na kazdej z tych Sciezek widzimy pewna sekwencje kolorow.
Liczba mozliwych sekwencji jest réwna m”. Kazda z tych $ciezek
konczy sie w jednym z n wierzchotkéw grafu. Niech wiec r
bedzie takg liczba, ze (m 4+ 1)" > nm” (dla zadanych wartosci
m,n taka liczba r niewatpliwie istnieje). Wéwczas pewne dwie
$ciezki o identycznej sekwencji koloréw docierajg do tego samego
wierzcholka; nazwijmy go vi (moze byé kilka wierzchotkéw o tej
wlasnosci; wybieramy jeden z nich).

Oznaczmy te dwie $ciezki symbolami «, 8 (mozemy przyjaé, ze
wierzcholki i krawedzie sa zawczasu ponumerowane i ustalié¢
dowolny algorytm, wybierajacy wierzcholek v, sciezke o

i $ciezke B).

Powtarzamy schemat; role wierzchotka vo przejmuje
wierzcholek vi. Znajdujemy dwie rézne Sciezki dtugosci r,

o identycznej sekwencji koloréw, docierajace do wspolnego
wierzchotka vg; znéw jedna z nich oznaczamy symbolem «,
druga B8 (wedlug przyjetego algorytmu). Iterujac postepowanie
(indukcja), dostajemy ciag wierzchotkéw v, vi, va,vs,...

W kazdym z nich mamy do wyboru kontynuacje typu «

lub B; i przy kazdej kontynuacji otrzymamy $ciezki (dtugosci
r,2r,3r,...) o identycznej sekwencji koloréw. Mozliwo$¢ wyboru
na kazdym kroku (a lub ) generuje nieprzeliczalnie wiele
S$ciezek (nieskoriczonej dlugosci), o jakie chodzi.

wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



