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Miedzynarodowe Spotkania Artystyczne
sExperyment”

Logo ,Experymentu” 2022. Zdjecie
wykonane przez Dorote¢ Bulinska

W Delcie ukazato si¢ wiele artykuléw

o nieskoriczono$ci. Wymieniam niektore,
zachecajac do poszukiwan.

A. Biatynicki-Birula, Po co
matematykowi nieskoriczonosé?, A?ﬂ
W. Guzicki, Kombinatoryka

i nieskoriczonosé, AT,

J. Jaszunska, Réwne ¢ rézne
nieskonczonosci, AL;

M. Kordos, Tako rzecze Arystoteles, |Aj,
M. Lachowicz, Nieskornczonosé
nieskornczenie uzyteczna, A?B
M. Szurek, Czy nieskoriczonosé jest?,
N

13
J. Tyszkiewicz, Po_co mi
nieskorczonoscé?, A]73
M. Korch, Nieskoriczonosé, A%Q
M. Korch, Hotel Hilberta, A%g
M. Korch, Nieskoriczonosé
niesk‘miczonos’ci,Aéw

~Experyment” z nieskonczonoscig
Mirostaw LACHOWICZ*

W Zbaszyniu, nad jeziorem Bledno, w zachodniej Wielkopolsce corocznie
odbywa sie ,Experyment” (kochana Redakcjo: prosze nie zmienia¢ pisowni,

tak wlasnie sie nazywa: jak Experyment to eksperyment [Zgoda. — przyp.
red.]). Jest to miedzynarodowe spotkanie artystéw postugujacych sie réznymi
$rodkami wyrazu. Teatr, muzyka, taniec, malarstwo, fotografia, a przede
wszystkim dzialania artystyczne, ktére trudno ujaé¢ w jednym okresleniu. Jest
to wydarzenie unikalne na duza ($§wiatowa, moim zdaniem) skale. Jest to Swieto
otwarcia, poszukiwania i znajdowania wspélnego jezyka — réwniez dostownie. To
prawdziwy fenomen, jakiego nie spotkalem w innych miejscach. Experyment
dzieje sie od 2001 roku, trzymany silna reka organizatoréw — malzenstwa
Katarzyny Kutzmann-Solarek i Ireneusza Solarka. Oby dzial sie dalej!

W roku 2022 Experyment pod tytulem ,,Bezkres — infinity” odbywal sie po
raz pierwszy w samym $rodku upalnego lata (bywal na poczatku calkiem
letniego lata), w dniach 23-29 lipca. Organizator, Ireneusz Solarek, uznal, ze
skoro i tak sie tam krece, to mégtbym co$ powiedzie¢. Rzeczywiscie moglem.
Wprawdzie tytul przerastal moje (zapewne nie tylko moje) mozliwosci, ale
jak Experyment, to eksperyment (to juz zresztg napisatem). Najpierw sie wiec
zgodzilem, a pdzniej przestraszytem, co chyba bylo wlasciwg kolejnoscia.

Co ma zrobi¢ matematyk w takiej eksperymentalnej sytuacji? Powiedzieé¢, ze
w zasadzie matematycy wcale nie potrzebuja nieskoinczonosci, cho¢ chetnie

o niej méwia? Ze z nieskoriczonoécia jest jak z czasem? Jak nas nie pytaja,
to wiemy, a jak pytajacemu chcemy wyttumaczyé, to nie wiemy. Zupelnie jak
Swiety Augustyn.

Sytuacja wygladata na do$é beznadziejna, gdyz nalezato sie spodziewaé
statystycznego podejscia do matematyki u potencjalnych odbiorcow. Czyli
,matematyka jest krélowa nauk”, ale lepiej sie od niej trzymaé z daleka.
Nawiasem moéwiac: ciekawe, czy kto$ potrafitby uzasadnié, o co chodzi z ta
krélowa, gdyz patrzac na nauke, raczej tego nie widaé¢. Nawet gdyby krélowa
rozumie¢ we wspoélczesnym sensie brytyjskim.

Oto jednak w $rodku upalnego lipcowego dnia w sali nieczynnego zbaszynskiego
muzeum zebrala si¢ tak liczna grupa oséb, ze wiecej by juz tam nie weszlo

(a wydawaloby sie, ze zawsze moze wejsé jeszcze jedna, jak w znanym dowcipie
o indukeji). Nieskoniczono$é przyciagneta?

Zaczalem od akcji ,,przekazmy sobie wstege Mobiusa” na znak poszukiwania
prawdy. Ze wstega Mobiusa mozna robi¢ cudenka, na przyklad przecinajac

ja wzdluz, a potem jeszcze raz. .. Nawiasem méwiac, tego typu obiekt byl
znany przed Augustem Ferdinandem Mobiusem (1790-1868) — mozna go
znalez¢ na mozaikach rzymskich z III wieku. Wspomniatem o grafikach
Mauritsa C. Eschera (1898-1972), inspirowanych wstega Mobiusa, z mréwkami
(czerwonymi) chodzacymi po wstedze. Szwajcarski rzezbiarz Max Bill
(1908-1994) tworzy! rzezby o ksztalcie przypominajacym wstege Mobiusa,
nazywajac ja ,wstega bez konca”. Odniesienia do niej w sztuce sa tak liczne, ze
ich wymienienie wymagatoby dlugiego opisu. Stylizowana wstega jest symbolem
recyklingu, a zatem czego$ ,nieskoriczonego” (powiedzmy, potencjalnie).

A skoro juz przy recyklingu jesteSmy, warto wspomnieé, ze nieskonczone bylyby
wszystkie procesy okresowe. ,,Bylyby”, gdyby istnialy — okresowos$é przez nas
obserwowana jest jednak tylko efektem we (wzglednie) malej skali czasowej; nie
jest ona okresowoscia matematyczna.

Tak jak okrag jest idealizacja czegos okraglego, tak nieskoniczonosé jest
idealizacja czego$ bardzo duzego. Nie mamy wprawdzie na co dzienn bezposrednio
do czynienia z wielkimi liczbami, ale one otaczaja nas zewszad. Oto kilka
ogromnych liczb .z zycia”, ktore latwo napisaé, jednak tak naprawde trudno jest
sobie wyobrazi¢. Szacuje sie, ze w naszej galaktyce znajduja sie setki miliardéw
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https://www.zck.org.pl/experyment/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/kombinatoryka/2013/06/27/Kombinatoryka_i_nieskonczonosc/
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/28/Nieskonczonosc/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/28/Hotel_Hilberta/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/28/Nieskonczonosc/

Silng inspiracja byta dla mnie ksigzka
P. Odifreddiego Ritratti dell’infinito
(Rizzoli, 2020) oraz liczne jego
prezentacje na YouTube.

gwiazd, za$ samych galaktyk w widzialnym (obserwowalnym) Wszech$wiecie sa
biliony (podobno okoto dwéch). Liczba neuronéw w moézgu czlowieka to (prawie)
sto miliardéw. Archimedes z Syrakuz (287-212 p.n.e) oszacowal liczbe ziarenek

piasku, ktére wypekilyby caly Wszech§wiat (taki, jak go sobie wyobrazal

S. Dali, ,,Ogon jaskétki” (1983). Zrédto:
Wikipedia

Archimedes) na 10%. Bylo to éwiczenie na wynaleziony przez niego wzér na
objetos¢ kuli, a cala trudnos¢ dotyczyta zapisu tej duzej liczby w systemie
uzywanym przez Grekéw. Wspdlczednie liczbe atomow we Wszechswiecie szacuje
sie (bardzo zgrubnie) na 1

0%0.

W zZyciu codziennym czesto 1000 to juz duzo. Zapewne odwolujac sie do tej
intuicji, John Wallis w 1655 roku przyjal na oznaczenie nieskonczonoéci znany
dzisiaj symbol co. Jak sie wydaje, byly to dwie stylizowane litery D lub jedna
litera M oznaczajace w systemie rzymskim 1000. Niektorzy jednakze utrzymuja,
ze mogla to by¢ stylizowana literka w — ostatnia litera alfabetu greckiego.

Odniesienie do nieskonczonosci mozna znalezé w malarstwie — na przykltad
w dzielach wspomnianego juz Eschera oraz Salvadora Dalego (1904-1989).

Escher tworzyl parkietaze z elementami zmniejszajacymi w kierunku brzegu.
Oczywiscie nieskoriczonosci nie mégl stworzy¢, ale udato mu sie ja zasugerowac.

Grafika na koszulce Wydzialtu MIM UW
z lat 80. ubieglego wieku

Zblizajac sie do brzegu, elementy staja sie coraz mniejsze, a zatem ,,dojécie”
do brzegu jest niemozliwe. Jest to odniesienie do geometrii hiperbolicznej

(o ktérej mozna wiele przeczytaé w Afg). Podobny efekt uzyskal w grafikach,
np. w ,,Cyklu granicznym II1” z roku 1959. Dali w sposéb istotny inspirowalt
sie¢ matematyka. Dzielo ,,Twarz wojny” (jakze aktualne obecnie) z roku 1940
sugeruje nieskonczone kopie przerazajacej twarzy jako okropienstwa wojny.
Ostatnie dzieto Dalego, ,,Ogon jaskétki”, byto bezposrednio zainspirowane
matematyka. Na obrazie umieszczone sa symbole catek i linie odnoszace si¢ do
teorii katastrof René Thoma. Dali okreslit teorie Thoma jako ,najpiekniejsza
teorie estetyczna na $wiecie”. W kilku swoich dzielach Dali wykorzystywat
geometri¢ czterowymiarowa. Najstynniejszym przykladem jest ,,Corpus

hypercubus” (zwany tez ,,Ukrzyzowaniem”) z 1954 roku.

Zgodnie z koncepcja Arystotelesa (384-322 p.n.e.)
mozna mowié¢ o nieskonczonosci potencjalnej lub
aktualnej. Pierwsza odnosi sie do obiektéw skoniczonych,
ale nieograniczonych (jak liczby naturalne).

W matematyce sprowadza si¢ do rozpatrywania

pojecia granicy. Nieskoriczono$é aktualna (dokonana)
istnieje bezposrednio. Dzisiaj moze to sie¢ wydaé
dziwne, ale wielu matematykéw nie akceptowalo takiej
nieskoriczonosci. Gottiried W. Leibniz (1646-1716)
powiedzial, ze nie ma niczego bardziej namacalnego

niz absurdalno$c¢ idei liczby wiaéciwie nieskoniczonej.
Podobnie Carl F. Gauss (1777-1855) napisal:
,Protestuje przeciw uzyciu nieskonczonych wielkosci,
jako czego$ kompletnego. To nigdy nie jest dopuszczalne
w matematyce”.

Dopiero Georg Cantor (1845-1918) wprowadzil nas
do Raju, przynajmniej zdaniem Dawida Hilberta
(1862-1943): ,Nikt nas nie wypedzi z Raju, ktéry
stworzyl Cantor”. Badania pojecia nieskonczonosci
doprowadzitly Cantora do konkluzji, ze nie ma
jednej jedynej (jak matki), ale nieskoriczenie wiele
nieskonczonosci. Odsylam tutaj do wymienionych
na marginesie poprzedniej strony artykuléw
Michata Korcha, ktére precyzuja, co nalezy przez
to rozumie¢. Odnoszac sie do sprawy popularnie,
mozna powiedzieé¢, ze Cantor byl w stanie dla
»kazdej nieskoriczonosci” okredli¢ , nieskonczonosé
od niej wieksza”. W ten sposéb tworzyt sie uktad
nieskonczonosci i pewnoéé¢, ze nie moze istnie¢
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najwieksza. Witkacy (S.I. Witkiewicz, 1885-1939)
w dramacie ,, Tumor Moézgowicz” ujat to tak:

Nad zrebem planety,

Posréd gwiezdnej nocy,

Szereg aleféw w nieskoriczono$¢ pelznie.
I nieskonczonos$é, unieskonczoniona
Zamiera w sobie, przez siebie zdradzona.

Dla Cantora, formalnie protestanta (luteranina), byt

to rowniez problem natury teologicznej. Jego kontakty
z odpowiednia kongregacja w Watykanie i jej prefektem
kardynatem Johannesem B.G. Franzelinem (1816-1886)
to zapewne temat na bardzo ciekawa ksiazke (lub film),
i dziwne jest, ze jeszcze taka sie nie pojawila (albo ja

o tym nie wiem). Sam fakt, ze luteranin zwraca sie do
kongregacji katolickiej, jest interesujacy. Ostateczne
ustalenia byly pozytywne dla Cantora: uznano, ze

nie ma probleméw teologicznych z jego odkryciem.
Prawdziwa nieskonczonoscia jest ta, ktéra odpowiada
Bogu, a te Cantora to tylko obiekty pozaskonczone
(transfinite). Wikipedia (w wydaniu angielskim) ujmuje
to tak: W matematyce liczby pozaskorniczone to liczby,
ktore sq ,,nieskonczone” w tym sensie, ze sq wieksze niz
wszystkie liczby skonczone, ale niekoniecznie absolutnie
nieskonczone. NaleZg do nich liczby kardynalne
pozaskonczone, ktore sq liczbami kardynalnymi
uzywanymi do ilosciowego okreslania wielko$ci zbioréw
nieskonczonych, oraz liczby porzgdkowe pozaskoriczone,
ktore sq liczbami porzgdkowymi uZywanymi do


https://www.deltami.edu.pl/delta/archiwum/2018/08/

uporzgdkowania zbioréw nieskonczonych. Dalej to

samo zrédto: Niewielu wspdtczesnych pisarzy podziela
te skruputy; obecnie przyjeto zwyczaj okreslania liczb
kardynalnych i porzqdkowych pozaskonczonych jako liczb
nieskonczonych. Niemniej jednak termin ,transfinite”
réwniez pozostaje w uiyYciu.

Drzisiaj teoria Cantora nalezy do kanonu wiedzy
matematycznej, ale Srodowisko przyjmowalto z trudem
i oporem jego idee. Mozna wprost powiedzieé: nie
bylo Cantorowi latwo! Przeczy to popularnej tezie, ze
w matematyce albo co$ jest prawdziwe, albo nie, i nie
ma innych kryteriéw. Sa, sa!

Na koniec warto wspomnieé o liczbach nadrzeczywistych
(surreal numbers) wprowadzonych przez
Johna H. Conwaya (1937-2020), bedacych uogdlnieniem

liczb kardynalnych, na ktérych mozna przeprowadzaé
dziatania arytmetyczne. Dobrym wprowadzeniem do
tej tematyki jest ksiazka Donalda E. Knutha (wybitny
informatyk, szerzej znany m.in. jako tworca systemu
sktadu komputerowego TEX, w ktérym skladana jest
réwniez Delta).

D.E. Knuth, Liczby nadrzeczywiste. Jak dwoje bylych studentow
nakrecilo sie na czystqg matematyke i odnalazlo pelnie szczescia,
Copernicus Center Press, 2022.

Odkrywanie i badanie nieskonczonosci pozostanie
najwyzszym szczytem usilowan intelektualnych
czlowieka. Narzuca si¢ analogia matematyki

i himalaizmu. Jedno i drugie warto robié¢, by przekonaé
sie, jak wysoko czlowiek moze sie wznies¢. Za jedno i za
drugie mozna zaplaci¢ wysoka ceneg, ale nie powinno by¢
miejsca na rezygnacje.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1753. W okregu € o érodku w punkcie O narysowano cieciwy AB i AC,
ktérych dlugosé jest réwna promieniowi 2. Oznaczmy przez Ay, By i Cy rzuty

prostokatne kolejno punktéw A, B i C' na dowolna érednice XY okregu 2.

dwoch pozostatych.

Udowodnié, ze dlugo$é jednego z odcinkéw X By, OA; i C1Y jest suma dlugoéci

Rozwigzanie na str. [§]

M 1754. Dane sg liczby rzeczywiste nieujemne x,y, z takie, ze

Rozwiazanie na str. [I9]

2 2
=3.
1—|—x3+1+y3+1—|—z3
Udowodni¢, ze
1—x 1—y 1—2z
>
l—z+22 1-y+y? 1—2z+422

M 1755. Udowodnié, ze dowolna dodatnig liczbe wymierna mozna przedstawié
jako iloraz iloczynéw silni liczb pierwszych (niekoniecznie réznych), przyktadowo:

Rozwiazanie na str. [17]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1077. Po sformutowaniu przez Newtona prawa
powszechnego ciazenia nieznana pozostawala wartosé
wystepujacej w nim stalej grawitacji G. Znany byl jednak
promien Ziemi, R ~ 6400 km, i typowe gestosci skal
wystepujacych na jej powierzchni, p ~ 2,7 g/cm? (np. granit
p=2,7g/cm? kwarc p = 2,65 g/cm?, wapien p = 2,8 g/cm?),
oraz warto$¢ przyspieszenia spadku swobodnego, g ~ 10 m/s?.
(a) Na podstawie tych danych ,,poméz Newtonowi” i oszacuj
wartos¢ stalej grawitacji G, przyjmujac stala gestosé rozktadu
masy Ziemi.

(b) Po zmierzeniu przez Cavendisha wartosci stalej G
(uzyskal warto$é¢ bardzo bliska przyjmowanej obecnie,

G = 6,67 - 10! Nm?/kg?) mozna bylo wyznaczyé mase Ziemi,
M =~ 6,0-10* kg, i jej $rednia gestosé p ~ 5,5 g/cm?®. Oszacuj,
ile wynosi p. — gestos¢ materii w Srodku Ziemi. Przyjmij
liniowy wzrost gestosci z glebokoscia.

Uwaga: Dane w tresci zadania odpowiadaja warto$ciom
przyjmowanym wspdlczesnie.

Rozwiazanie na str. [I§]

10 2! 5!

9 31.31.3°

F 1078. W badaniach promieniotwérczo$ci
uzywa sie licznikow czastek. Po zarejestrowaniu
impulsu (czastki) licznik powraca do stanu
»gotowosci” do rejestracji nastepnego impulsu

w czasie T, zwanym czasem martwym licznika.
Rozpady promieniotworcze maja charakter
przypadkowy, ale mozna zalozyé¢, ze ich

Srednia liczba na jednostke czasu jest stata —
zakladamy przy tym, ze czas pomiaru ¢ jest dhugi
w poréwnaniu z czasem martwym 7, ale krotki
w poréwnaniu z czasem polowicznego rozpadu
badanej prébki.

(a) W czasie t zarejestrowano M czastek. Oszacuj
liczbe czastek, ktore rzeczywiscie dotarty do
licznika. Przyjmij, ze ¢t > M.

(b) Jak wyznaczy¢ czas martwy licznika,
dysponujac dwoma réznymi zrédtami
promieniowania?

Rozwigzanie na str.



Nowe przygody papierowej tasiemki Piotr PIKUL*

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagiellonski
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Poczatkowe generacje smoczej krzywej
oraz jej ,,odwracanego” krewnego

(mum

oo4Qo

Kiedy jeszcze niedawno uwazalem, ze dekada jest czym$ bardzo podobnym

do ery geologicznej, na tamach Delty ukazal sie artykul Tomasza Idziaszka
Fraktalny swiat papierowej tasiemki (A7,). Czytelnicy, w tym autor niniejszego
artykutu, mogli sie z niego dowiedzie¢ o smoczej krzywej, ktérej kolejne
przyblizenia konstruujemy z wielokrotnie zlozonego na pét paska papieru,
rozwinigtego tak, aby wszystkie zagiecia tworzyly kat prosty. Fraktal otrzymany
jako granica tych przyblizen zwany jest smokiem Heighwaya. Od razu pojawito
sie u mnie pytanie o efekty innych metod sktadania tytulowej tasiemki. Dobrze,
ze artykul wspominal o algorytmicznym podejsciu do generowania takich
krzywych, bo inaczej trudno byloby uzyskaé (tak) ciekawe rezultaty. Na
szczescie pierwszy przyklad, o ktérym opowiem, jeszcze daje si¢ tatwo wykonad,
nawet je$li nie mamy czarnego pasa w origams.

Jaka moze by¢ najprostsza modyfikacja konstrukcji Heighwaya? Mozemy za
kazdym razem odwracaé¢ nasza sktadanke na druga strone. Nie jest oczywiste,
ze to cokolwiek zmieni, ale od tego sa eksperymenty, aby sie przekonad!
Czytelnika, ktory w miejsce samodzielnej zabawy paskami papieru od razu
zacznie studiowac¢ rysunki na marginesie, uprzedzamy, ze co drugi rysunek jest
odbity symetrycznie (wzgledem osi poziomej), aby latwiej bylo zauwazy¢ relacje
pomiedzy kolejnymi generacjami. Ostatecznie, zamiast odwracac cala tasiemke,
mozemy kazde kolejne ztozenie wykonywaé w przeciwna strone niz poprzednie
(raz zaginajac do géry, a raz do dotu). Rozpieszczony przez smocza krzywa
milosnik ,prawdziwych” fraktali bedzie zapewne rozczarowany. Kolejne kroki
konstrukcji przyblizaja bowiem krzywa. .. wypelniajaca tréjkat prostokatny
réwnoramienny.

Nalezy w tym miejscu nadmienié¢, ze po kazdym kolejnym zlozeniu

tréjkat ,wypelniany” przez krzywa bedzie coraz mniejszy. Liczba odcinkdéw
wypelniajacych tréjkat rosnie proporcjonalnie do kwadratu liczby odcinkéw
przypadajacej na dlugo$é jego boku (czyli proporcjonalnie do pola powierzchni).
Skracajac ,,odcinek jednostkowy” dwukrotnie (dzieje sie to po kazdym zlozeniu),
czterokrotnie zwickszamy ,zapotrzebowanie” na odcinki wypekniajace tréjkat,
jednoczesnie zaledwie podwajajac ich liczbe. Wygodnie jest zatem myéle¢, ze

za kazdym razem dtugos$é krzywej rognie v/2-krotnie. Przy okazji zauwazymy,
ze przejscie do kolejnego kroku mozna przedstawié¢ jako zastapienie kazdego
odcinka dotychczasowej lamanej przez dwa wzajemnie prostopadle (tworzace

ze swym ,przodkiem” tréjkat prostokatny réwnoramienny). Ta konstrukcja
pozwala uzasadnié, ze krzywa nigdy nie przecina samej siebie (choé jesli nie
zaokraglimy jej na wierzcholkach, beda to punkty odwiedzane dwukrotnie), ale
po wiecej szczegdlow tego rozumowania odsytam do tekstu wspomnianego na
poczatku.

Sprobujmy odpowiedzieé sobie na pytanie, czy tak zadana krzywa naprawde
wypelnia trojkat prostokatny réwnoramienny — kilka rysunkdéw nie jest przeciez
dowodem! Rozwazmy rozkladanie paska papieru. Ewidentnie obie potéwki
stang sie przystajacymi figurami. Co wiecej, te figury to poprzednie generacje
krzywej, cho¢ odbite symetrycznie i pomniejszone. Stad wniosek, ze kolejny krok
konstrukeji zaklada pomniejszenie krzywej, odbicie symetryczne (odwracamy
tasiemke) oraz umieszczenie jej dwéch kopii w okreslony sposéb (prostopadle,
ze wspOlnym ,koricem”). Innymi stowy, jest to system zlozony z dwéch
przeksztalcen afinicznych, ktory pozwala tworzy¢ kolejne generacje.
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|
|
|
|
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Oba rozwazane przeksztalcenia sa zweZajgce (zmniejszaja odleglosci miedzy
punktami v/2-krotnie). Mozna stad wywnioskowaé, ze zwezajacy jest réwniez
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w AL znajduje si¢ takze artykut
Przemystawa Kiciaka o systemach
iterowanych przeksztalcen (IFS), gdzie
Czytelnik znajdzie nieco wiecej
szczegbléw.

"M-

Figury graniczne przy odwracaniu co
drugi raz

>~ O~
~J 0 J

Poczatkowe generacje tréjsmoka
(terdragona) oraz wariantu
z odwracaniem tasiemki (tréjmuszki)

uktad tych przeksztalcen, rozumiany jako przeksztalcenie okreslone na
przestrzeni niepustych, domknietych i ograniczonych podzbioréw plaszczyzny
(nalezy oczywiscie odpowiednio dobraé¢ metryke na tej przestrzeni; nie bedziemy
tu wchodzié w szczegdly). Dzieki twierdzeniu Banacha o punkcie stalym,
startujac od dowolnego poczatkowego zbioru (domknietego i ograniczonego),
bedziemy zblizali si¢ do jedynego punktu stalego naszego przeksztalcenia. Skoro
kolejne generacje krzywej powstaja w wyniku iterowania wspomnianego systemu,
beda one zbiegaly do tego konkretnego zbioru ograniczonego. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze trdjkat prostokatny réwnoramienny faktycznie jest punktem
stalym (suma swoich obrazéw w obu przeksztalceniach).

To moze teraz sprébujemy odwracaé nasza tasiemke co drugi raz? Jest to
sensowna konstrukcja i daje inny rezultat niz dwie poprzednie. Trudniej ja
jednak opisa¢ jako system przeksztatcen iterowanych, poniewaz przejscia do
kolejnych generacji nie sa takie same (jedno wiaze sie z odbiciem symetrycznym,
a drugie nie). Nalezaloby potraktowaé¢ dwa kroki konstrukeji jako jeden,
bardziej skomplikowany (zlozony z czterech przeksztalcen). Tak naprawde,

w zaleznosci od tego, czy zakonczymy konstrukcje na kroku parzystym, czy
nieparzystym, otrzymamy inny rezultat, poniewaz ,,dwukrok” pomiedzy
generacjami parzystymi to nieco inne przeksztalcenie niz to startujace w kroku
nieparzystym.

Czytelnik zapewne juz sie domyséla, ze odwracajac co trzeci raz, bedziemy mieli
do wyboru trzy figury graniczne. Czy musza by¢ one rézne? Az strach pomysleé,
co by bylo, gdybyémy odwracali pasek w nieregularnych interwatach. ..

Do tej pory rozwazaliémy skladanie tytulowej tasiemki na p6t. Samo to (oraz
odwracanie) daje nam juz nieskoriczenie wiele mozliwosci, ale to nie powdd, aby
nie szukaé¢ dalej. Moze sprébujmy sktadaé na trzy? Jesli bedziemy kazdorazowo
zwija¢ krzywa w ,minimalistyczng harmonijke” (lub, jak kto woli, litere N),

po roztozeniu dostaniemy poskrecana linie, ktora jednak nijak nie formuje sie

w zadnego ,,smoka”.

Jesli jednak rozlozymy ja na siatce trojkatnej (czyli kazde zagiecie bedzie
tworzylo kat 60°), otrzymamy efekt bardziej zblizony do smoczej krzywej,
wystepujacy w literaturze pod nazwa terdragon (tréjsmok?). Podobnie jak
klasyczny smok Heighwaya, trojsmok moze wypelni¢ plaszczyzne, a do tego
posiada srodek symetrii. Tak jak w przypadku smoczej krzywej, przygladajac sie,
czym zastepujemy kazdy odcinek podczas przechodzenia do kolejnej generaciji,
mozemy wywnioskowaé brak samoprzecigc.

Jesli konstrukcje trojsmoka zmodyfikujemy poprzez kazdorazowe odwracanie
naszego ,origami”, otrzymamy zupelnie inny ksztalt, o rownie fraktalne;j
naturze oraz intrygujacej, waskiej talii. Pomimo pozornego posiadania dwoéch
czesci, ta muszka (tréjmuszka?) jest suma trzech pomniejszonych kopii samej
siebie, co raczej nie jest zaskakujace, biorac pod uwage metode sktadania.
Ponadto ma ona zdolno$¢ wypeliania ptaszczyzny. Fakt ten mozemy uzasadnié,
zaczynajac od pokrycia pewnej tréjkatnej siatki (kraty?) poczatkowymi etapami
konstrukeji (choéby krokami zerowymi — prostymi odcinkami) i zauwazenia, ze
przy przejsciu do kolejnej generacji nadal cata zageszczona siatka bedzie pokryta.
Dla zwyklego tréjsmoka taki argument rowniez dzialta, a na kwadratowej siatce
mozna w analogiczny sposéb uzasadni¢ szczelno$é pokrycia plaszczyzny smokami
Heighwaya.
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Opisana operacja na ciagach (zlozenie

w ksztalt B tasiemki poskladanej
uprzednio w ksztalt A) jest (co nie
wydaje si¢ oczywiste) laczna
((A*B)+«C =A% (B=xC)). Ma to
kluczowe znaczenie, takze dla dowodu
pewnych przytoczonych w artykule
faktow.

Cigg L réwniez daje smoczg krzywsa, choé
odbitg symetrycznie.

Moéwiac o ,réwnowaznosci”, mamy na
mys$li przyblizanie tej samej granicznej
figury.

Brak stykajacych sie zakretéw to po
czesci wina siatki szesciokatnej.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

-~
promienie
-~
stoneczne
b
A Alcksandria
-

Syene

Rys. 1

Przez moc zbioru skoriczonego rozumiemy
liczbe jego elementéw. Moc zbioru E
bedziemy oznaczaé przez |E|.

Jeszcze tylko kilka sléw na temat kodowania opisanych fraktali. We Fraktalnym
Swiecie. .. byla mowa o przetwarzaniu ciggéw (np. LLPLLPP) opisujacych kolejne
zakrety krzywej. Przechodzac do kolejnej iteracji, pomiedzy kazde dwie litery
dotychczasowego ciagu (a takze na poczatku i na koticu) wstawiamy ,,wzor
sktadania”, przy czym co druga wstawke ,sprzegamy”. Sprzezenie polega na
odwréceniu kolejnosci zakretéw i zamianie ich na przeciwne (np. PPLP = LPLL).
Odwracanie tasiemki na druga strone realizujemy poprzez zamiane wszystkich
liter na przeciwne (tj. P <> L), bez odwracania kolejnosci. Dla trdjmuszki pierwsze
trzy ciagi prezentuja sie nastepujaco (akurat PL = PL):

p.  pLLpLPpL  PLLPLPPLPPLLPLPPLLPLLPLPPL
Warto tu wspomnie¢ o mozliwosci opisywania tej samej konstrukeji za pomoca
roznych podstawowych ciagéw zagie¢. Na przyklad klasyczna smocza krzywa
generujemy za pomocy ciagu P, ale moglibysmy uzy¢ PPL. Jesli bedziemy
stosowaé¢ odwracanie tasiemki (po kazdym zlozeniu), to przedstawione sposoby
sktadania przestana by¢ ,réwnowazne”. ;Metoda P” zaprowadzi nas do trojkata,
a ,metoda PPL” z odwracaniem za kazdym razem okazuje si¢ innym sposobem
opisu ,,metody P” z odwracaniem co drugi raz.

Na zakonczenie jeszcze jeden przyklad: sktadanie PP, czyli na trzy czesci, ale
do s$rodka, zamiast w tréjsmocza harmonijke. W trzecim kroku konstrukeji

ciag zakretéw zawiera juz fragment PPPP, czyli zakrecajac o 90°, otrzymamy
samoprzeciecie (z nalozeniem na siebie calych odcinkéw krzywej). Warto zatem
rozwazy¢ jakis rozwarty kat sktadania. Zostata nam jeszcze jedna elegancka
siatka na plaszczyznie — szeSciokatna. Jesli damy jej szanse, zaginajac nasza
krzywa pod katem 120°, otrzymamy intrygujacy fraktalny wzorek, ktory nie
tylko nie ma samoprzecieé¢, ale nawet nie ma stykajacych sie wierzchotkéw! Nie
tworzy tez jednak wypelnionej figury.

To teraz jeszcze, z przyzwyczajenia, zmodyfikujmy konstrukcje poprzez
kazdorazowe odwracanie. Wyglada znajomo? Zaiste fraktalny jest $wiat
papierowej tasiemki!

éz% o o o i zéfé”?%

Co koduja cienie? Jarostaw GORNICKI*

Spektakularne wykorzystanie cienia pokazal w Starozytnosci Eratostenes,
szacujac okoto 240 r. p.n.e. wielko$¢ Ziemi. PrzesledZzmy jego rozumowanie.

W dniu przesilenia letniego w Syene (dzisiejszy Assuan) stojacy prosto drag nie
rzuca cienia w potudnie. W tym samym momencie drag w Aleksandrii rzuca
cien, ktéry odpowiada katowi v = 7%" (= 25 - 360°), jak na rysunku 1.

Eratostenes przyjal, ze Aleksandria i Syene leza na tym samym poludniku
(w rzeczywistosdei Syene lezy o 3° na wschéd od Aleksandrii) i odlegto$é miedzy
nimi jest réwna 5000 stadiéw (1 stadion ~ 160 m). Daje to dlugo$é potudnikowego
obwodu Ziemi réwna 250 000 stadiéw, czyli okoto 40000 km. Catkiem niezle!

Pozostajac w cieniu geometrii, rozwazmy teraz nastepujacy problem. Zatézmy,
ze E C R? jest skoficzonym zbiorem punktéw (ogdlnie, zbiorem ograniczonym
i domknigtym), dla ktérego znamy jego rzuty prostokatne E,, E,., E,, na
trzy wzajemnie prostopadle plaszczyzny. Czy mozna oszacowaé moc (objetosé)
zbioru E, znajac jedynie moc (pole) jego rzutéw? Pozytywna odpowiedz

na to pytanie daje nieréwnos$¢ Loomisa—Whitneya, ktorej najprostsza wersje
prezentujemy ponizej:
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Rys. 2. Punkty zbioru E oznaczono
kolorem. Nieréwno$¢ |E| < |Eg.| - |Eyz|
jest oczywista i oznacza jedynie, ze

w zbiorze E jest nie wiecej punktéw niz
w opisanym na nim prostokacie

Twierdzenie 1 (nieréwno$¢ Loomisa—Whitneya, 1949). Dia dowolnego
skoriczonego zbioru punktéw E C R3

1B| < /| By | Bl | By,
gdzie Eyy, E.., By, to rzuty prostokgine zbioru E na trzy wzajemnie prostopadie
plaszczyzny.

Dowdéd. Poprowadzimy rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na liczbe réznych
wspolrzednych z-owych w zbiorze E.

Zatézmy najpierw, ze wszystkie punkty zbioru E leza na jednej plaszczyznie
réwnoleglej do plaszczyzny OXY. W tym przypadku |E| = |Eg,| i dla punktéw
lezacych na wyréznionej plaszczyznie zachodzi |E| < |Eg.| - |Ey.| (rys. 2), wiec
nier6wno$¢ bedaca teza twierdzenia jest prawdziwa.

Zalézmy, ze nieréwnosé jest prawdziwa dla k > 1 (lub mniej) réznych
wspolrzednych z-owych w zbiorze FE. Rozwazmy przypadek, gdy tych
wspolrzednych jest k + 1. Niech 7 bedzie plaszczyzna rownolegla do
plaszczyzny OXY, ktéra dzieli zbiér E na dwa niepuste zbiory F' i G i nie
zawiera punktéw zbioru E. Wtedy

|E| = [F[+ |G, Bzl = [Fazl +|Gazl, [Eyz| = [Fyz| +1Gyzl,
i oczywiscie

|Fayl < |Eay| 1 [Gayl| < |Eayl.

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnych liczb a, b, c,d > 0 prawdziwa jest nieréwnosé
Vab + vVed < \/(a+ ¢)(b+ d), co tatwo sprawdzamy przez podniesienie
obu stron nieréwnosci do kwadratu. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego
i przedstawionych zalezno$ci, dostajemy:

|E| = |F| + |G‘ < \/|FLy| : |FM‘ : |FyZ| + \/|G»Ly| ' ‘GIZ| : |Gy2| <
< V1B - (VI TRl + V1G] 1Gyel) <
< VB (VIFT 1G] - VIFT 1G] ) =

= \/lEIyl | Eaz| - |Eyzl.
Odwotanie do twierdzenia o indukcji matematycznej konczy uzasadnienie. (]

W ogélnosci nieréwnosé Loomisa—Whitneya pozwala na przyklad stwierdzié, ze:

Objetosé bryly tréjwymiarowej nie jest wieksza od pierwiastka kwadratowego
z iloczynu pol rzutéw prostokgtnych tej bryly na trzy wzajemnie prostopadle
plaszczyzny.

Na przyklad tatwiej oszacowaé objetos¢ bryly, ktérej trzy rzuty prostokatne
daja cienie w ksztalcie kota, kwadratu i trojkata réwnoramiennego, niz jg sobie

wyobrazi¢ (rys. 3). Jesli bok kwadratu ma mieé¢ dtugosé 1, to prawa strona

nieréwnosci Loomisa—Whitneya jest w tym przypadku réwna g ~ 0,886. A jaka

jest objeto$é tej bryty? Cho¢ nieréwnos¢ Loomisa—Whitneya ma charakter
geometryczno-analityczny, to jej rozmaite warianty (uogdlnienia) pojawiaja
sie m.in. w analizie funkcjonalnej, probabilistyce, algebrze, teorii informacji.
Pokazemy teraz takie nieoczekiwane zastosowanie w teorii grafow.

Grafem na plaszczyZnie nazwiemy skoniczony zbiér punktéw (wierzchotkdéw)

i krawedzi taczacych niektére z nich. Wykluczamy wystepowanie petli, czyli
krawedzi o tym samym poczatku i koncu, oraz krawedzi wielokrotnie laczacych
te sama pare wierzchotkéw. Przez trojkgt w grafie rozumiemy zbior trzech
wierzchotkéw potaczonych krawedziami.

V2k3

Twierdzenie 2. Jesli graf zawiera k krawedzi, to ma co najwyzej 5

trojkgtow.

Dowdd. Niech W bedzie zbiorem wierzchotkéow grafu. Oznaczmy przez m
liczbe wystepujacych w nim tréjkatéw. Zbiér W3 C R? jest zbiorem
uporzadkowanym tréjek wierzcholkéw. Niech E C W3 bedzie zbiorem
wszystkich tréjek wierzchotkow, ktore tworza w rozwazanym grafie tréjkat.
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Rozwigzanie zadania M 1753.
Rozwazmy konfiguracje taka, jak na
rysunku.

Czworokat ABOC jest rombem, wigc
rzuty prostokatne odcinkéw AC i BO na
prosta XY sa réwne, czyli OB; = A1C1.
Poniewaz OX = OY, dostajemy

XBy =X0+0B; =
=0Y 4+ A1C1 = OA; + C1Y,

co konczy rozwigzanie.

Twierdzenie Tomaszewskiego

Zbiér E ma 6m elementéw, gdyz kazdemu trdjkatowi w grafie odpowiada

3! = 6 elementéw W3. Rzut prostokatny zbioru E na plaszczyzne OXY

(tzn. zbiér E,,) zawiera wylacznie pary wierzchotkéw polaczonych krawedzig.
Poniewaz kazda krawedz wyznacza dwa wierzchotki, wigc liczba wierzchotkdw
w zbiorze L, nie przekracza 2k, gdzie k jest liczba krawedzi. Podobnie

jest w kazdym z pozostatych rzutéw E,, oraz E,, zbioru E. Zatem zgodnie

z nieréwnoscia Loomisa-Whitneya (6m)? < 2k - 2k - 2k, skad wynika teza. (]

Oszacowanie liczby tréjkatow w grafie ma pewien zwiazek z teoria baz danych
w kontekscie zapytarn tréjkatnych (triangle queries), ktére czesto pojawiaja

sie w sytuacjach praktycznych. Ograniczenie z twierdzenia pomaga oszacowad
zlozono$¢ algorytméw, ktére realizuja te zapytania. Wiecej na ten temat mozna
przeczytaé na przyklad w rozdziale 1.2 pracy Hunga Ngo |Worst-Case Optimal
Join Algorithms: Techniques, Results, and Open Problems, dostepnej w serwisie
arxiv.org. A poniewaz tréjkaty w grafach sg takie przydatne, przedstawimy
jeszcze jedno klasyczne twierdzenie, ktore jest z nimi zwigzane.

Twierdzenie 3 (W. Mantel, 1906). Jesli graf nie zawiera trdjkgtéw, to ma

co najwyzej %2 krawedzi.

Dowdd. Niech G = {v1,v2,...,v,} bedzie grafem o n wierzchotkach,
niezawierajacym tréjkata. Przez d; oznaczmy liczbe krawedzi wychodzacych

z wierzcholka v;. Niech A bedzie najwigkszym w G zbiorem wierzchotkow,

w ktérym zadne dwa wierzcholki nie sg polaczone krawedzia. Zauwazmy, ze
zbiér B = G\ A zawiera przynajmniej jeden z koncéw kazdej krawedzi, zatem
|E] < )2, cpdi (wsumie po prawej stronie liczone sa wszystkie krawedzie, przy
czym dwukrotnie liczone sa te migdzy dwoma wierzchotkami z B). Ponadto
jesli wezmiemy dowolny wierzchotek, to zaden z jego sasiadéw nie moze by¢
polaczony (inaczej powstalby tréjkat), w zwiazku z czym liczba tych sasiadéw
nie moze by¢ wigksza od |A| (z definicji zbioru A). Stosujac nier6wnos$é¢ miedzy
$rednig arytmetyczng i geometryczna, otrzymujemy zatem

A1+ 1B\?_ n?
E| < d; <|Bl-|A[< | ——F—) =—,
CEDY -1 < (4 .

co konczy dowdd i niniejszy artykut. [

Aleksander PAWLEWICZ

W kwietniu 1986 roku na tamach czasopisma ,, The American Mathematical
Monthly” Richard Guy zaprezentowal pewna hipoteze, wskazujac jako jej autora
Boguslava Tomaszewskiego. Hipoteza brzmiata tak:

Hipoteza. Rozwazmy n liczb rzeczywistych aq,as,. .., a, spelniajacych réwnosé
a? + ...+ a2 = 1. Czy wéréd 2" wyrazei postaci |g1a1 + ... + na,|, gdzie kazda
z liczb €1, ..., &, jest rowna +1 lub —1, wyrazen o wartosci > 1 moze by¢ wiecej
niz tych o wartoéci < 17

Przez 34 lata problem pozostawal otwarty. Pomimo licznych préb nie byt znany
zaden dowdd potwierdzajacy hipoteze ani ja obalajacy. Dopiero w 2020 roku

na portalu arxiv.org pojawil si¢ artykut Proof of Tomaszewski’s Conjecture

on Randomly Signed Sums zawierajacy negatywna odpowiedz na postawione
wyzej pytanie. Autorami artykulu sg Nathan Keller i Ohad Klein. Praca ta

po pewnych modyfikacjach liczy 76 stron, a w skréconej wersji ukazala sie

w ,,Advances in Mathematics”. Juz sama objetos¢ swiadczy o duzej trudnosci
dowodu.

W niniejszym artykule zwigzle przedstawimy histori¢ problemu, a takze
pewne wnioski wynikajace z hipotezy, ktora aktualnie mozemy juz nazywaé
twierdzeniem: sposréd wyrazen postaci |e1a1 + ... + epa,| co najmniej potowa
musi by¢ nie wieksza od 1. Sami autorzy dowodu preferuja sformutowanie
probabilistyczne:

Twierdzenie. Niech X = Y7 | a;x;, gdzie q; to liczby speliajace Y., a? = 1,
za$ x; s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartoéci +1 i —1
z réwnym prawdopodobieristwem. Wéwezas P (|X| < 1) > 1.
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N

Niezaleznie od wyboru kierunku
stycznych co najmniej polowa
wierzcholkéw lezy miedzy nimi

Te i wiele innych cennych informacji
o Hipotezie i prébach jej dowodzenia
mozna znalezé we wspomnianym juz
artykule:

N. Keller, O. Klein, Proof of
Tomaszewski’s Conjecture on Randomly
Signed Sums, Adv. Math. 407 (2022).
Artykul dostepny réwniez pod adresem
https://arxiv.org/abs/2006.16834

Oszacowanie obok warto poréwnaé

z centralnym twierdzeniem granicznym:
wedlug niego rozklad zmiennej losowej
w zbiega przy m — oo do
rozkladu normalnego, w szczegdlnosci
prawdopodobienstwo
P(lor+... +aal <V
P(|NV(0,1)] < 1) = 0,68.
Jest to lepszy wynik, ale prawdziwy
jedynie w granicy. Dla ustalonego n
prawdopodobienstwo moze by¢ istotnie
mniejsze.

) zbiega do

Istotnie, w opisanym modelu kazdy z 2" mozliwych ciagdéw e1,...,e, jest réwnie
prawdopodobny jako wynik losowania x1, ..., z,. Prawdopodobieristwo P(|X| < 1)
opisuje wiec proporcje liczby dobrych ciagéw (czyli takich, dla ktérych omawiane
wyrazenie jest nie wieksze od 1) do liczby wszystkich ciagéw.

To samo twierdzenie mozna réwnowaznie sformutowaé jeszcze inaczej: jesli
w n-wymiarowa kostke wpisano n-wymiarows kule, a nastepnie wybrano
dwie réwnolegle hiperplaszczyzny styczne do kuli, to przynajmniej potowa
wierzchotkéw kostki lezy pomiedzy tymi hiperplaszczyznami (lub na nich).
Tlustracje dla n = 2 zamieszczamy obok.

Historia. Zanim uzyskano nieréwno$¢ sformutowana w powyzszym twierdzeniu,
przez kilkanadcie lat otrzymywano stopniowo coraz lepsze oszacowania.
Pierwszym znaczacym wynikiem na tym polu byta nieréwnosé P(|X| < 1) >
otrzymana w 2002 roku przez A. Ben-Tala, A. Nemirovskiego i C. Roosa.
Kolejny rezultat uzyskat w 2012 roku I. Shnurnikov — udowodnit mianowicie
nieréwno$é P(|X| < 1) > 0,36. Pierwszymi, kt6rzy przekroczyli bariere 3/8,
byli R. B. Boppana i R. Holzman. W 2017 roku wykazali oni, ze wartos¢
P(|X| < 1) moze by¢ oszacowana z dotu przez 0,406. Kolejne dwa ograniczenia
dolne ukazaly si¢ w podobnym czasie. Najpierw R. B. Boppana i H. Hendriks
wykazali, ze P(|X| < 1) > 0,428, a nastepnie V. Dvordk, P. van Hintum i M. Tiba
pokazali, ze po prawej stronie powyzszej nieréwnosci mozna wstawi¢ 0,46. Dwa
ostatnie wyniki zostaty opublikowane w latach 2020 i 2021.

1
3

W czasie gdy dowodzono coraz lepsze oszacowania dolne, omowione powyzej,
pojawialy sie takze coraz lepsze wyniki dowodzace pozadanej nieréwnosci
P(X|<1) > % w szczegblnych przypadkach. Najpierw w roku 1992 pojawit

sie dowdd twierdzenia, gdy liczba zmiennych x; i liczb a; nie przekracza
dziewieciu. Wynik ten zawdzieczamy R. Holzmanowi i D. J. Kleitmanowi. Innym
kierunkiem dowodzenia hipotezy bylo wykazanie jej dla wszystkich a; réwnych.
Dokonat tego M. C. A. van Zuijlen w roku 2011. Kilka lat p6zniej, w roku 2018
T. Toufar udowodnil sformulowana w twierdzeniu nieré6wnos¢ przy zalozeniu,
ze wszystkie poza jednym a; sa réwne. Nieco innym kierunkiem uogdélnienn byto
wykazanie w roku 2015 przez V. K. Bentkusa i D. Dzindzalieta, ze nieréwnos¢
jest prawdziwa, gdy najwieksza z liczb |a;| nie przekracza 0,16.

‘Whioski ptynace z twierdzenia. Aby zilustrowaé twierdzenie, oméwimy
teraz jego szczegblny przypadek: pewna nieréwnos$é¢ dwumianows. Przyjmijmy,
ze wszystkie wspoélczynniki aq, ..., a, sa réwne, czyli niech a; = ﬁ Na mocy
twierdzenia Tomaszewskiego wiemy, ze

1

P(lz1 + ... 4+ x| < V/n) 2 3
gdzie x; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(z; = £1) = %

Wréémy do sformutowania deterministycznego. Powyzsza nieréwnosé oznacza, ze
sposrod wszystkich 2™ wyboréw wartosci +1 w ciagu €1, ..., &, mamy

ler+ ... +en] <Vn
dla co najmniej polowy z nich, a wiec co najmniej 2" 1. Odpowiedzmy teraz
w inny sposob na pytanie o liczbe takich wyboréw. Jesli w wybranym ciagu jest
k liczb +1in — k liczb —1, to suma &1 + ...+ &, wynosi k — (n — k), czyli 2k —n.
Warunek |e1 + ...+ &,| < /1 sprowadza si¢ wiec do
n—n n++n
2 2
Dla ustalonego k spelniajacego te warunki mozliwych ustawien +1 jest (Z), co
pozwala przeformulowaé nasza nieréwnos$¢ w postaci:
|. n+vn

> |
£ ()or

k=[]

2

<k<

Whiosek: okoto /n najwigkszych wyrazéw ciagu o wyrazach (Z) daje w sumie
wiecej, niz pozostale wyrazy tego ciagu.
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Reologia — dzial mechaniki osrodkéw
ciaglych zajmujacy sie plastycznymi
deformacjami (odksztalceniami) oraz
plynigciem substancji.

Przypadki chodza po... laboratoriach

Kto$ kiedy$ powiedzial, ze sukces przychodzi do przygotowanych. Zapewne dotyczy¢
to moze odkry¢ w naukach do$wiadczalnych, nawet takich odkryé¢, ktorych badacz
przed do$wiadczeniem nie przewidywal. Zakladamy, ze doSwiadczenie prowadzi sie
zgodnie z racjonalnymi i prawidlowymi zasadami, i nagle. ..

Jak Grzegorz Mendel wybieral obiekt swoich badan — groch — nie wiem. Wiem
jednak, ze mial ogromne szczescie, poniewaz cechy, ktére ocenial, byty kodowane
na réznych chromosomach grochu i byly cechami jednogenowymi (za dana ceche
odpowiada tylko jeden gen). Wiadomo, ze jeden ze znanych botanikéw, ktéremu
Mendel wystal swoje wyniki konicowe z prosba o ich oceng, zasugerowal mu
powtodrzenie na innej roslinie. Dzis§ wiemy, ze wprowadzilyby badacza jedynie

w konfuzje.

Przypadek penicyliny jest zapewne wszystkim znany, wiec tylko przypomne,

ze odkrycie bakterii wrazliwych na jakie$ substancje wydzielane przez grzyby,
Penicillium, przytrafito sie dzieki przypadkowemu pozostawieniu plytek
doswiadczalnych do$¢ dtugo na stole laboratoryjnym po zakonczeniu doswiadczenia,
ktére nie mialo na celu poszukiwania antybiotyku.

Pewnego wieczora Marshall Nirenberg koriczyl doswiadczenie obejmujace proces
zyciowy roslinnego wirusa i zorientowal sie, ze do mieszaniny reakcyjnej warto by
dodaé ni¢ polinukleotydowa podobna do RNA. Skoro nie mial takiej substancji
pod reka, wyruszyl na poszukiwania pietro wyzej i kto§ podarowal mu prébke
kwasu rybopolinukleotydowego (poli U). Wtedy w probéwkach Nirenberga pojawil
sie nieprzewidziany osad. Badacz mogl prébke wyla¢ do zlewu, ale postanowit
sprawdzié, co si¢ stalo. Okazalo sie, ze jest to polimer aminokwasu, fenyloalaniny,
nierozpuszczalny w wodzie. Po doktadniej analizie rezultatu tego procesu uczeni
uznali to za pierwszy dowdd na kodowanie syntezy biatka przez kwas nukleinowy

i identyfikacje tripletu UUU kodujacego wlaczenie do biatka fenyloalaniny (Nagroda
Nobla 1968).

Podobno Kary Mullis, stojac i nudzac si¢ w dlugim korku na autostradzie, zajal sie
rozwazaniem mozliwosci procesu mnozenia in vitro bardzo duzej liczby okreslonych
fragmentéw DNA, genéw. Wiedzial tyle, ile kazdy 6wczesny student genetyki: znatl
budowe chemiczna RNA, DNA, wiedzial o zasadzie komplementarnosci nukleotydow
z dwu nici w dwuniciowych helisach, wiedzial o istnieniu i cechach enzyméw
polimeryzujacych kwasy nukleinowe, wiedzial takze, ze dwie nici helisy rozdzielaja
sie w podwyzszonej temperaturze. I wlasnie Mullis, a nie statystyczny student, te
wszystkie cechy rozwazy! tacznie (w tym dlugim korku) i nastepnego dnia rozpoczat
w laboratorium préoby doswiadczenia, ktére potem nazwano PCR. Realisci méwia
takze, ze powtarzalne doswiadczenie PCR zabrato Mullisowi ponad p6t roku. Bylo
punktem startowym do zdefiniowanej syntezy fragmentéw DNA (Nagroda Nobla
1993).

W koncu lat 70. po ,niedzielnym” popularyzatorskim wyktadzie, ktéry miatam na
Wydziale Fizyki, podszedl do mnie stuchacz i powiedziat: ,Niewiele wiem o tych
kwasach nukleinowych, ale skoro niosg one tadunki, to na pewno muszg oddziatywad
z polami elektrycznymi. Nazywam si¢ Jerzy Zielinski i pracuje w Instytucie
Elektrotechniki. Moze by$my znalezli pole wspétpracy?”. Nie mieliSmy wtedy
komputeréw, nie istnialy przegladarki. Zaszylam sie na 2 tygodnie w bibliotece.

I znalazlam ciekawe a nierozpoznane w tej dziedzinie zjawiska zwigzane z dzialaniem
roznych pdl elektrycznych na blony komoérkowe. W Instytucie Elektrotechniki
skonstruowano nowe generatory zmiennych pol elektrycznych. Niestety, nie

moge zamiesci¢ szczesliwego zakonczenia o Nagrodzie Nobla, ale w ciagu 10 lat
wytworzyliémy w zgodnej wspolpracy ponad 10 dobrych publikacji, 2 doktoraty,
kilka prac magisterskich, dwa dlugoterminowe staze zagraniczne. I wypromowali$my
do podobnych badan dziwnego, kulistego mutanta — grzyba Neurospora crassa.
Wspélny tytul naszych publikacji: Bioelektroreologiczny model komorki $wiadczy

o malo znanych wéwczas cechach komorek, ich sprezystosci i lepkodci.

Weszystkie te przypadki cechuja sie tym, ze badacz nie zaniedbywal przypadkowo, jak
sadzil, uzyskanego wyniku. Takie wyniki trzeba powtérzy¢ i jesli sie¢ potwierdza, nie
wylewaé dziwnych roztwordow i osadéw z probéwek — pomysle¢. Warto rozmawiaé

z réznorodnymi badaczami i uwaznie ich stuchaé.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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127 uczniéw.

Nagrody stopnia pierwszego
Mateusz Gabzdyl (30) — V LO w Bielsku-Bialej

Nagrody stopnia drugiego

Piotr Miernik (26) — LO im. $w. Jadwigi Krélowej

w Kielcach

Jakub Bereza (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie

Michatl Lipiec (24) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Krzysztof Salata (24) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Konstanty Smolira (24) — Prywatnego LO im. Krélowej
Jadwigi w Lublinie

Robert Sobonski (24) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Antoni Buraczewski (23) — LO Nr III im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu

Nagrody stopnia trzeciego

Cezary Galinski (20) — II LO im. Mieszka I w Szczecinie
Jan Radominski-Lasek (20) — V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Helena Arendacz (18) — XIII LO w Szczecinie

Mariam Baghdasaryan (18) — V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Rafal Bawotlek (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mikotaj Cudny (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Wojciech Domin (18) — LO Nr III im. Adama Mickiewicza
we Wroctawiu

Jeremi Hyska (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Pawel Jastrzebski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Mikolaj Jedruch (18) — I LO im. Juliusza Stowackiego
w Przemyslu

Robert Kluszczynski (18) — V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Maja Kokot (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Krzysztof Kujawa (18) — III LO z Oddziatlami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Jan Kwiecinski (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Stanistaw Lada (18) — XIV LO im. Stanislawa Staszica
w Warszawie

Hai An Mai (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie
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Wyniki
Olimpiad
2022/2023

LXXIV Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1952 uczniéw, do zawodow
stopnia drugiego zakwalifikowano 783 uczniow, a do zawodow stopnia trzeciego —

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 31 marca br.
postanowil przyznac 39 tytuléw laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego,
trzeciego i czwartego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie
podano liczbe uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Wojciech Malinowski (18) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Filip Manijak (18) — LO im. Jana Pawtla II Si6str
Prezentek w Rzeszowie

Gabriela Pietras (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mitosz Platek (18) — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mateusz Przebieracz (18) — VIII LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Kajetan Ramsza (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Patryk Rosét (18) — III LO im. Adama Mickiewicza

w Tarnowie

Szymon Tobiasz (18) — I LO im. Bolestawa Chrobrego
w Piotrkowie Trybunalskim

Krzysztof Zdon (18) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Antoni Fuczak (17) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Nagrody stopnia czwartego

Jan Gwiazda (14) — XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

Grzegorz Kaczmarek (14) — XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Filip Maziarka (14) — III LO im. Adama Mickiewicza
w Tarnowie

Krzysztof Lalicki (13) — LO im. Jana Pawta II Sidstr
Prezentek w Rzeszowie

Mateusz Wawrzyniak (13) — Akademickiego LO
Politechniki Wroctawskiej we Wroctawiu

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej
zredagowane poprawne rozwigzanie zadania z finalu
LXXIV OM otrzymaty nastepujace osoby:

Helena Arendacz — XIII LO w Szczecinie

Antoni Buraczewski — LO nr III im. Adama Mickiewicza
we Wroctawiu

Michal Lipiec — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Gabriela Pietras — V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

Mitosz Platek — V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie

Pelng tres¢ komunikatu prasowego mozna odnalezé na stronie
om.mimuw.edu.pl


http://om.mimuw.edu.pl

LXXII Olimpiada Fizyczna
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Jak co roku, w roku szkolnym 2022/23 przeprowadzona zostala Olimpiada Fizyczna.
Jest to jedna z najstarszych olimpiad przedmiotowych (pierwsza odbyla sie

w 1951 r.), a jednoczesnie jedna z najbardziej ambitnych. Organizatorem Olimpiady
jest Polskie Towarzystwo Fizyczne, wspierana jest przez 14 wyzszych uczelni,
bedacych baza Komitetu Gtéwnego i Komitetow Okregowych, oraz przez inne

instytucje naukowe. Olimpiada finansowana jest w znacznej czesci przez dotacje

z MEIiN.

Olimpiada sktadala sie z trzech etapéw. W pierwszym
etapie — od poczatku wrze$nia do 19 listopada 2022 r.
uczestnicy rozwiazywali zadania w domu lub w szkole,
korzystajac z wszelkich pomocy. W pierwszej czesci

tego etapu uczniowie rozwigzywali kilkanascie prostych
zadan, wpisujac wyniki do formularza w komputerze,

w drugiej — rozwiazywali klasyczne zadania rachunkowe
oraz przeprowadzali doswiadczenia. Zadania doswiadczalne
polegaty na wyznaczeniu tzw. modutu Kirchhoffa drutu
miedzianego (odpowiednik modutu Younga, ale dotyczacy
skrecen drutu, a nie rozciagania) oraz na wyznaczeniu
maksymalnej chwilowej mocy mechanicznej miesni swoich
nég podczas pionowego skoku z miejsca, z wykorzystaniem
akcelerometru z telefonu komérkowego. Trzecie, najbardziej
klasyczne doSwiadczenie polegato na wyznaczeniu sity
elektromotorycznej i oporu wewnetrznego baterii AAA.
Podane byto tez zadanie numeryczne, polegajace na
znalezieniu ruchu matego klocka poruszajacego sie

z tarciem po wewnetrznej stronie walcowej rynny.

Drugi etap Olimpiady odbyt sie w warunkach
kontrolowanych w 13 miastach bedacych siedzibami
Komitetéw Okregowych. Sktadal sie z czesci teoretycznej
(15 stycznia 2023 r.) oraz czesci do$wiadczalnej (19 lutego
2023 r.) Czes¢ teoretyczna polegata na rozwigzaniu
trzech zadan. Dwa z nich to dos¢ klasyczne zagadnienia
mechaniczne i elektromagnetyczne. Natomiast trzecie
zadanie dotyczylo urzadzenia do magazynowania energii
w postaci skroplonego dwutlenku wegla. Zadanie nie byto
szczegOlnie trudne, ale nietypowe. Zadanie do$wiadczalne
polegato na wyznaczeniu wspoétczynnika zatamania
kwarcu. Zadanie w zasadzie proste, pomiar polegat

na wyznaczeniu kata Brewstera, jednak badane plytki
kwarcowe byly nieprzezroczyste, co stanowito pewna
trudno$é¢ koncepcyjna.

Trzeci etap odbyt si¢ w Warszawie w dniach 15-16 kwietnia
2023 r, wzieto w nim udziat 78 oséb. Pierwszego dnia
uczestnicy rozwigzywali zadanie doswiadczalne, polegalo
ono na wyznaczeniu wspélczynnika tarcia statycznego
nici o szklo (prob6wke szklana) oraz o teflon (walec
teflonowy). Uczestnicy mieli ciezarki (kulki stalowe

o danych $rednicach) oraz elementy do dos¢ dowolnego
ustawiania probowek i walca. Podana byla informacja, jak
maksymalna sita tarcia zalezy od kata nawiniecia nici na
walec (jest to zalezno$é wykladnicza). Zadanie jest o tyle
ciekawe, ze wyznaczy¢ nalezy wielko$¢ bezwymiarowa,

a do jej wyznaczenia nie jest potrzebna zadna wielko$é
wymiarowa, jedynie stosunek ciezarow zaczepionych do
dwoch koncéw nici oraz kata nawiniecia nici na walec
lub probéwke. Zadania teoretyczne natomiast dotyczyty
zagadniert mechanicznych (sprezyste zderzenie toczacej
sie kuli z przeszkoda) i elektrycznych (wyznaczenie
natezenia pradu ptynacego w przewodzacej cieczy).
Najciekawsze zadanie dotyczyto modelu podwodnego
gejzera. Pelng tres¢ wszystkich zadan mozna znalezé na
stronie www.kgof .edu.pl.

Tradycyjnie zadania finatowe byty bardzo trudne. Tym
niemniej najlepsi uczestnicy rozwiazali w zasadzie
poprawnie wszystkie zadania.

Wyniki 72 Olimpiady Fizycznej zostaly ogloszone

18 kwietnia 2023 roku. Tytul finalisty przyznano
wszystkim uczestnikom trzeciego etapu, tytul laureata
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25 osobom, ktore uzyskaly najwyzsze wyniki. Wszyscy
finalisci zwolnieni sa z matury z fizyki, maja tez
pierwszenstwo do przyjecia na studia na wielu wyzszych
uczelniach.

Zwyciezca Olimpiady zostal Stanistaw Karpiejczyk

z XIV Liceum Ogédlnoksztatcacego im. Stanistawa
Staszica w Warszawie. Pierwszych 5 uczestnikéw zostato
zaproszonych do udziatu w Miedzynarodowej Olimpiadzie
Fizycznej, ktéra odbedzie sie¢ w Tokio, kolejnych

5 uczestnikéw — do udzialu w Europejskiej Olimpiadzie
Fizycznej w Hanowerze.

Oto pelna lista laureatéw 72 Olimpiady Fizycznej:
Stanistaw Karpiejczyk, XIV Liceum Ogolnoksztatcace
im. Stanistawa Staszica, Warszawa

Filip Baciak, I Liceum Ogolnoksztalcace im. Stanistawa
Staszica, Chrzanéw

Andrzej Maron, XIV Liceum Ogélnoksztatcace

im. Stanistawa Staszica, Warszawa

Michatl Lipiec, V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw

Mateusz Kaminski, VI Liceum Ogélnoksztatcace

im. Adama Mickiewicza, Krakéw

Michal Bainczyk, I Liceum Ogdélnoksztatcace
Dwujezyczne im. Edwarda Dembowskiego, Gliwice
Stanistaw Sawicki, V Liceum Ogoélnoksztatcace

im. Augusta Witkowskiego, Krakéw

Jakub Artyszuk, XIII Liceum Ogdlnoksztatcace, Szczecin
Bartlomiej Wolny, II Liceum Ogoélnoksztalcace

im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego, Rybnik

Franciszek Sowisz, VIII Liceum Ogdélnoksztatcace

im. A. Mickiewicza, Poznan

Konrad Kaczmarczyk, II Liceum Ogélnoksztalcace

im. Stanistawa Staszica, Tarnowskie Géry

Justyna Strejczek, Liceum w Chmurze, Warszawa
Jakub Schindler, Akademickie Liceum Ogolnoksztatcace
Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw

Mikotaj Kuziuk, Prywatne Liceum im. Krélowej Jadwigi,
Lublin

Mateusz Brauckhoff, XIII Liceum Ogodlnoksztalcace,
Szczecin

Jan Malawski, V Liceum Ogolnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw

Wojciech Kukietka, I Liceum Ogoélnoksztatcace, Radzyn
Podlaski

Kacper Omielianiczyk,II Liceum Ogélnoksztatcace

im. Anny z Sapiehéw Jabtonowskiej, Biatystok
Barttomiej Lech, XIV Liceum Ogdélnoksztaltcace

im. Stanistawa Staszica, Warszawa

Cezary Galinski, IT Liceum Ogoélnoksztatcace

im. Mieszka I, Szczecin

Jan Wanatowicz, II Liceum Ogoélnoksztalcace

im. M. Kopernika w Mielcu, Mielec

Jan Btlazuk, II Liceum Ogodlnoksztatcace im. ksieznej Anny
z Sapiehéw, Bialtystok

Maksymilian Wdowiarz-Bilski, V Liceum
Ogodlnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego, Krakow
Maciej Wéjcik, Liceum Ogdlnoksztatcagce im. Jana 111
Sobieskiego, Lublin

Antoni Buraczewski, III Liceum Ogélnoksztalcace

im. Adama Mickiewicza, Wroctaw


http://www.kgof.edu.pl

LXVI ogélnopolska Olimpiada Astronomiczna

W tym roku miata miejsce 66. edycja Olimpiady
Astronomicznej, organizowanej corocznie dla

uczniéw szkét ponadpodstawowych. Konkurs ten
prowadzony byt w kilku etapach. Pierwszy etap
obejmowal dwie serie zadan oraz zadanie obserwacyjne,
rozwiazywane samodzielnie przez uczniéw i dostarczone
korespondencyjnie. Zawody pétfinatowe (I etap) rozegraty

sie¢ w kilku miastach Polski, a final (III etap) odby?t

sie w Planetarium Slaskim w Chorzowie. Do etapu

drugiego zakwalifikowano 72 uczniow, a do finatu
awansowato 20 oséb. Finalisci rywalizowali w rozwiazywaniu
zadan teoretycznych i z analizy danych, a takze zadan
przeprowadzanych pod sztucznym niebem planetarium.

A oto laureaci:

e I miejsce: Maksymilian Wdowiarz-Bilski — V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta

Witkowskiego, Krakéw

e II miejsce: Krzysztof Krél — XIII Liceum Ogdlnoksztalcace, Szczecin

aEmEn Wroctawskiej, Wroctaw

e IIT miejsce: Piotr Jedrzejczyk — V Liceum Ogolnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego, Krakéw
e IV miejsce: Gniewosz Armista — Akademickie Liceum Ogdlnoksztalcace Politechniki

e V miejsce: Michal Jagodzinski — XIII Liceum Ogolnoksztalcace, Szczecin

PLANETARIUM SLASKIE

e VI miejsce: Bartlomiej Lech — XIV Liceum Ogdlnoksztatcace im. Stanistawa Staszica, Warszawa

e VII miejsce: Wojciech Kukietka — I Liceum Ogolnoksztalcace, Radzyn Podlaski

Pierwszych pigciu laureatow bedzie reprezentowac Polske podczas 16. Migdzynarodowej Olimpiady z Astronomii i Astrofizyki,
ktora odbedzie si¢ w dniach 10-20 sierpnia w Planetarium Slaskim w Chorzowie oraz Migdzynarodowym Centrum

Kongresowym w Katowicach.

XXX Olimpiada Informatyczna

W dniach 20—24 marca 2023 roku w Warszawie odbyty sie zawody III stopnia, jubileuszowej,
XXX Olimpiady Informatycznej. Zostato do nich zakwalifikowanych 104 zawodnikéw. W ciggu dwéch
dni zawodo6w III stopnia zawodnicy rozwigzywali w sumie sze$¢ zadan programistycznych ocenianych

od 0 do 100 punktéw.
Olimpiada
Informatyczna

Komitet Gtéwny przyznal tytuly laureatéw I, II i IIT miejsca
zgodnie z ponizsza lista (w nawiasach liczba zdobytych punktéw
oraz szkola) 1 wyréznit tych sposréd finalistéw, ktérzy zdobyli co
najmniej 115 punktéw. Laureaci Olimpiady otrzymali stypendia
z Programu Stypendialnego Olimpiady Informatycznej
ufundowane przez instytut badawczy NASK — PIB; stypendia
przyznano takze nauczycielom za osiagniecia w pracy z uczniami
uzdolnionymi informatycznie. Lista wszystkich finalistow i lista
wyréznionych nauczycieli sa dostepne na stronie oi.edu.pl.

Laureaci I miejsca
1. Antoni Buraczewski (600, LO nr III im. Adama
Mickiewicza, Wroctaw)
2. Adam Gasienica-Samek (383, XIV LO
im. Stanistawa Staszica, Warszawa)
3. Rafal Manczyk (373, LO nr XIV im. Polonii
Belgijskiej, Wroctaw)
4. Olaf Targowski (365, III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)
5. Konstanty Smolira (361, Prywatne Liceum
im. Krélowej Jadwigi, Lublin)
6. Waldemar Lamandini (318, III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)
7. Jakub Pniewski (317, III LO z Oddziatami
Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia)
8. Marek Muzyka (314, LO nr XIV im. Polonii
Belgijskiej, Wroctaw)
Laureaci IT miejsca
9. Ignacy Boehlke (308, XIII LO, Szczecin)
10.-11. Stanistaw Karpiejczyk (303, XIV LO,
Warszawa),
Krzysztof Olejnik (303, I LO, Koszalin)
12. Pawetl Zalewski (277, XIV LO, Warszawa)
13. Jan Zakrzewski (254, Akademickie LO Politechniki
Slaskiej, Gliwice)
14. Bartosz Drabinski (249, III LO, Gdynia)
15. Olaf Surgut (248, LO nr XIV, Wroclaw)
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Ceremonia zakonczenia Olimpiady Informatycznej polaczona z obchodami jej 30-lecia odbyla sig
24 marca w Auditorium Maximum Uniwersytetu Warszawskiego.

16. Marcin Rymkiewicz (241, XIV LO, Warszawa)

17. Jerzy Olkowski (237, XIV LO, Warszawa)

18. Rafal Bawotlek (230, V LO, Krakéw)

19. Jan Gwiazda (229, XIV LO, Warszawa)

20. Kajetan Ramsza (209, XIV LO, Warszawa)

21. Adam Hybsz (202, Zespét Szkot Technicznych, Ostréw
Wikp.)

22. Mateusz Wawrzyniak (200, Akademickie LO
Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw)

23.—24. Maksym Iskierski (195, XIII LO, Szczecin),
Robert Sobonski (195, XIV LO, Warszawa)

Laureaci III miejsca

25. Paulina Zeleznik (194, LO nr XIV, Wroctaw)

26. Hubert Wasilewski (192, XIV LO, Warszawa)

27. Mateusz Kowalski (189, VI LO, Bydgoszcz)

28. Jan Myszka (188, Szkota w Chmurze, Warszawa)

29. Jakub Bereza (179, XIV LO, Warszawa)

30. Karol Lacina (178, LO nr XIV, Wroctaw)

31.-32. Atanazy Gawrysiak (177, XIV LO, Warszawa),
Michatl Szeliga (177, XIV LO, Warszawa)

33. Cezary Galinski (176, II LO, Szczecin)

34. Jakub Kolinski (173, III LO, Gdynia)

35. Sylwia Sapkowska (168, II LO, Bialystok)

36. Bartlomiej Stefanski (167, LO nr VII, Wroctaw)

37. Mateusz Jurach (162, LO nr XIV, Wroctaw)

38. Kacper Omielianczyk (160, II LO, Bialystok)

39.—41. Karol Bonat (154, XIV LO, Warszawa),
Stanistaw Lada (154, XIV LO, Warszawa)
Damian Sosulski (154, LO nr III, Wroctaw)

42. Kuba Walega (152, LO nr III, Wroctaw)

43.-44. Jan Kwiecinski (150, XIV LO, Warszawa),
Jacek Markiewicz (150, III LO, Tarnéw)

45. Karol Bielaszka (145, III LO, Tarnéw)

46. Pawel Mieszkowski (144, XIV LO, Warszawa)

47.-48. Michal Plata (142, LO nr III, Wroctaw),
Karol Zeleznik (142, LO nr XIV, Wroctaw)


http:/oi.edu.pl

XVII Olimpiada Informatyczna

Juniorow

-
56

Olimpiada

Informatyczna
Juniorow

Laureaci I stopnia

Finat XVII OIJ miat miejsce 67 maja 2023 roku na Wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Lacznie w zawodach
wystartowato 112 zawodniczek i zawodnikéw.

Oto lista laureatéw (kolejnosé wedlug zajetego miejsca):

Samuel Maj, Michat Wolny, Piotr Dybich, Jan Kosiorowski, Jakub Wozniak,

Krzysztof Witkowski, Antoni Nowak.

Laureaci II stopnia

Urszula Pandel, Adam Szymaszkiewicz, Tymon Durlej,
Jakub Switon, Patrycja Pisanko, Bartosz Bartodziej,
Michal Mieszek, Jakub Wasilewski, Kirill Volchenko,
Tymon Thuczek, Michal Stanczewski, Marcin Krysiak,
Bartosz Malinowski, Szymon Czaplinski, Franciszek Wolski,
Cyprian Biesaga, Hugo Stefaniak, Kalina Staszewska,

Emil Makal.

Laureaci III stopnia

Mateusz Wilgosz, Tomasz Zalewski, Michat Roguz,
Krzysztof Michalik, Adam Dubrowski, Juliusz Klim,
Stanistaw Sitek, Filip Bak, Joachim Kotodziejski,
Kacper Odzimek, Adam Bogdanowicz, Michat Maciotka,

Dawid Halat, Stanistaw Truszel, Konrad Kazmierczak,
Filip Klim, Jan Jurkowski, Marek Konieczny,

Michat Urbanski, Michat Bublewicz, Adam Wystrychowski,
Jargalan Myagmardorj, Milosz Popowicz, Stefan Winiarski,
Joanna Dorosz, Piotr Guziniski, Marek Sokotowski,
Wojciech Pasternak.

Finalisci z wyréznieniem

Konrad Pierzchala, Antoni Moskal, Mateusz Kowalski,
Bartosz Brutt, Jan Safianczuk, Stanistaw Strzebicki,
Bartosz Lorenc, Adrian Falak-Cyniak, Michatl Englart,
Dawid Popiel, Adam Zych, Adrian Krzastek,

Szymon Grzesiak, Maksymilian Skiepko, Szymon Tkocz.

XVII Olimpiada Matematyczna

Matematyczn Juniorow
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Olimpiada

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 8427 uczniéw z 1136 szkét, do
zawoddow stopnia drugiego przystapilo 1228 uczniéw z 695 szkét, a do zawodéw
stopnia trzeciego — 168 uczniow ze 124 szkot.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw na posiedzeniu w dniu
18 marca br. postanowil przyznaé¢ 98 osobom tytul laureata pierwszego, drugiego
i trzeciego stopnia. Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w obrebie kazdej grupy

laureatéw kolejnosé jest alfabetyczna):

Laureaci I stopnia (wynik 30 punktéw na finale)
Mariia Kulyk, Lucja Lyziak, Michat Piotr Wolny.

Laureaci I stopnia (23—24 punkty)

Mikotaj Ignacy Badura, Tymoteusz Czapkowski,

Btazej Dratwa, Tomasz Piotr Ferenc, Dominik Findeisen,
Michat Franciszek Fronczek, Filip Janusz

Klim, Marek Konieczny, Julian Zbigniew
Kurytowicz-Kazmierczak, Emil Marcin Makal,
Aleksander Rotkiewicz, Wojciech Jakub Szymczyk,
Jakub Zagrodzki.

Laureaci IT stopnia (16—22 punktéw)

Oskar Mirostaw Adamczyk, Borys Budny, Antoni Zawisza
Chwiejczak, Franciszek Czaplewski, Aleks Czufarow,
Wojciech Dudek, Piotr Dominik Gradziel, Rafal Grzyb,
Alicja Anna Kaliszewska, Juliusz Stanistaw Klim,

Rafat Czestaw Kubien, Adam Pawel Kurzynski,
Aleksander Piotr Lada, Karol Matyka, Karolina Michalak,
Stanistaw Nawrocki, Szymon Ignacy Pilipczuk,

Anna Dagmara Pilipczuk, Kalina Staszewska, Igor Sudyka,
Stanistaw Mariusz Szymala, Adam Tomasz Wiatr.

Laureaci III stopnia (10-15 punktéw)

Wojciech Antoniewicz, Dawid Natan Bocigga,

Anna Helena Brytowska, Michal Pawet Bublewicz,
Filip Bydatek, Kacper Jan Chabowski, Bartosz Datka,
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Jakub Debowski, Piotr Jan Dybich, Julian Karol
Forysinski, Igor Gustaw Gebski, Marta Grzeszkiewicz,
Maciej Hryniewicz, Maria Janyska, Tadeusz Andrzej
Jastrzebski, Michal Jaskowski, Tomasz Karol Jézwiak,
Samuel Juszkiewicz, Wanda Maria Kaczmarek,

Grzegorz Kedzior, Anna Kicinska, Dorota Kosek,

Jan Kosiorowski, Nina Kreft, Emilia Joanna
Krélikowska, Olena Celina Kukietka, Mateusz Kukier,
Weronika Karolina Kwolek, Mateusz Lachowicz,

Jacek Lakomski, Leon Matachowski, Alicja Moscicka,
Jargalan Myagmardorj, Maksym Jan Osak,

Tomasz Ostrowski, Lena Karolina Ozég, Adam Paprzycki,
Karol Pezda, Patrycja Weronika Pisanko, Pawel Podbielski,
Paulina Predkiewicz, Edward Rasiewicz, Stanistaw Jan
Ryzko, Mateusz Rzasa, Tsimafei Shauchenka,

Artur Adam Smolenski, Kajetan Marek Sosnowski,
Krzysztof Ziemowit Suligowski, Maciej Szostakiewicz,
Szymon Piotr Tkocz, Franciszek Karol Ulatowski,

Maria Warachim, Mateusz Wilgosz, Mateusz Wtadystaw
Wilk, Dominika Wojdacz, Adam Wystrychowski,

Piotr Rafal Zalewski, Amelia Zdunczyk, Marek Zieba,
Jakub Maciej Zyto.

Pelna tres¢ komunikatu mozna odnalez¢ na stronie

www.omj.edu.pl.


http://www.omj.edu.pl

Problem kozy a pitka w puszce

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

W popularnym dowcipie kury na pewnej farmie
przestaly sktadaé¢ jajka, wiec poproszono o pomoc
fizyka teoretycznego. Ten po tygodniu wroécit

z rozwigzaniem problemu — zastrzegl jednak, ze jego
rozwigzanie dziata jedynie dla sferycznych kur

w prézni.

Nieco podobnie jest z geometrycznym problemem kozy,
o ktérym w AS, pisal Jerzy Pryga. Wyjéciowe zadanie
dotyczylo kozy na okraglym pastwisku, ale matematycy
zauwazyli, ze analogiczne zagadnienie w trzech
wymiarach jest latwiejsze, wigc postanowili zajac¢

Michat MISKIEWICZ*

sie wlagnie nim. Zeby nadaé¢ problemowi namiastke
realnosci, podmienimy koze na kanarka i pastwisko

na klatke. Brzmi on wtedy nastepujaco: wewnatrz
sferycznej klatki zamknigty jest kanarek, dodatkowo
przywiazany za nézke sznurkiem do pewnego punktu
klatki (zob. rys. 1). Jaki powinien by¢ stosunek diugosci
sznurka do promienia klatki, by kanarek mial dostep
doktadnie do potowy objetosci klatki?

Jak za chwile sie przekonamy, znalezienie wlasciwej
dlugosci sznurka nie wymaga zaawansowanej
matematyki.

g

O, r — $rodek i promien klatki;

P, s — punkt zaczepienia i dtugosé
sznurka;

IT - plaszczyzna przecigcia sfer S(O, r)
i S(P,s)

Rys. 2. Pitka w puszce: czasza sfery ma
to samo pole co odpowiadajacy jej
fragment walca

Czytelnika zainteresowanego zglebianiem
tajemnic kéz i kanarkéw odsytam do
oryginalnego artykutu na ten temat:
Graham Jameson, Nicholas Jameson,
Goats and birds, ,The Mathematical
Gazette”, 2017.

Pitka w puszce. W artykule Pitka w puszce (A},) Marek Kordos pokazal —
idac $ladami Archimedesa — ze jesli kule o promieniu r wlozymy do pionowego
walca o tym samym promieniu, a nastepnie przetniemy ja dwiema poziomymi
plaszczyznami odlegltymi o h > 0, to powstale plasterki kuli i walca beda miaty
taka sama powierzchni¢ boczna: 27r - h. W szczegdlnosci, gdy jedno z cigé
przebiega stycznie do kuli, otrzymujemy wzoér na pole powstalej na sferze czaszy
(zob. rys. 2).

W sytuacji jak na rysunku, gdy czasza jest wyznaczona przez kat «, tatwo jest
odezytaé réwnosé h = r — rcos a, a wiec pole czaszy wynosi 2772(1 — cos ). Ten
wzér mozna zapisa¢ w rownowazny, dobrze zapadajacy w pamie¢ sposob:

Zadanie. Jesli w pewnym punkcie sfery oprzemy iglte cyrkla, a jego rysikiem
zaznaczymy na sferze okrag, to pole czaszy ograniczonej tym okregiem jest dane
wzorem mR?, gdzie R jest odlegtoéciag miedzy igla a rysikiem. Uwaga: promien sfery
nie gra tu roli!

Mozemy tez na tej podstawie obliczy¢ objetosé wycinka kuli wyznaczonego przez
czasze — objetos¢ ta jest proporcjonalna do pola czaszy, a wiec wynosi:

2
2mr7(1 — cosa) | %mﬂ?’ = Zar3(1 — cos ).
pole sfery 4r? 3 3
Roéwnanie dlugosci sznurka. Wré6émy do problemu kanarka. Obszar, do
ktérego ma on dostep, jest przedzielony plaszczyzna IT na dwie czesci (zob.
rys. 1); wyznaczmy najpierw objetos¢ tej po prawej stronie II. Mozna ja
przedstawi¢ jako réznice objetosci wycinka kuli oraz stozka o wierzchotku
w O. Objeto$¢ wycinka obliczyliSmy juz powyzej (jest to %7‘(?"3(1 —cosa)),
a stozek ma wysokoS¢ r cos « 1 promien podstawy 7 sin «, wiec jego objetosé
to % -rcosa - m(rsina)?. Analogicznie wyznaczamy objeto$é lewej czesci obszaru.
W efekcie, po skorzystaniu z ,,jedynki trygonometrycznej”, interesujace nas
rOwnanie to:

2mr®(cos® @ — 3cosa + 2) + $ms®(cos® B — 3cos B +2) = & - .
Mozna je jednak znaczaco uproscié, korzystajac z zaleznosci s = 2r cos 8
ia=m—20 (ktére wynikaja z réwnoramiennosci trojkata zaznaczonego

na rys. 1). Po zastosowaniu pierwszego z nich s znika z pola widzenia, r zreszta
réwniez, gdyz r3 sie skraca. Drugie daje nam cosa = 1 — 2cos? 3, i w rezultacie
pozostaje réwnanie na cos 3: 8 cos® 3 — 6 cos* B = 1. Interesujacy nas stosunek
dtugosci sznurka do promienia klatki, z := 2, to nic innego jak 2cos 3, wigc
spelnia on réwnanie:

ole czas
PO CZATZY | objetosé kuli =

8z® — 32" = 8.
W interesujacym nas przedziale (0,2) jest tylko jedno rozwiazanie: x &~ 1,23.
A gdyby$my z jakiego$ powodu uparli sie, ze rozwiazanie chcemy zobaczy¢
w postaci jawnej, to i na to jest rada — dla réwnan czwartego stopnia dostepne
sa wzory Cardano—Ferrari, ktére w naszym przypadku daja:

2 1 116 128 . 16 4 (s 3
1‘234—2(\/&_ 3—a+27\/a)7 gdzwa:j‘f’g (\/4+\/§+\/4—\/§>.
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https://www.deltami.edu.pl/2023a/06/2023-06-delta-art-08-pryga.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2014/03/31/Pilka_w_puszce/

ALPINE: holistyczne spojrzenie na mtode galaktyki
we wczesnym Wszechswiecie

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych,
czlonek projektu ALPINE

ALMA (Atacama Large
Millimeter/submillimeter Array, o ktérym
pisaliSmy tez w A;l w artykule
Aleksandry Hamanowicz Astronomia
milimetrowa — obserwatorium ALMA)
jest teleskopem radiowym zbudowanym
z 66 anten rejestrujacych promieniowanie
pochodzace ze Zrédet astrofizycznych

w zakresie od 0,3 do 3,6 mm.
Obserwatorium ALMA jest usytuowane
na plaskowyzu Chajnantor na pustyni
Atacama w Chile, na wysokosci powyzej
5000 m ponad poziomem morza.

Rys. 1. Schematyczne przedstawienie
pojecia przesuniecia ku czerwieni.
Poniewaz Wszech$wiat si¢ rozszerza,
galaktyki oddalaja si¢ od nas z coraz
wigkszg predkosciag. W konsekwencji
$wiatlo emitowane przez odlegla
galaktyke (Arest) przed dotarciem do
Ziemi (Aops) zostanie rozciggnigte

i przesuniete w kierunku czerwonej czesci
widma elektromagnetycznego. To
przesunigcie ku czerwieni z jest
proporcjonalne do predkosci galaktyki,
ktéra z kolei jest zwigzana z jej
odlegtoscig poprzez prawo Hubble’a, jak
ponizej:

_ AN _ )\obs — Arest _

v_Hd

A Arest c c

z )

gdzie c to predkos¢ swiatta, H to stala
Hubble’a, a d to odlegto$é od galaktyki.
Jak pokazano powyzej, im wyzsze
przesuniecie ku czerwieni, tym dalsza
galaktyka. O relacji miedzy przesunigciem
ku czerwieni a odlegtos$ciag mozna
przeczytaé w artykule Szymona
Charzynskiego z A‘213.

Ze wzgledu na przesuniecie ku czerwieni
promieniowanie w zakresie UV dla
odlegtych galaktyk na Ziemi obserwowane
jest w zakresie optycznym.

Ttumaczenie:
Katarzyna MALEK

Michael ROMANO*

Wszechéwiat jest zamieszkany przez wiele galaktyk o réznych ksztaltach,
kolorach i wtasciwosciach. Jednak te zrodta nie zawsze byly takie, jakimi wydaja
sie by¢ dzisiaj. Spogladajac w przesztosé, kiedy Wszech$wiat mial zaledwie
miliard lat, astronomowie sa w stanie zobaczy¢ poczatkowe fazy formowania sie
galaktyk. Na ich podstawie probuja zrozumieé, jak pierwsze skupiska gwiazd,
gazu i pytu (gléwne skladniki galaktyk) ewoluowaly w kosmiczne struktury
obserwowane obecnie.

To wlasénie byl gléwny cel projektu o nazwie ALMA Large Program to
INvestigate CT at Early times (czyli w skrécie, ALPINE, o ktérym pisali$my juz
w AYy, K. Malek, Prosto z nieba). Jak sugeruje sama nazwa programu, projekt
ten uzywa w swoich obserwacjach teleskopu ALMA, aby scharakteryzowaé
promieniowanie podczerwone emitowane przez mlode galaktyki. Obserwacje
zostaly przeprowadzone dla 118 pierwotnych galaktyk, ktére docierajace

teraz do teleskopu swiatto wystaty, gdy Wszechswiat miat zaledwie od 1

do 1,5 miliarda lat. W zargonie astronomicznym méwimy, ze galaktyki
znajduja sie na przesunieciu ku czerwieni miedzy 4 a 6 (zobacz rys. 1).

Ten przedzial czasowy stanowi kluczowsa faze ewolucji galaktyk, taczac
niedojrzale jeszcze, nastoletnie w skali czasowej Wszechswiata, galaktyki
znajdujace sie na wysokim przesunieciu ku czerwieni z ich bardziej dojrzatymi
odpowiednikami w najblizszym otoczeniu Ziemi. Otéz w ciagu tych zaledwie
500 milion6éw lat, ktéry to przedzial czasu pokrywa swoimi obserwacjami
ALPINE, galaktyki do$wiadczaja gwaltownego wzrostu swojej masy gwiazdowej
poprzez przeksztalcanie zawartego w nich gazu w gwiazdy, a takze poprzez
laczenie si¢ z innymi galaktykami (tzw. zderzajace si¢ galaktyki, AS,, William
Pearson, Poszukiwanie zderzajgcych sie galaktyk). W miedzyczasie te mlode
galaktyki znajduja sie pod wpltywem obecnych w ich centrach supermasywnych
czarnych dziur oraz wybuchéw starych gwiazd w osrodku miedzygwiazdowym.
Oba te czynniki sg w stanie tlumi¢ powstawanie gwiazd poprzez podgrzewanie
gazu i wyrzucanie go na zewnatrz galaktyki.

Przed 2013 rokiem, czyli przed pojawieniem sie teleskopu ALMA, jedynym
sposobem na okreslenie formowania sie¢ i ewolucji odlegtych Zzrédet byto
spojrzenie na ich promieniowanie w zakresie ultrafioletowym (UV). Wada
obserwacji w zakresie promieniowania UV jest jego absorbowanie przez

obloki pytowe znajdujace sie w bliskim otoczeniu mtodych gwiazd. Obloki te
rozgrzewaja sie pod wplywem absorbowanego promieniowania UV i ponownie
emituja promieniowanie o wiekszej dlugosci fali, a mianowicie w podczerwieni,
gléwnie tej dalekiej (FIR, far infra-red). Innymi stowy, przestonigte pylem
regiony formowania sie gwiazd wewnatrz tych galaktyk byly niewidoczne dla
teleskopow optycznych, przez co astronomowie stracili znaczna cze$é informacji
ukrytych w zakresie FIR. Aby uzupetnié¢ brakujaca wiedze astrofizyczna
dotyczaca tempa tworzenia sie gwiazd w mlodym Wszechéwiecie, zespot
naukowcéw z projektu ALPINE rozpoczal w 2018 roku duza kampanie
obserwacyjna. Kampania ta miala na celu zmierzenie zawartosci gazu i pytu
w mlodocianych galaktykach poprzez przyjrzenie sie ich wtasciwo$ciom

w podczerwieni. Ze wzgledu na przesuniecie ku czerwieni promieniowanie FIR
dla tych obiektow przesuniete jest w obszar submilimetrowych dlugoéci fal

i dzigki temu dostepne dla detektorow ALMA. W szczegdlnoéci, naukowcy
pracujacy w przegladzie ALPINE ustawili anteny radiowe teleskopu tak, aby
wykryé emisje na dhugosci fali 158 pum pochodzaca od jonu C*, dodatnio
natadowanego atomu wegla, produkowanego gtéwnie przez promieniowanie UV
nowo narodzonych gwiazd wewnatrz ich macierzystych galaktyk.

Wegiel jest jednym z najbardziej powszechnych pierwiastkéw wystepujacych
we Wszechswiecie i stanowi potezne narzedzie do badania struktury i sktadu
galaktyk. Analizujac linie emisyjne wytwarzane przez atomy wegla oraz
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Miliardy lat po Wielkim Wybuchu
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Przesuniecie ku czerwieni

Rys. 2. Szkic pokazujacy historig
formowania si¢ gwiazd we Wszechswiecie
przed (czarna linia) i po (czerwona linia)
uwzglednieniu nowych danych
pochodzacych z przegladu ALPINE
(pomaranczowe kwadraty). Gestosé
formowania si¢ gwiazd jest pokazana jako
funkcja przesunigcia ku czerwieni (o$
dolna) lub miliarda lat, ktére uptynety od
Wielkiego Wybuchu (0§ gérna). ALPINE
zebral pomiary gazu i pytu w galaktykach
o przesunigciu ku czerwieni rzedu 5, czyli
w epoce przejéciowej miedzy pierwotnag

a dojrzaly ewolucja galaktyk. Na
podstawie rys. 1 z pracy Faisst A. i inni
(2022), “ALPINE: A Large Survey to
Understand Teenage Galaxies”, Universe,
vol. 8, issue 6, s. 314

.}

Rozwigzanie zadania M 1755.
Wystarczy udowodnié¢ teze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n.
PrzeprowadzZzmy rozumowanie indukcyjne.
Oczywiscie n =1 = %E, dalej zalézmy, ze
dowolna liczba catkowita dodatnia
mniejsza od n posiada zadane
przedstawienie. Mozemy zapisac:

n=p-p2... P =

__p!t  p!
(pr— D! (p2 — 1!
dla pewnych liczb pierwszych
p1 < p2 < ... < pr < n. Jednakze kazda
z liczb 1,2, ..., pr — 1 zapiszemy w zadany
spos6b, wiec mianowniki (p; — 1)! dla
(1 € 7 < k) réwniez, a wiec n takze.

o P!
(pr — 1)1’

ich rozklad przestrzenny, mozna uzyskaé informacje o rotacji galaktyk,

ich morfologii oraz o tym, jak wiele gwiazd sie w nich tworzy. Ponadto
czestotliwodci bliskie linii emisyjnej C* sg bezpodrednio zwigzane z liczbg
fotonow produkowanych przez ziarna pytu wokot mtodych gwiazd. Zgrubne
zliczenie tych fotonéw pozwala astronomom wnioskowaé o zawartosci pytu

w pierwotnych galaktykach i wktadzie ukrytego pod warstwa tempa tworzenia
si¢ gwiazd. Zesp6t ALPINE polaczyt dane z ALMA z danymi otrzymanymi na
innych dlugoéciach fal, uzyskanymi wczesniej przez inne teleskopy kosmiczne

i naziemne rozsiane po calym Swiecie. Dzigki temu mozliwe bylo globalne
zbadanie charakterystyki tych interesujacych, odleglych od nas zrédet. Na
przyktad wykorzystano optyczne obserwacje pochodzace z Kosmicznego
Teleskopu Hubble’a (dalej nazywaé go bedziemy HST), aby oszacowaé tempo
powstawania gwiazd w aktywnie gwiazdotwoérczych, jednak wolnych od pytu,
regionach wyselekcjonowanych wczesniej 118 galaktyk. Badacze uzyli tez
danych pochodzacych z kosmicznego teleskopu Spitzer’a do wykrycia emisji
pochodzacych ze starych gwiazd, ktére dostarczaja informacji o catkowitej
masie gwiazdowej galaktyki. Dzigki temu wielowatkowemu podejsciu naukowcy
z ALPINE uzyskali wazne informacje na temat struktury odlegtych galaktyk
zamieszkujacych mlody Wszechswiat.

Jednym z najwazniejszych rezultatéow tego projektu byto odkrycie silnie
zapylonych galaktyk tak odleglych, ze obserwujemy ich §wiatto wyemitowane
zaledwie 1,2 miliarda lat po Wielkim Wybuchu (przesuniecie ku czerwieni 5).
Czeséé z nich zawierala tak duzo pylu, ze byla catkowicie niewidoczna nawet dla
czujnego oka HST (stad nazwa ,HST-dark”). Te Zrodla zostaly po raz pierwszy
zaobserwowane za pomocg zespotu teleskopéw ALMA. Byto to naprawde
zaskakujace odkrycie. Przed odkryciem ALPINE astronomowie uwazali, ze
galaktyki w bardzo mlodym Wszechswiecie nie mialy czasu, aby uformowaé
wystarczajaca liczbe gwiazd czy tez wyprodukowaé duze ilosci pytu i ciezkich
pierwiastkéw w swoim osrodku miedzygwiazdowym. Dodatkowo, podczas analizy
morfologii i kinematyki emisji C* okazalo sie, ze znaczny procent tych mtodych
galaktyk oddziatywal ze soba! Jednak najbardziej zadziwil wynik dotyczacy
kinematyki tych obiektéw — zaobserwowano, ze wiele z ,,nastoletnich” galaktyk
wykazywalo juz pierwsze oznaki uporzadkowanej rotacji. Ta uporzadkowana
rotacja moze by¢ odpowiedzialna za powstanie obecnych galaktyk o strukturze
spiralnej, jak nasza Droga Mleczna. Wszystkie te wyniki wskazuja, ze pierwotne
galaktyki byly o wiele bardziej dojrzale, niz si¢ spodziewano, podwazajac nasze
obecne modele formowania i ewolucji galaktyk.

Przyktad wpltywu wynikéw ALPINE na dotychczasows wiedze o odleglych
galaktykach wida¢ na rysunku 2. Tutaj naszkicowana jest historia powstawania
gwiazd we Wszech$wiecie, w przedziale czasu od 0,6 miliarda lat po

Wielkim Wybuchu do dnia dzisiejszego. Wezesniejsze badania UV /optyczne
(nieuwzgledniajace wkladu od obiektéw pylowych) szacowaly szczyt tempa
formowania si¢ nowych gwiazd na okres okoto 10 miliardéw lat temu. Szczyt
ten poprzedzony byt mozolnym wzrostem tempa powstawania gwiazd od

czasu Wielkiego Wybuchu (czarna linia na rys. 2). Najnowsze wyniki ALPINE
(czerwona linia) pokazuja, ze po uwzglednieniu obserwowanej w ich programie
emisji FIR z tych galaktyk tempo formowania sie gwiazd w pierwotnym
Wszech$wiecie bylo znacznie bardziej dynamiczne i 0,6 miliarda lat po Wielkim
Wybuchu plasowalo sie na podobnym poziomie, jaki obserwujemy obecnie.
Roéwnoczesnie badania te po raz kolejny pokazaly, ze informacje o tempie
formowania gwiazd ukryte w promieniowaniu podczerwonym maja kluczowe
znaczenie dla badania historii formowania sie gwiazd we Wszechéwiecie.

Przyszte obserwacje pozwola astronomom uzyskaé jeszcze bardziej solidne
wnioski na temat skladu, struktury i formowania si¢ mtodocianych galaktyk.

W szczegblnosci pomoga w tym obserwacje pochodzace z Kosmicznego Teleskopu
Jamesa Webba. Ten operujacy w zakresie podczerwonym teleskop satelitarny
NASA charakteryzuje sie gleboka czutoscia i wysoka rozdzielczoécia. Pozwoli
on na otwarcie na osciez okna umozliwiajacego badanie odlegltego Wszechswiata.
Bedzie on dostarczal wazne informacje na temat proceséw fizycznych, ktére
sprawiaja, ze pierwotne galaktyki dorastaja tak zaskakujaco szybko.
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e)

Rozwigzanie zadania F 1077.
(a) Wedlug prawa Newtona przyspieszenie
spadku swobodnego na powierzchni Ziemi
o masie M i promieniu R wynosi:
GM

= 2z
Do tego wzoru podstawmy mase M
obliczong przy zalozeniu, ze Ziemia jest
kulg o jednorodnej gestosci,
po = 2,7 g/cm®:

M= doRe 00.
3
Otrzymujemy oszacowanie:
,_ 39
T 47 Rpo

Po podstawieniu danych otrzymujemy
G~ 1,38-107 1 Nm?/kg?.

(b) Przyjmijmy model, w ktérym gestosé
masy zmienia sie liniowo z odlegloécig r
od s$rodka Ziemi:

r

p(r) = pe — (pe — po)

IR
po = 2,7 g/cm3 jest gestoscig na
powierzchni Ziemi (r = R), a p. to

poszukiwana gesto$é¢ w jej srodku (r = 0).
Obliczmy catkowita mase Ziemi:
R

M =an [ v2p(r)dr = 4xR® (22 4 22
7T/’I p(r)dr T (12+4

0
Otrzymujemy:
_3M
"~ 4nR3
Po podstawieniu danych liczbowych
pe ~ 13,8 g/cm";. Geofizycy przyjmuja
pe A~ 13,1 g/cm?.

Pe — 3po0-

e
12 A .
1o ! /T
H /
s 2
o 8 /
= ‘i/ 4
0 6 -
z g N\ 5
4 T,
24 ~_\
(6)6 —W
2 .
6 —.
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

promien [km]
1 — jadro wewnetrzne,
2 — jadro zewnetrzne,

3 - CMB,
4 — plaszcz,
5 — niecigglto$é¢ Moho,

6 — ocean

Rysunek przedstawia wspélczesnie
przyjmowany model rozkladu gestosci
wewnatrz Ziemi; widoczna na nim linia
prosta to ,nasz” model z czesci (b)
rozwigzania. Wykres na podstawie

A. M. Dziewonski and Don L. Anderson,
Physics of Earth and Planetary
Interiors, 25, 297 (1981).

Janek matematyk Mariusz SKALBA*

Wiem, ze polski i matematyka to najwaziniejsze przedmioty w szkole, ale ja wole
matematyke, bo nie ma w niej zadnych takich e, g.
(z wywiadu z Jankiem, kandydatem na stypendyste¢ Funduszu na Rzecz Dzieci)

Drogi Czytelniku, majac 7 lat mogles juz wiedzieé, ze sa liczby parzyste
i nieparzyste. Kazda liczba naturalna m (czyli calkowita dodatnia) jest jednej
z rzeczonych postaci:
m =2k albom=2k+1, gdzie k=0,1,2...
Jesli podobnie jak cytowany wyzej Janek lubile§ dodawaé¢ mate liczby, to szybko
odkryles, ze obowiazuja nastepujace reguly:
- parzysta plus parzysta rowna sie parzysta,
- parzysta plus nieparzysta rowna sie nieparzysta,
— nieparzysta plus nieparzysta réowna sie parzysta.
Reguly te mozna krotko zakodowaé tak: p+p=p, p+n=n, n+n=np.

Dorastajac, poznate$ z pewnoscig reguty mnozenia liczb dodatnich i ujemnych:
- dodatnia razy dodatnia réwna sie dodatnia,

— dodatnia razy ujemna réowna sie ujemna,

- ujemna razy wjemna rowna sie dodatnia.

Skrotowo i symbolicznie: d-d =d, d-u = u, u-u = d. To praktycznie tak samo
jak poprzednio, tylko zamiast p jest d, a zamiast n jest u.

Wyobrazam sobie, ze gdy juz wszystkie wiatry dziecinstwa przewialy Twoja
niezdecydowana glowe i wyjasnilo sie, ze muzykantem raczej nie zostaniesz, to
zapisaltes sie na Miedzykierunkowe Studia Ekonomiczno-Matematyczne. Tam,
na przedmiocie Algebra II, dotarliscie do teorii grup. A po sesji na imprezie
studenckiej zastanawialiscie sie, dlaczego zlozenie wszystkich szeSciu izometrii
wlasnych tréjkata réwnobocznego w dowolnej kolejnoéci nie moze by¢ nigdy
identycznoscia? Rozstrzygneta to odosobniona trzezwa uwaga: sg trzy permutacje
parzyste 1 trzy nieparzyste, a wiec tloczyn wszystkich permutacji musi bycé
permutacjg nieparzystq! Zadzialala naturalna ekstrapolacja wezeéniejszej regutly
mnemotechniczne;j.

Te dos¢ uniwersalne zasady pobudzaly tez do rozmyslan arytmetycznych
mlodocianego Karolka (Gaussa), gdy przygotowywal ostatni, najbardziej
skomplikowany rachunkowo, rozdzial swojej genialnej ksiazki Disquisitiones
Arithmeticae. A oto prébka jego kompozycji binarnych form kwadratowych.

Niech p oznacza dowolng liczbe naturalna, ktoéra daje si¢ przedstawi¢ jako
p = 2% + 6y, przy pewnych calkowitych x, y;
natomiast n niech oznacza liczbe postaci:
n =2z + 3y?, gdzie z,y € Z.
Uzasadnimy teraz, ze zadna liczba naturalna nie jest réwnoczesnie postaci 2 + 632
oraz 222 + 3t2 przy pewnych calkowitych x,v, z, t. Istotnie, przypuéémy, ze mamy
Lkontrprzyktad”: x2 + 6y? = 222 + 3t2. Wéwezas 22 oraz 222 daja te samg reszte
z dzielenia przez 3. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej moze dawac z dzielenia
przez 3 wylacznie reszty 0 i 1, wiec obie liczby 22 i 222 musza by¢ podzielne przez 3.
Dlatego x = 3z oraz z = 321 dla pewnych liczb catkowitych z1, z;. Wstawiajac
te zaleznoéci do wyjéciowej réwnosci, uzyskujemy 927 + 6y? = 1822 + 3t2, czyli
322 4 2y% = 627 + t2. Wyglada znajomo? Dostali$my kolejny ,kontrprzyktad”;
zamiast czworki liczb (z,y, 2,t) jest (¢,21,y,z1). Ta druga cawérka jest jednak
,mniejsza” (np. w sensie sumy kwadratéw). Ale nie mozemy zmniejszaé tych
kontrprzykladéw w nieskoniczonosé, co konczy nasze uzasadnienie.
Mamy ponadto nastepujace trzy cudowne wzory:
(22 4 6y?) (22 + 6t%) = (xz — 6yt)* + 6(xt + y2)?,
(22 + 69°)(22% + 3t%) = 2(2xz + 3yt)? + 3(xt — 2yz)?,
(222 + 3y?) (222 + 3t%) = (2x2 + 3yt)? + 6(xt — y2)?,
wiec znowu dzialaja te same zasady.
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Rozwigzanie zadania F 1078.
Jesli w czasie t zarejestrowano M czastek,
to w sumie w ciggu czasu M7 licznik nie
rejestrowal docierajacych do niego
czastek. Oznaczmy jako N rzeczywista
liczbe czastek. Na podstawie zalozenia, ze
liczba czastek w jednostce czasu jest
stala, mamy:

N M

t  t— M1’
(a) Jako oszacowanie rzeczywistej liczby
czastek otrzymujemy:

Mt
N=——.
t— Mt

(b) Do wyznaczenia martwego czasu
licznika potrzebna jest znajomosé réznicy
liczby zliczen w sytuacjach rézniacych sie
jedynie wplywem czasu martwego.
Mozemy to osiggnaé, poréwnujac liczby
impulséw w pomiarach: M; — tylko
pierwsze zrédlo, My — tylko drugie, M3 —
oba jednoczesnie. Nalezy pamigtaé, ze
w kazdym z pomiaréw rejestrowane sg
takze czastki ,,tla” niezaleznego od
naszych zrédel — w czasie t kazdorazowo
ich liczba wynosi Bg. Dla 7 =0
mielibyémy: N3 = Ny + N2 — Bp, bo dla
zliczen, gdy T = 0, jest N; = N;o + Bo.
Dla 7 > 0 do zwiazku N3 = N1 + N2 — By
podstawmy oszacowania na podstawie
zarejestrowanych wartosci My, Na, M3

oraz B — oddzielnie zmierzonej wartosci
tla:

Myt Myt Mst Bt
t— MyT  t— Mot t— Myt  t— Bt

Wartos¢ T otrzymamy jako rozwazanie
wynikajacego stad réwnania
kwadratowego. Poniewaz jednak
zakltadamy, ze M;7 < t oraz BT < t, to
mozemy postuzy¢ sie¢ liniowymi
przyblizeniami kazdego z wyrazéw:

M;t T
~ M; 1+1W7,z H

t— M1
Bt T
~ B(1+B¥).

t — BT
Ostatecznie otrzymujemy:

_ (My + Mz — Ms — B)t

TS MZyBroMEoME

]

Rozwigzanie zadania M 1754.
Zachodzi nieréwnosé 1 — z° < 21— z?),
gdyz po przeksztalceniach sprowadza si¢
do nieréwnosci (z — 1)2(2z + 1) > 0, ktéra
jest prawdziwa dla x > 0. Podstawiajac
dla wygody 1 =@, 22 =y i 3 = 2,
dostajemy zatem:

3 3
O_Z 2 D) = 1—a? -
- 1+:1:1i‘ B 143 =
i=1 i=1
3 . 3
3 1—a} 3 1—
=2 1423 2 1—a + a2
i=1 ) i=1

W powyzszej opowiastce zilustrowalidémy role grupy cyklicznej dwuelementowej.
To zaledwie poczatek wspanialej niekonczacej sie historii. . . a Janek pragnie

w niej uczestniczy¢ i dlatego wnosi o stypendium. W jego liscie mozna
przeczytaé réwniez:

Co prawda nie lubie e i g, ale tez pragne, aby swiat byl dobry i piekny. Bo

nie jest tak, Ze nie mozemy zastosowac naszej ukochanej matematyki do
jakichkolwiek wyZszych celow. Pokaze od razu zastosowanie do celow najwyzszych
— do etyki. Niech zatem bedzie n cndt gléwnych. Powiemy, Ze osoba jest
rozwigzta, wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada Zadnych cnot. Mowimy wreszcie,
ze dwie grupy oséb sqg ekwimoralne, gdy majg ten sam zestaw cnot. Wykaze
nastepujgce

Twierdzenie etyczne. W kazdej grupie wiecej niz n ,nierozwiaztych” oséb
istnieja dwie roztaczne podgrupy ekwimoralne.

A oto madj dowdd. Niech m bedzie liczbg 0s6b w grupie. Osobie numer k
przyporzqdkujmy wektor cndt

Ve = (Ck1,Ch2y--sChn) ER" dlak=1,2,...,m,
_ 1 gdy k-ta osoba ma cnote j,
ki =0 gdy k-ta osoba nie ma cnoty j.

przy czym

Poniewaz m > n, to z algebry liniowej wiemy, zZe istniejg a1, as,...,an € R, nie

wszystkie rowne 0, takie, Ze
(W) a1y + asye + ...+ amym = (0,0,...,0) € R™.

Jako zbidr numeréw pierwszej grupy przyjmujemy K = {k < n: ar > 0}; jako zbidr
numeréw drugiej grupy L = {l < n: a; < 0}. Réwnosé @ na j-tej wspolrzednej

zapisuje ste wtedy jako
@) Z ACr,j = Z(—az)a,j.

kEK leL
Wiszystkie sktadniki wystepujgce po obu stronach réwnosci @) sq nieujemne.
Jesli zatem j-ta cecha wystepuje wsrod oséb ze zbioru K (tzn. ¢ j =1 dla pewnego
k € K), to musi wystepowad réwniez wsréd oséb ze zbioru L (inaczej lewa strona
@ bylaby dodatnia, a prawa zerowa). Analogiczny argument dowodzi, Ze jesli
j-ta cecha wystepuje wsrod 0sob ze zbioru L, to musi réwniez wystepowad wsrod
zbioru K. Czy podoba sie Panstwu mdj dowdd?

Tak...i to bardzo. Chociaz przedstawione przez Ciebie twierdzenie nie
jest nowe, to podoba mi sie zaproponowana nazwa i sposob, w jaki o nim
opowiedziate$. A propos oryginalnego nazewnictwa: pewne znane twierdzenie
Halla z kombinatoryki nazywane jest twierdzeniem o kojarzeniu matZenstw.
Wréémy jednak do Twojego podania: doceniajac Twéj wysitek, zaangazowanie
i entuzjazm, przyznajemy Ci rzeczone stypendium.
I w ten oto sposéb historia Janka Matematyka zaczela sie szczesliwie, czyli
dramatycznie inaczej niz sie skonczyla stynna historia Janka Muzykanta.

* ok %
Jakze pigkne jest Pole Mokotowskie — zagail Zygmunt — I jak dobrze jest tu
przyjsé po sesji do pubu.
Czy widzieliscie ostatnio Janka ... ? — zapytal nerwowo Tomasz — Gdzie$ znikngl,

jakby go w ogdle nie bylo! — dodal niepewnie.

Moze pomylil sie w swoim roztargnieniu i poszedl do pubu Lolek? — snula
roztropne wyjasnienia Katarzyna.

A moze po prostu on woli matematyke i nudzi sie w naszym wytwornym
e-g-towarzystwie? — zninansowal Zygmunt.

Ptaki, ktore uwily swoje gniazda na koronach drzew otaczajacych puby, kwility
na nutke:. .. oj, mqdry Jas, oj magdry. .. — przed Jankiem otwierala si¢ wielka
kariera naukowa. . .
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Klub 44 F
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Rys. 1

Rys. 3

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

756. Komora Wilsona znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 1072 T.
Czastka naladowana wpada do tej komory z predkosciag prostopadta do linii pola B. Stosunek
tadunku do masy czastki wynosi @ = ¢/m = 10° C/kg. Po obrocie wektora predkosci o kat w/2
wzgledna zmiana promienia krzywizny toru czastki wynosi e = 5%. W tym momencie pole
magnetyczne zostaje wylaczone i czastka do chwili zatrzymania przebywa jeszcze droge L = 30 cm. Sila
oporu podczas ruchu czastki ma warto$é proporcjonalng do jej predkosci. Znalezé predkosé, z jaka
czgstka wpadla do komory.

757. Cialo sztywne porusza si¢ ruchem post¢gpowym po szorstkiej powierzchni poziomej. W chwili
to = 0, gdy predkosé ciata wynosi vg, zaczyna dzialaé na nie sila F(t) rosnagca w czasie, dzialajaca
przez caly czas wzdluz prostej przechodzacej przez srodek masy ciata, o zwrocie zgodnym

z wektorem vg. Po czasie t predkosé ciala ma warto$é¢ v, przy czym v, = 5m/s, gdy vo = 1 m/s,
ivy =13m/s, gdy vo = 10m/s. Znalezé zaleznosé v, = f(vg) dla dowolnych vg.

756. Podczas ruchu czastki dziala na nig styczna do toru sitla oporu F, = —kv.
Réwnanie ruchu wzdluz trajektorii czastki ma postaé¢ mdv/dt = —kv, stad

ds = vdt = —mdv/k, a dla skoniczonych przyrostéw

(1) As = —mAv/k.

Gdy pole magnetyczne jest wlaczone, na czastke dziala prostopadle do toru silta
Lorentza (rys. 1), a promien krzywizny toru, gdy predko$é¢ wynosi v, ma postaé
2) rR="0_-1
( qB aB
Zgodnie z trescia zadania po obrocie wektora predkosci o /2
(3) —ARl _ —Av1 _ g —y = 0’057

Ro Vo 100%
gdzie vy jest szukang predkoscia, z jaka czastka wpada do komory, a Ry
poczatkowym promieniem krzywizny toru. Zgodnie z (1)—(3) i uwzgledniajac,
ze —AR; < Ry, mozemy napisac:

TRy TV m s
4 Asp = T Avy = — m__r_
4) 51 N T

2 2aB’
Gdy ruch czastki jest prostoliniowy, w (1) podstawiamy: As = L,

Av = —vg(1 — ), stad o (1 — )
~ 2aBy
Szukana predkosé dana jest wzorem
2aLB
vo = 22T o m/s.
(1 =)

757. Od chwili t = 0 na cialo dzialaja dwie sily: F' (¢) rosnaca w czasie

i sila tarcia, ktéra moze przybiera¢ wartosci od zera do umg, gdzie u jest
wspdélezynnikiem tarcia, a m masa ciata. Gdy F (0) > umg, przyspieszenie ciala
a(t) = (F (t) — wmg)/m > 0 i zmiana predkosci w danym przedziale czasowym nie
zalezy od predkosci poczatkowej: vy = vy + C, gdzie C jest dodatnig stalg. Dane
w zadaniu wskazuja, ze v; — vg nie jest stale, zatem F (0) < pumg. Poniewaz sila
rosnie w czasie, to w pewnym momencie 7 osiaga ona warto$¢ umg, przy czym
wyrézniona w zadaniu chwila konicowa moze byé¢ wigksza albo mniejsza od 7.

1) t > 7. Tu réwniez mozliwe sa dwa przypadki: a) w chwili 7 predkosé ciala

vy = 0 oraz b) v, > 0. Przypadek a) moze zachodzié tylko przy odpowiednio
malych predko$ciach poczatkowych. Predkos$é v, nie zalezy wtedy od vg (ciato
porusza si¢ ruchem opdznionym, zatrzymuje si¢ i w chwili 7 znowu zaczyna
poruszad sie z przyspieszeniem, ,zapominajac” o predkosci poczatkowej):

vy = A = const > 0. Przypadek b) zachodzi, gdy predko$é poczatkowa osiaga
taka warto$c¢ V', przy ktérej cialo nie zatrzymuje sie. Wtedy v; = v + B. Wykres
zaleznosei vy = f (vg) przedstawia rysunek 2.

2) t < 7. Gdy vy > V, cialo porusza sie ruchem opéznionym i vy — vy = D =
= const < 0. Dla vy < V cialo zawsze si¢ zatrzyma: v; = 0. Wykres zaleznosci
vy = f (vo) przedstawia rysunek 3.

Dane liczbowe mozna dopasowaé tylko do rysunku 2. Otrzymujemy:
vy =5 m/s dla vg < 2 m/s,
ve=v9+3m/s dlawvy>2m/s.
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Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadain z numeru 4/2023

1-44

Przypominamy tresé¢ zadan:

859. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe stéw dlugosci n, tworzonych z symboli
A, B i majacych nastepujaca wlasnoéé: w kazdym spéjnym odcinku stowa liczba wystgpien

symbolu A rézni si¢ od liczby wystapien symbolu B co najwyzej o 2.

860. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
853 (WT =2,44) i 854 (WT = 1,56)
z numeru 1/2023

flxf(y) =xf(y) +yf(x)

S =21 +...+tTg

dla z,y € R.

859. Przedmiotem rozwazan sa stowa z...z, o wyrazach z; € {—1,+1},
w ktoérych liczby —1, 41 zastepuja (odpowiednio) symbole A, B. Niech

dla k=1,...,n; so=0.

|S¢*S¢+1‘:1 dlaizl,...,n

jednoznacznie definiuje stowo x7 ... x,. Wlasno$¢ sprecyzowana w tresci zadania
tatwo tlumaczy sie na réwnowazny warunek dla sum sg:

|sk —sj| <2 dla 0<j<k<n.

Norbert Porwol Essen 41,83

Pawel Najman Krakéw 39,93  Kazdy ciag (so, 81, .-, Sn), W ktérym
Radostaw Kujawa Wroctaw 39,13

Adam Woryna Ruda $1. ss2r (1) s0 =0;

Marcin Kasperski Warszawa 37,65

Szymon Tur 35,35

Piotr Kumor Olsztyn 33,06

Pawel Kubit Krakéw 31,35

Janusz Fiett Warszawa 31,19 (2)

Michal Adamaszek  Kopenhaga 30,63

(1) 1(2).

Warunek (2) méwi, ze $rednica zbioru {sy, ..

Zadanie sprowadza si¢ do zliczenia ciagdw (so, - -

., 8n) spelniajacych warunki

., Sn} Wynosi co najwyzej 2. Skoro

so = 0, mozliwe sa przypadki:

(3)

(4) wszystkie s € {0,1,2}

Wezmy na warsztat przypadek (3). Z warunku (1)
widaé, ze s, ma taka sama parzystosc jak k, wiec
.e{l,-1}.
Swobode wyboru mamy na pozycjach o numerach
nieparzystych. W zbiorze {1,...,n} jest [n/2] liczb
nieparzystych. Zatem liczba ciagéw (si) spelniajacych
warunki (1), (2), (3) wynosi 2/7/21.

82254:...:0, S1, 953, .

Przypadek (4) rozpada sie na dwa réwnoliczne
podprzypadki (s > 0, sx < 0). Wezmy podprzypadek
sk € {0,1,2}. Teraz mamy

.€{0,2}.

Tym razem swobode wyboru mamy na pozycjach

o numerach parzystych, ktorych jest |n/2].
Podprzypadek s; € {0, —1, —2} jest symetryczny. Liczba
clagdéw (si) spelniajacych warunki (1), (2), (4) wynosi
zatem 2 - 217/2)

812332...:1, 59,84, - -

Przypadki (3), (4) nie sa jednak roztaczne. Dwukrotnie
zliczone zostaly dwa ciagi: (s1,...,s,) = (1,0,1,0,...)

oraz (—1,0,—1,0,...), i tylko one. Stad ostateczny wynik:

W = 2[7/21 4 91+17/2] _ 9. lub w formie , klamerkowej”:

3:2™ —2 dlan=2m,

W =
om+l _ 9 dlan=2m—1.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwiagzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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wszystkie s, € {—1,0,1};
lub wszystkie s € {—2,—1,0}.

860. Funkcja réwna tozsamosciowo zeru spetnia
rownanie. Wykazemy, ze kazda inna funkcja f, ktora
je spelnia, jest réznowartosciowa. Niech wiec f(c) # 0
dla pewnego c. Oczywiscie ¢ # 0, bowiem f(0) =0

(z podstawienia z = y = 0).

Wezmy liczby a, b takie, ze f(a) = f(b) =:d
i podstawmy w réwnaniu najpierw z = ¢, y = a,
a nastepnie x = ¢, y = b:

fled) =cd+af(c), f(ed)=cd+bf(c),

skad (przez odjecie stronami) (a —b)f(c) = 0, czyli
a = b; mamy réznowarto$ciowo$c.

Przy zamianie zmiennych z,y wyrazenie po prawej
stronie réwnania nie zmienia wartosci, wiec to po lewej
stronie — tez. Wobec réznowartosciowosci funkeji f
znaczy to, ze

yf(z) =xf(y) dla z,yeR.
Biorac y = ¢, dostajemy réwnosé

f(z) =Axz dla z €R,

gdzie A = f(c)/c. Wracamy do réwnania w wyjsciowej
postaci, wstawiamy f(z) = Az; dostajemy
A2xy = 2Axy (dla wszystkich z,vy); stad A = 2.

Odpowiedz: rownanie jest spelnione przez dwie funkcje:
f(z) =0oraz f(x) =2z dla z € R.

wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S5/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: Najsamotniejsze galaktyki we Wszechswiecie

Na przyktad pobliska galaktyka
Andromedy znajduje sie¢ w odleglosci
2,5 miliona lat §wietlnych od nas. Droga
Mleczna jest na kursie kolizyjnym

z Andromeda i zderzy si¢ z nig za okolo
4,5 miliarda lat.

O projekcie Galaxy Zoo pisal Louis
Suelves w A§3.

Wielkoskalowa struktura Wszech$wiata
wedlug symulacji Millenium. Zrédto:
Volker Springel/Max Planck Institute For
Astrophysics via Wikimedia Commons

Artykul powstal na podstawie publikacji
“The Loneliest Galaxies in the Universe:
A GAMA and GalaxyZoo Study on Void

Galaxy Morphology”, Lori E. Porter et al.

2023, arXiv:2304.05999.

Niebo w sierpniu

Astronomowie od bardzo dawna probuja zrozumieé, jak otoczenie i Srodowisko
galaktyk wplywaja na ich rozwdj. Udaja troche psychologéow, zadajac pytanie:
czy galaktyki spoteczne, zyjace w ttumie rozwijaja si¢ inaczej niz te preferujace
samotno$¢? Oczywiscie astronomiczny ,,tlum” bardzo rézni sie od zwyklego
rozumienia tego pojecia. Szczegdlnie ze, kiedy astronom méwi, ze co$ jest

,w poblizu” danej galaktyki, to ma na mysli odlegltosci rzedu kilku tysiecy (lub
milionéw) lat $§wietlnych. Gdy spojrzymy na Wszech§wiat jako calosé, to materia
(zaréwno ta zwykla, jak i ciemna) tworzy skomplikowana sieé¢ gestych obszaréw
(tzw. filamentéw) poprzetykanych prawie zupelnie pustymi regionami przestrzeni,
zwanymi pustkami (rys. 1).

Okazuje sie, ze zdecydowana wigkszosé galaktyk jest ekstrawertyczna i lubi
gromadzié¢ sie w gestych obszarach kosmicznej sieci. Jednak niektére galaktyki
istnieja w pustkach. Mozna $mialo powiedzie¢, ze sa one jednymi z najbardziej
odizolowanych obiektow we Wszechswiecie. Ich samotna egzystencja mogla nadaé
im odrebne wladciwosci, a nawet wplynaé na ich ksztalt. A przynajmniej taka jest
hipoteza.

Grupa astronoméw skupiona wokol projektu Galaxy and Mass Assembly (GAMA)
sprawdzita, czy rzeczywiscie tak jest, poréwnujac wtasciwosci galaktyk w pustkach
i ich odpowiednikéw w gestych filamentach kosmicznej sieci. W badaniach pomogli
im internauci w ramach obywatelskiego projektu naukowego GAMA-KiDS Galaxy
Zoo, ktérzy sklasyfikowali galaktyki na podstawie ich cech fizycznych.

Badacze wykorzystali zalezno$¢ pomiedzy rozmiarem a masa galaktyk, aby
sprawdzi¢, jak bardzo sg one rozwiniete w gestych o$rodkach i w pustkach. Idea
jest taka, ze galaktyki o wiekszych rozmiarach maja jednoczesnie wicksza mase,
ze wzgledu na wczedniejsze zderzenia z innymi galaktykami, a tym samym dluzszy
czas zycia (im starsza galaktyka, tym wiecej czasu miala na zderzenia). Taka
rosnaca zalezno$é¢ obserwujemy dla galaktyk w gestym srodowisku filamentéw.

Co ciekawe, zalezno$¢ wyglada identycznie dla ich samotnych odpowiednikéw.
Czyzby wiec zderzenia galaktyk, ktore przeciez sa rzadsze w pustkach, nie mialy
tak duzego wplywu na ewolucje galaktyk?

A co z ksztaltem odizolowanych galaktyk? I tutaj pojawia sie kilka niespodzianek.
Wydaje sie, ze galaktyki w pustkach sa przewaznie spiralne, z bardzo dobrze
widocznym centralnym zgrubieniem. Wybrzuszenia te sktadaja si¢ gtéwnie ze
starszych gwiazd, poniewaz nie ma w nich pytu i gazu, z ktérego mogltyby powstaé
nowe gwiazdy. Dla odmiany galaktyki w gestszych obszarach wykazuja duzo
wieksza réznorodnosé ksztaltéw, a zgrubienie centralne wystepuje znacznie
rzadziej.

Wszystkie te podobienstwa i réznice sa jednak bardzo subtelne. Autorzy badan
ostrzegaja przed wycigganiem kategorycznych wnioskéw, biorac pod uwage
niewielki rozmiar probki galaktyk. Mimo to wyniki badan wskazuja, ze odizolowane
galaktyki moga ewoluowaé inaczej niz ich odpowiedniki w gestszych regionach
Wszech$wiata. Przy wiekszym rozmiarze probki galaktyk réznice moga stac sie
bardziej wyrazne. Tymczasem jednak galaktyki w pustkach wydaja si¢ mie¢ dobrze
— mimo swojej izolacji. Wielu introwertykéw pewnie sie z nimi zgodzi.

Anna DURKALEC

Departament Badan Podstawowych (BP4),
Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Osmy miesige roku jest pierwszym z czterech z szybko
ubywajacym dniem i wydtuzajaca sie noca. Od 1 sierpnia
do 1 grudnia Stonce obnizy wysoko$é gérowania o 40°,

a czas jego przebywania nad widnokregiem skroci

sie o ponad 7 godzin. W samym sierpniu natomiast
deklinacja Stonica zmniejsza si¢ o niecate 10°, a dzien
skraca si¢ do 14 godzin. Caly kraj obejmuje juz noc
astronomiczna, i nie ma szans na tzw. obloki srebrzyste.
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Podobnie jak na tuk okolohoryzontalny, poniewaz Storice
géruje i dotuje zbyt nisko.

W pierwszej polowie miesiaca ozdoba porannego nieba
stanie sie¢ Ksiezyc, ktory 1 sierpnia przejdzie przez pelnie
na tle gwiazdozbioru Koziorozca i w kolejnych dniach
podazy ku nowiu. Ze wzgledu na korzystnie nachylona
rano ekliptyke Srebrny Glob pozostanie widoczny prawie


https://www.deltami.edu.pl/2023a/02/2023-02-delta-art-09-pzn.pdf

do samego spotkania ze Storicem 16 sierpnia. Do tego
czasu odwiedzi wszystkie widoczne rano planety Ukladu
Stonecznego.

Zacznie od Saturna, ktérego minie w dniach 2 i 3 sierpnia,
zblizajac sie za kazdym razem na okoto 7° i prezentujac
przy tym tarcze w fazie, odpowiednio, 97% i 93%. Planeta
Saturn 27 sierpnia znajdzie sie w opozycji do Storica,
sierpien i wrzesien sa zatem najlepszymi miesigcami do
obserwacji Saturna w tym sezonie. Planeta $wieci przez
cala noc, gorujac okolo godziny 2 na wysokosci ponad 25°
nad widnokregiem. W sierpniu Saturn zwickszy jasno$¢ do
+0,4™ i érednice tarczy do 19”.

Kolejna noc Ksiezyc spedzi, przechodzac 2,5° od
$wiecacego z jasnoscia obserwowana +7,8™ Neptuna.
Ostatnia planeta Uktadu Stonecznego przejdzie przez
opozycje trzy tygodnie po Saturnie i wciaz zbliza si¢ do
bardzo ulatwiajacej jej odszukanie gwiazdy 5. wielkosci
20 Psc. Do konica miesiaca odlegto$é miedzy oboma
cialami niebieskimi spadnie ponizej 20’. Oczywiscie
jasny blask Ksiezyca w praktyce uniemozliwi odszukanie
planety, warto jednak zapamigtaé jej pozycje wzgledem
okolicznych gwiazd i wréci¢ don w drugiej polowie
miesiaca przy ciemnym niebie. Na koniec nocy Srebrny
Glob zakryje gwiazde 5. wielkosci 27 Psc. Zjawisko
zacznie si¢ okolo godziny 3 i skonczy juz na jasniejacym
niebie nieco ponad godzine pdzniej.

8 sierpnia Ksiezyc w ostatniej kwadrze odwiedzi Jowisza,
a dobe pézniej — Urana. Obie planety powoli zblizaja

sie do listopadowych opozycji i sa juz widoczne catkiem
dobrze. Pod koniec nocy astronomicznej wznosza sie

na wysokos¢ powyzej 30°. Jowisz w sierpniu przekroczy
jasno$é —2,5™ a tarcza zwiekszy $rednice do 44”. Uran
$wieci z jasnoscia +5,8™, kreslac swoja petle jakies

9° na péinocny wschéd od Jowisza. Ksiezyc zblizy sie
do Jowisza na 4°, do Urana za$ na 2°. 29 sierpnia Uran
zmieni kierunek swojego ruchu na wsteczny, co oznacza,
ze planeta w sierpniu pokona na niebie zaledwie 20,

a na przetomie sierpnia i wrzeénia prawie nie porusza sie
wzgledem tla gwiazd.

Do nowiu Ksiezyc nie spotka sie juz z jasnym cialem
Uktadu Stonecznego, lecz bardzo tadnie zaprezentuje
swoja tarcze w fazie cienkiego sierpa, ze $wietnie
widocznym tzw. $wiattem popielatym. 10 sierpnia
tarcza Ksiezyca w fazie 33% pokaze si¢ 9° na pdinoc

od Aldebarana w Byku, 11 sierpnia za$, przy fazie
zmniejszonej do 24%, zblizy si¢ na 3° do El Nath,
drugiej co do jasnosci gwiazdy tej konstelacji. 14 sierpnia,
prezentujac sierp w fazie zaledwie 5%, Srebrny Glob
wzejdzie niecate 4° od Polluksa, najjasniejszej gwiazdy
Blizniat. Kolejnej nocy natomiast, na jakies 30 godzin
przed nowiem, o Swicie Ksiezyc zdazy sie wzniesé na
okoto 5° z bardzo cienkim sierpem, w fazie mniejszej

od 2%. W lornetkach 1,5° na prawo od niego ukaze si¢
gwiazda Asellus Borealis, stanowigca pélnocno-wschodni
rog trapezu gwiazd otaczajacego gromade otwartg M44.

Sierpniowy néw Ksiezyca bardzo dobrze zbiega sie

z aktywno$cia corocznego roju meteoréow Perseiddw.
Meteory z tego roju pojawiaja sie od 17 lipca do

24 sierpnia, z maksimum w okolicach 12 sierpnia. Sg to
szybkie meteory, ich predko$é zderzenia z naszg atmosfera
wynosi 59 km/s, a ich radiant znajduje sie na pograniczu
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gwiazdozbioréw Perseusza i Kasjopei, wznoszac sie pod
koniec nocy astronomicznej na wysoko$¢ ponad 60°.

A zatem przy stabo $wiecacym Ksiezycu w drugiej
dekadzie miesiaca mozna liczy¢ nawet na ponad 100
zjawisk na godzine. Perseidy czesto pozostawiaja po sobie
smugi rozwiewajacego sie dymu, efektownie prezentujace
sie na serii kilkudziesigciu wykonanych po sobie zdjeé.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie si¢ na niebo wieczorne,
gdzie przy nisko potozonej ekliptyce jest widoczny
bardzo stabo, wznoszac sie po zmierzchu co najwyzej na
mate kilkanascie stopni ponad widnokrag. 21 sierpnia
Srebrny Glob w fazie 24% pokaze si¢ 3° od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny. 24 dnia miesiaca
natomiast Ksiezyc w I kwadrze odwiedzi gwiazdozbior
Skorpiona, zajmujac wieczorem pozycje prawie w potowie
drogi miedzy Antaresem, czyli najjadniejsza gwiazda
konstelacji, a charakterystycznym tukiem gwiazd

z péocno-zachodniej czesci Skorpiona.

W sierpniu zaczyna sie trwajacy 5 lat sezon zakry¢
Antaresa przez Ksiezyc. W tym czasie dojdzie do

68 takich zjawisk. Niestety Europa ma pecha i zadnego
z nich nie da si¢ dobrze obserwowaé z terenu Polski.
Jedynie zakrycie 18 pazdziernika 2023 roku zajdzie

w calosci nad horyzontem u nas, lecz jest to zakrycie
dzienne, do zaobserwowania przez wigksze teleskopy.

12 kwietnia 2028 roku pas zakrycia przejdzie m.in. nad
poludniowo-wschodnia Europa (w Polsce wschodzacy
po pdélnocy Ksiezyc odkryje Antaresa bardzo nisko nad
horyzontem), a 4 lipca 2028 roku zjawisko zajdzie m.in.
nad Pélwyspem Iberyjskim (w Polsce Ksiezyc zajdzie
przed poczatkiem zakrycia, przejdzie za to bardzo blisko
gromady kulistej M4, ktérej sezon zakry¢ zaczyna

sie w styczniu przysztego roku). Pasy widocznosci
pozostaltych 65 zakryé¢ przebiegaja daleko od Europy.

Do korica miesiaca Srebrny Glob zwickszy swoja faze do
pelni, przez ktéra przejdzie 31 sierpnia o godzinie 3:36.
W tym czasie odwiedzi gwiazdozbiory Strzelca,
Koziorozca i Wodnika, wedrujac przy tym gteboko

pod ekliptyka. Z ciekawszych spotkan z jasniejszymi
obiektami nieba warto wymieni¢ zblizenie 26 sierpnia

w fazie 75% na okolo 2° do gwiazd 3. wielkosci Alnasl
(v Sgr) i Kaus Meridianalis (6 Sgr) w Strzelcu oraz
zblizenie do jasniejszej o 1™ gwiazdy Nunki (o Sgr) dobe
péimiej (w fazie 84%) i ponowne spotkanie z Saturnem
30 dnia miesiaca, kilka godzin przed pelnia. W zwiazku
z niedawna opozycja podczas tego spotkania tarcza
Saturna $wieci o 0,2™ jaéniej niz podczas koniunkcji

z poczatku sierpnia. I powinno daé sie to zauwazyc¢.

Planeta Wenus 13 sierpnia przejdzie przez koniunkcje
dolna ze Storicem i przeniesie si¢ na niebo poranne.
Niestety Wenus przebywa teraz maksymalnie na poludnie
od ekliptyki, dlatego mimo korzystnego jej nachylenia
rano planeta zacznie wytaniaé sie z zorzy porannej
dopiero pod koniec miesigca. Szybko jednak nabierze
wysokosci, stajac sie ozdoba porannego nieba jesienig

i zima. W tych pierwszych dniach widocznosci srednica
tarczy planety przekracza 507, a faza jest mniejsza

niz 10%. Jasno$¢ natomiast przekracza —4™. Jest zatem
atrakcyjnym celem dla posiadaczy nawet nieduzych
lornetek.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Najgorszy sort odkrycia naukowego

W astronomii radiowej szybki blysk radiowy (Fast do nas fal elektromagnetycznych jest niewielkie —
Radio Burst, FRB) to krétkotrwaly impuls radiowy typowo odpowiada mierzonemu na Ziemi sygnalowi,

o dlugosci od utamka milisekundy do 3 sekund. jaki emitowatby telefon komoérkowy umieszczony
Zrédlo FRB pozostaje nieznane, mozna jednak na powierzchni Ksiezyca. Pierwszy FRB zostal
szacowacé, ze podczas jednego milisekundowego blysku odkryty przez Duncana Lorimera i Davida Narkevica
uwalniane jest tyle energii, ile Stonce emituje przez w 2007 roku, gdy badacze przegladali archiwalne dane
trzy dni. Mimo ze FRB sa niezwykle energetyczne z badan pulsaréw. Za tym pierwszym odkryciem szybko
w miejscu powstania, natezenie dochodzacych posypaly sie nastepne.

https://en.wikipedia.org/wiki/Peryton_
(astronomy)

W zwiazku z zakrojonym na szeroka skale poszukiwaniem FRB takie ciekawe
sygnaly wykryto takze w danych zebranych od 2001 roku przez radioteleskop
w Obserwatorium Parkes w Australii. R6znity sie jednak one nieco od
zjawisk widzianych przez innych badaczy, gdyz czestotliwo$é rejestrowane;j
fali elektromagnetycznej wyraznie malala w czasie. Prowadzaca te badania
Sarah Burke-Spolaor miata dodatkowo watpliwosci, czy znalezione btyski byty
na pewno pochodzenia kosmicznego. Pokrywaly bowiem cate pole widzenia
radioteleskopu i nie wydawaly si¢ pochodzi¢ z zadnego konkretnego kierunku.
Burke-Spolaor, podejrzewajac, ze moga by¢ nawet dzietem czlowieka, nadata
im pieszczotliwe miano perytonéw, od fikcyjnych stworéw pokroju jelenia

ze skrzydtami rzucajacego ludzki cien. I szukala dalej.

Przeszukiwanie danych zebranych w Parkes w latach 1998-2015 pozwolito
znalezé w sumie 46 perytonéw, ale az 16 z nich zostato zaobserwowanych
23 czerwca 1998 roku w czasie zaledwie 7 minut! I na dodatek wszystkie
pochodzilty z tego samego kierunku!

Do 2015 roku 25 perytonéw byto juz bohaterami publikacji naukowych. Chociaz
w tym momencie astronomowie podejrzewali ich ziemskie pochodzenie, nie

byli jednak zgodni, co tak naprawde je powoduje. Pomystéw na wyjasnienie
bylo wiele — uczeni zaproponowali m.in., ze perytony mogtyby byé¢ btyskami
emitowanymi w jonosferze, efektami wyladowan atmosferycznych, rozblyskami
stonecznymi lub sktadowymi jakichs$ ziemskich btyskéow gamma.

Nieoczekiwanie z pomoca przyszedl woéwczas gwalttowny rozwdj telefonii
komorkowej i Internetu. Poniewaz aktywnos¢ takich ustug cyfrowych
zanieczyszcza falami elektromagnetycznymi zakres czutosci radioteleskopow,

w Obserwatorium w Parkes zainstalowano w 2014 roku czujniki promieniowania
elektromagnetycznego. Bardzo szybko okazalo si¢ wtedy, ze kazdemu nowo
odkrytemu perytonowi towarzyszy emisja mikrofal o czestosci 2,5 gigaherca
spoza pola widzenia radioteleskopu. Odtad wypadki potoczyty si¢ szybko,

a nieskomplikowana demonstracja pozwolila zrozumie¢ do konca nature
perytonéw.

Pokaz ten mial miejsce 17 marca 2015 roku. Wtedy to do starej, 27-letniej
kuchenki mikrofalowej znajdujacej sie w kuchni Obserwatorium wtozono kubek
wypeliony woda i podczas podgrzewania naczynia znienacka otworzono

drzwi kuchenki. Mechanizmy zabezpieczajace wytaczyly wéwczas magnetron
kuchenki, ale nie do$¢ szybko, aby zapobiec mikrosekundowemu ,,wyciekowi”
promieniowania z wnetrza urzadzenia. Te zabawy z kuchenka daly poczatek
kolejnym trzem perytonom, co dosy¢ jednoznacznie zidentyfikowalo ich nature
i pochodzenie.

Dzisiaj ta historia moze wydawac sie przede wszystkim zabawna. Trzeba
jednak pamietaé o tym, na czym polegaja naprawde badania naukowe. Dobrze
oddaje to apokryficzny cytat z Einsteina, ktéry (nie) powiedzial, ze gdybysmy
wiedzieli, czym jest to, co robimy, nie nazywaloby si¢ to nauka. Niekiedy mozna
sobie przemysle¢ i przygotowaé droge do odkryé¢, czesto jednak badaczom

udaje sie zobaczy¢ zjawiska nowe i niezrozumiale, ktére dopiero domagaja sie
jakiegokolwiek wyjasnienia. To wlasnie niespodzianki sprawiaja, ze nauka jest
tak pasjonujaca. I czasem wiedzie na manowce.

Kraysztof TURZYNSKI
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Lancuchy Markowa — czeS¢ 2
BO/I"HOmZGJ BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem spojrzymy na tancuchy Markowa pod nieco innym katem — bedziemy
analizowa¢ ich $redni czas dojscia do okreslonego stanu, mierzony liczba krokdw.
Jako przyklad rozwiazemy nastepujace zadanie, ktore pojawilo si¢ na Obozie
Naukowym Olimpiady Matematycznej w Zwardoniu w 2001 roku.

Pewnego wieczora Fredek opowiada dowcipy, przy czym wybiera je losowo

(z jednakowym prawdopodobieristwem) z 3-elementowego zbioru znanych sobie
dowcipow. Paula $mieszy tylko jeden dowcip Fredka i Smieje sie zawsze, kiedy
Fredek go opowiada. Andrzej $Smieje sie z kazdego dowcipu, ktdrego nie pamieta,
a pamieta zawsze dwa poprzednie. Maniek zas Smieje sie wtedy, gdy Fredek
opowiada ten sam dowcip, co przed chwilg. Kiedy po raz drugi z rzedu nikt
nie $mieje sie z opowiadanego dowcipu, Fredek obrazony idzie spacé. Wyznaczyé
warto$é oczekiwang liczby dowcipow, ktore Fredek opowie tego wieczora.

Rozwigzanie. Niech A, B, C beda dowcipami Fredka, przy czym dowcipem
bawigcym Paula jest C. Fredek zakonczy opowiadanie dowcipéw po wystapieniu
ciggu ABAB lub BABA. Mozemy rozwazy¢ nastepujace stany, zaleznie od tego,
jak konczy sie ciag opowiadanych dowcipow.

Sc — stan poczatkowy lub cigg zakonczony na C,
Sa — ciag zakonczony na A, ale nie na BA,
Sp — ciag zakonczony na B, ale nie na AB,

Sap — ciag zakonczony na AB, ale nie na BAB,
Spa — ciag zakonczony na BA, ale nie na ABA,
Sapa — ciag zakonczony na ABA, ale nie na BABA,
Spap - ciag zakonczony na BAB, ale nie na ABAB,
Skoniec — Clag zakonczony na ABAB lub BABA.

Niech E; oznacza warto$¢ oczekiwana liczby opowiedzianych dowcipow pod

warunkiem rozpoczecia od stanu S;. Oczywiscie Fyoniec = 0, & poszukujemy FE¢.
Dla przykladu, w stanie S4p mamy mozliwe trzy przejscia: dowcip A przeniesie nas
do stanu Sapa, dowcip B do stanu Spg, a dowcip C do stanu Sc. Wynika z tego,
7e Bap =1+ %EC + %EB + %EABA. Analogicznie dla pozostalych sze$ciu stanéw:

Ec=1+3%Ec+ 3Ea+ 1E5, Era=1+43%Ec+ sEa+ $Eas,
Ep =1+ 31Ec+ 3Ep+ 5EBa, Epa=1+3Ec+ 3Ea+ $Epas,
Eapa =1+ Ec+ $E4, Epap =1+ 3Ec + 3Ep.

Mozemy ulatwié sobie obliczenia, gdyz ze wzgledu na symetrie zachodza
rownosci B4 = Eg, Eap = Epa, Eapa = Epap. Bezposredni rachunek prowadzi
do F¢ = 60, wiec zanosi sie na dlugi, meczacy wieczoér.

Zadania

1. Robaczek wdrapuje sie na drzewo do swojej dziupli, ktéra znajduje sie na
wysokosci 40 cm. W kazdej minucie z prawdopodobienstwem p wchodzi
10 cm wyzej lub (z prawdopodobienistwem 1 — p) zeslizguje sie 10 cm w dét
(z wyjatkiem sytuacji, w ktérej jest u podnéza drzewa — stamtad zawsze idzie
w gore). W zaleznosci od p wyznaczyé wartosé oczekiwana czasu potrzebnego
robaczkowi na dotarcie do dziupli z podnéza drzewa.

2. W urnie A znajduje si¢ 8 kul biatych, a w urnie B 8 kul czarnych. Losujemy
po jednej kuli z kazdej urny, nastepnie kule z urny A wkladamy do urny B,
a kule z urny B do urny A. Jaka jest wartos¢ oczekiwana liczby losowan, po
ktérej liczby kul biatych i czarnych w obu urnach beda réwne?

3. Rzucamy szescienna kostka do gry i badamy iloczyn wszystkich liczb
wyrzuconych oczek (powtarzajace sie mnozymy tyle razy, ile si¢ powtarzaja).
Konczymy zabawe, gdy iloczyn bedzie mial dwie ostatnie cyfry réwne 0.
Wyznaczy¢ wartosé oczekiwana liczby rzutow.

4. Na centralnym polu szachownicy 3 x 5 stoi skoczek i porusza si¢ zgodnie
z szachowymi regulami, za kazdym razem losujac ruch ze wszystkich
dostepnych (z jednakowym prawdopodobienistwem). Skoczek koniczy zabawe,
gdy wréci na centralne pole. Wyznaczy¢ wartosé oczekiwang liczby ruchéw
skoczka.
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KONKURS LITERACKI
POLSKIE] FUNDAC)I FANTASTYKI NAUKOWE]

Czwarta edycja konkursu literackiego Polskiej Fundacji Fantastyki Naukowej

Polska Fundacja Fantastyki Naukowej (PFFN) ogtasza nabor opowiadan na coroczny konkurs, ktérego celem
jest wytonienie najlepszych tekstéw utrzymanych w konwencji fantastyki naukowej, napisanych przez
debiutantow. Tegoroczna edycja konkursu'objeta zostata honorowymi patronatami Polskiego Towarzystwa
Informatycznego i The Lem Estate oraz patronatami medialnymi miesiecznikow;;Delta” i, Mtody Technik”.
Podobnie jak w przypadku wczeséniejszych edycji, czwarta odstona konkursu PFFN jest skierowana do autorek
i autorow, ktorzy ukonczyli 16 lat i nie opublikowali jeszcze zadnej ksigzki lub wydali co najwyzej jedng ksigzke
droga self-publishingu.

Przyjmowane beda oryginalne, samodzielnie napisane opowiadania, nigdzie dotychczas niepublikowane.
Idea konkursu jest promocja polskich twoércow — przy zachowaniu dbatosci o rozwoj fantastyki naukowej,
zatem tresc zgtoszonej pracy musi by¢ w znaczacym stopniu oparta na fundamencie obowigzujgcych praw,
teorii albo prognoz naukowych badz na ich logicznym rozwinieciu zgodnym ze wspotczesna wiedza naukowa.

Prace konkursowe, liczace od 15 000 do 50 000 znakow (ze spacjami), nalezy wysytac droga elektroniczng
na adres: konkurs@pffn.org.pl. Opowiadania beda przyjmowane od 1 lipca do 30 wrzesnia 2023 roku.
Pefny regulamin oraz niezbedne formularze znalez¢ mozna na stronie: pffn.org.pl/konkurs/

Komitet Organizacyjny, przyjmujacy prace i kwalifikujacy je pod wzgledem spetnienia wymogoéw formalnych
oraz jakosci warsztatu literackiego, tworza:

» Grzegorz Czapski (komisarz) « dr Aleksandra Janusz-Kaminska (recenzent)

« dr Paulina Klimentowska (recenzent) -tukasz Marek Fiema (recenzent) » Adrian Szczerba (recenzent)

Zakwalifikowane prace konkursowe, celem okreslenia ich wartosci oraz nadania punktacji, poddane zostana
ocenie Jury w sktadzie:

- dr Wiktor Jazniewicz « dr tukasz Kucharczyk - dr Elzbieta Kuligowska

» Hubert Kijek » Magdalena Salik

Ogloszenie wynikéw nastapi do 31 marca 2024 roku.

Autorka iluistracji: Vivi Ekhart



	,,Experyment'' z nieskończonością
	Zadania
	Nowe przygody papierowej tasiemki
	Co kodują cienie?
	Twierdzenie Tomaszewskiego
	Przypadki chodzą po… laboratoriach
	Wyniki olimpiad 2022/2023
	Problem kozy a piłka w puszce
	ALPINE: holistyczne spojrzenie na młode galaktyki we wczesnym Wszechświecie
	Janek matematyk
	Klub44
	Prosto z nieba: Najsamotniejsze galaktyki we Wszechświecie
	Niebo w sierpniu
	Najgorszy sort odkrycia naukowego
	Łańcuchy Markowa – część 2

