Problem kozy a pitka w puszce
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W popularnym dowcipie kury na pewnej farmie
przestaly sktadaé¢ jajka, wiec poproszono o pomoc
fizyka teoretycznego. Ten po tygodniu wroécit

z rozwigzaniem problemu — zastrzegl jednak, ze jego
rozwigzanie dziata jedynie dla sferycznych kur

w prézni.

Nieco podobnie jest z geometrycznym problemem kozy,
o ktérym w AS, pisal Jerzy Pryga. Wyjéciowe zadanie
dotyczylo kozy na okraglym pastwisku, ale matematycy
zauwazyli, ze analogiczne zagadnienie w trzech
wymiarach jest latwiejsze, wigc postanowili zajac¢
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sie wlagnie nim. Zeby nadaé¢ problemowi namiastke
realnosci, podmienimy koze na kanarka i pastwisko

na klatke. Brzmi on wtedy nastepujaco: wewnatrz
sferycznej klatki zamknigty jest kanarek, dodatkowo
przywiazany za nézke sznurkiem do pewnego punktu
klatki (zob. rys. 1). Jaki powinien by¢ stosunek diugosci
sznurka do promienia klatki, by kanarek mial dostep
doktadnie do potowy objetosci klatki?

Jak za chwile sie przekonamy, znalezienie wlasciwej
dlugosci sznurka nie wymaga zaawansowanej
matematyki.
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O, r — $rodek i promien klatki;

P, s — punkt zaczepienia i dtugosé
sznurka;

IT - plaszczyzna przecigcia sfer S(O, r)
i S(P,s)

Rys. 2. Pitka w puszce: czasza sfery ma
to samo pole co odpowiadajacy jej
fragment walca

Czytelnika zainteresowanego zglebianiem
tajemnic kéz i kanarkéw odsytam do
oryginalnego artykutu na ten temat:
Graham Jameson, Nicholas Jameson,
Goats and birds, ,The Mathematical
Gazette”, 2017.

Pitka w puszce. W artykule Pitka w puszce (A},) Marek Kordos pokazal —
idac $ladami Archimedesa — ze jesli kule o promieniu r wlozymy do pionowego
walca o tym samym promieniu, a nastepnie przetniemy ja dwiema poziomymi
plaszczyznami odlegltymi o h > 0, to powstale plasterki kuli i walca beda miaty
taka sama powierzchni¢ boczna: 27r - h. W szczegdlnosci, gdy jedno z cigé
przebiega stycznie do kuli, otrzymujemy wzoér na pole powstalej na sferze czaszy
(zob. rys. 2).

W sytuacji jak na rysunku, gdy czasza jest wyznaczona przez kat «, tatwo jest
odezytaé réwnosé h = r — rcos a, a wiec pole czaszy wynosi 2772(1 — cos ). Ten
wzér mozna zapisa¢ w rownowazny, dobrze zapadajacy w pamie¢ sposob:

Zadanie. Jesli w pewnym punkcie sfery oprzemy iglte cyrkla, a jego rysikiem
zaznaczymy na sferze okrag, to pole czaszy ograniczonej tym okregiem jest dane
wzorem mR?, gdzie R jest odlegtoéciag miedzy igla a rysikiem. Uwaga: promien sfery
nie gra tu roli!

Mozemy tez na tej podstawie obliczy¢ objetosé wycinka kuli wyznaczonego przez
czasze — objetos¢ ta jest proporcjonalna do pola czaszy, a wiec wynosi:
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2mr7(1 — cosa) | %mﬂ?’ = Zar3(1 — cos ).
pole sfery 4r? 3 3
Roéwnanie dlugosci sznurka. Wré6émy do problemu kanarka. Obszar, do
ktérego ma on dostep, jest przedzielony plaszczyzna IT na dwie czesci (zob.
rys. 1); wyznaczmy najpierw objetos¢ tej po prawej stronie II. Mozna ja
przedstawi¢ jako réznice objetosci wycinka kuli oraz stozka o wierzchotku
w O. Objeto$¢ wycinka obliczyliSmy juz powyzej (jest to %7‘(?"3(1 —cosa)),
a stozek ma wysokoS¢ r cos « 1 promien podstawy 7 sin «, wiec jego objetosé
to % -rcosa - m(rsina)?. Analogicznie wyznaczamy objeto$é lewej czesci obszaru.
W efekcie, po skorzystaniu z ,,jedynki trygonometrycznej”, interesujace nas
rOwnanie to:

2mr®(cos® @ — 3cosa + 2) + $ms®(cos® B — 3cos B +2) = & - .
Mozna je jednak znaczaco uproscié, korzystajac z zaleznosci s = 2r cos 8
ia=m—20 (ktére wynikaja z réwnoramiennosci trojkata zaznaczonego

na rys. 1). Po zastosowaniu pierwszego z nich s znika z pola widzenia, r zreszta
réwniez, gdyz r3 sie skraca. Drugie daje nam cosa = 1 — 2cos? 3, i w rezultacie
pozostaje réwnanie na cos 3: 8 cos® 3 — 6 cos* B = 1. Interesujacy nas stosunek
dtugosci sznurka do promienia klatki, z := 2, to nic innego jak 2cos 3, wigc
spelnia on réwnanie:

ole czas
PO CZATZY | objetosé kuli =

8z® — 32" = 8.
W interesujacym nas przedziale (0,2) jest tylko jedno rozwiazanie: x &~ 1,23.
A gdyby$my z jakiego$ powodu uparli sie, ze rozwiazanie chcemy zobaczy¢
w postaci jawnej, to i na to jest rada — dla réwnan czwartego stopnia dostepne
sa wzory Cardano—Ferrari, ktére w naszym przypadku daja:
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