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Rozwigzanie zadania M 1753.
Rozwazmy konfiguracje taka, jak na
rysunku.

Czworokat ABOC jest rombem, wigc
rzuty prostokatne odcinkéw AC i BO na
prosta XY sa réwne, czyli OB; = A1C1.
Poniewaz OX = OY, dostajemy

XBy =X0+0B; =
=0Y 4+ A1C1 = OA; + C1Y,

co konczy rozwigzanie.

Twierdzenie Tomaszewskiego

Zbiér E ma 6m elementéw, gdyz kazdemu trdjkatowi w grafie odpowiada

3! = 6 elementéw W3. Rzut prostokatny zbioru E na plaszczyzne OXY

(tzn. zbiér E,,) zawiera wylacznie pary wierzchotkéw polaczonych krawedzig.
Poniewaz kazda krawedz wyznacza dwa wierzchotki, wigc liczba wierzchotkdw
w zbiorze L, nie przekracza 2k, gdzie k jest liczba krawedzi. Podobnie

jest w kazdym z pozostatych rzutéw E,, oraz E,, zbioru E. Zatem zgodnie

z nieréwnoscia Loomisa-Whitneya (6m)? < 2k - 2k - 2k, skad wynika teza. (]

Oszacowanie liczby tréjkatow w grafie ma pewien zwiazek z teoria baz danych
w kontekscie zapytarn tréjkatnych (triangle queries), ktére czesto pojawiaja

sie w sytuacjach praktycznych. Ograniczenie z twierdzenia pomaga oszacowad
zlozono$¢ algorytméw, ktére realizuja te zapytania. Wiecej na ten temat mozna
przeczytaé na przyklad w rozdziale 1.2 pracy Hunga Ngo |Worst-Case Optimal
Join Algorithms: Techniques, Results, and Open Problems, dostepnej w serwisie
arxiv.org. A poniewaz tréjkaty w grafach sg takie przydatne, przedstawimy
jeszcze jedno klasyczne twierdzenie, ktore jest z nimi zwigzane.

Twierdzenie 3 (W. Mantel, 1906). Jesli graf nie zawiera trdjkgtéw, to ma

co najwyzej %2 krawedzi.

Dowdd. Niech G = {v1,v2,...,v,} bedzie grafem o n wierzchotkach,
niezawierajacym tréjkata. Przez d; oznaczmy liczbe krawedzi wychodzacych

z wierzcholka v;. Niech A bedzie najwigkszym w G zbiorem wierzchotkow,

w ktérym zadne dwa wierzcholki nie sg polaczone krawedzia. Zauwazmy, ze
zbiér B = G\ A zawiera przynajmniej jeden z koncéw kazdej krawedzi, zatem
|E] < )2, cpdi (wsumie po prawej stronie liczone sa wszystkie krawedzie, przy
czym dwukrotnie liczone sa te migdzy dwoma wierzchotkami z B). Ponadto
jesli wezmiemy dowolny wierzchotek, to zaden z jego sasiadéw nie moze by¢
polaczony (inaczej powstalby tréjkat), w zwiazku z czym liczba tych sasiadéw
nie moze by¢ wigksza od |A| (z definicji zbioru A). Stosujac nier6wnos$é¢ miedzy
$rednig arytmetyczng i geometryczna, otrzymujemy zatem

A1+ 1B\?_ n?
E| < d; <|Bl-|A[< | ——F—) =—,
CEDY -1 < (4 .

co konczy dowdd i niniejszy artykut. [

Aleksander PAWLEWICZ

W kwietniu 1986 roku na tamach czasopisma ,, The American Mathematical
Monthly” Richard Guy zaprezentowal pewna hipoteze, wskazujac jako jej autora
Boguslava Tomaszewskiego. Hipoteza brzmiata tak:

Hipoteza. Rozwazmy n liczb rzeczywistych aq,as,. .., a, spelniajacych réwnosé
a? + ...+ a2 = 1. Czy wéréd 2" wyrazei postaci |g1a1 + ... + na,|, gdzie kazda
z liczb €1, ..., &, jest rowna +1 lub —1, wyrazen o wartosci > 1 moze by¢ wiecej
niz tych o wartoéci < 17

Przez 34 lata problem pozostawal otwarty. Pomimo licznych préb nie byt znany
zaden dowdd potwierdzajacy hipoteze ani ja obalajacy. Dopiero w 2020 roku

na portalu arxiv.org pojawil si¢ artykut Proof of Tomaszewski’s Conjecture

on Randomly Signed Sums zawierajacy negatywna odpowiedz na postawione
wyzej pytanie. Autorami artykulu sg Nathan Keller i Ohad Klein. Praca ta

po pewnych modyfikacjach liczy 76 stron, a w skréconej wersji ukazala sie

w ,,Advances in Mathematics”. Juz sama objetos¢ swiadczy o duzej trudnosci
dowodu.

W niniejszym artykule zwigzle przedstawimy histori¢ problemu, a takze
pewne wnioski wynikajace z hipotezy, ktora aktualnie mozemy juz nazywaé
twierdzeniem: sposréd wyrazen postaci |e1a1 + ... + epa,| co najmniej potowa
musi by¢ nie wieksza od 1. Sami autorzy dowodu preferuja sformutowanie
probabilistyczne:

Twierdzenie. Niech X = Y7 | a;x;, gdzie q; to liczby speliajace Y., a? = 1,
za$ x; s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartoéci +1 i —1
z réwnym prawdopodobieristwem. Wéwezas P (|X| < 1) > 1.
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https://arxiv.org/abs/1803.09930.pdf
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Niezaleznie od wyboru kierunku
stycznych co najmniej polowa
wierzcholkéw lezy miedzy nimi

Te i wiele innych cennych informacji
o Hipotezie i prébach jej dowodzenia
mozna znalezé we wspomnianym juz
artykule:

N. Keller, O. Klein, Proof of
Tomaszewski’s Conjecture on Randomly
Signed Sums, Adv. Math. 407 (2022).
Artykul dostepny réwniez pod adresem
https://arxiv.org/abs/2006.16834

Oszacowanie obok warto poréwnaé

z centralnym twierdzeniem granicznym:
wedlug niego rozklad zmiennej losowej
w zbiega przy m — oo do
rozkladu normalnego, w szczegdlnosci
prawdopodobienstwo
P(lor+... +aal <V
P(|NV(0,1)] < 1) = 0,68.
Jest to lepszy wynik, ale prawdziwy
jedynie w granicy. Dla ustalonego n
prawdopodobienstwo moze by¢ istotnie
mniejsze.

) zbiega do

Istotnie, w opisanym modelu kazdy z 2" mozliwych ciagdéw e1,...,e, jest réwnie
prawdopodobny jako wynik losowania x1, ..., z,. Prawdopodobieristwo P(|X| < 1)
opisuje wiec proporcje liczby dobrych ciagéw (czyli takich, dla ktérych omawiane
wyrazenie jest nie wieksze od 1) do liczby wszystkich ciagéw.

To samo twierdzenie mozna réwnowaznie sformutowaé jeszcze inaczej: jesli
w n-wymiarowa kostke wpisano n-wymiarows kule, a nastepnie wybrano
dwie réwnolegle hiperplaszczyzny styczne do kuli, to przynajmniej potowa
wierzchotkéw kostki lezy pomiedzy tymi hiperplaszczyznami (lub na nich).
Tlustracje dla n = 2 zamieszczamy obok.

Historia. Zanim uzyskano nieréwno$¢ sformutowana w powyzszym twierdzeniu,
przez kilkanadcie lat otrzymywano stopniowo coraz lepsze oszacowania.
Pierwszym znaczacym wynikiem na tym polu byta nieréwnosé P(|X| < 1) >
otrzymana w 2002 roku przez A. Ben-Tala, A. Nemirovskiego i C. Roosa.
Kolejny rezultat uzyskat w 2012 roku I. Shnurnikov — udowodnit mianowicie
nieréwno$é P(|X| < 1) > 0,36. Pierwszymi, kt6rzy przekroczyli bariere 3/8,
byli R. B. Boppana i R. Holzman. W 2017 roku wykazali oni, ze wartos¢
P(|X| < 1) moze by¢ oszacowana z dotu przez 0,406. Kolejne dwa ograniczenia
dolne ukazaly si¢ w podobnym czasie. Najpierw R. B. Boppana i H. Hendriks
wykazali, ze P(|X| < 1) > 0,428, a nastepnie V. Dvordk, P. van Hintum i M. Tiba
pokazali, ze po prawej stronie powyzszej nieréwnosci mozna wstawi¢ 0,46. Dwa
ostatnie wyniki zostaty opublikowane w latach 2020 i 2021.

1
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W czasie gdy dowodzono coraz lepsze oszacowania dolne, omowione powyzej,
pojawialy sie takze coraz lepsze wyniki dowodzace pozadanej nieréwnosci
P(X|<1) > % w szczegblnych przypadkach. Najpierw w roku 1992 pojawit

sie dowdd twierdzenia, gdy liczba zmiennych x; i liczb a; nie przekracza
dziewieciu. Wynik ten zawdzieczamy R. Holzmanowi i D. J. Kleitmanowi. Innym
kierunkiem dowodzenia hipotezy bylo wykazanie jej dla wszystkich a; réwnych.
Dokonat tego M. C. A. van Zuijlen w roku 2011. Kilka lat p6zniej, w roku 2018
T. Toufar udowodnil sformulowana w twierdzeniu nieré6wnos¢ przy zalozeniu,
ze wszystkie poza jednym a; sa réwne. Nieco innym kierunkiem uogdélnienn byto
wykazanie w roku 2015 przez V. K. Bentkusa i D. Dzindzalieta, ze nieréwnos¢
jest prawdziwa, gdy najwieksza z liczb |a;| nie przekracza 0,16.

‘Whioski ptynace z twierdzenia. Aby zilustrowaé twierdzenie, oméwimy
teraz jego szczegblny przypadek: pewna nieréwnos$é¢ dwumianows. Przyjmijmy,
ze wszystkie wspoélczynniki aq, ..., a, sa réwne, czyli niech a; = ﬁ Na mocy
twierdzenia Tomaszewskiego wiemy, ze

1

P(lz1 + ... 4+ x| < V/n) 2 3
gdzie x; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie P(z; = £1) = %

Wréémy do sformutowania deterministycznego. Powyzsza nieréwnosé oznacza, ze
sposrod wszystkich 2™ wyboréw wartosci +1 w ciagu €1, ..., &, mamy

ler+ ... +en] <Vn
dla co najmniej polowy z nich, a wiec co najmniej 2" 1. Odpowiedzmy teraz
w inny sposob na pytanie o liczbe takich wyboréw. Jesli w wybranym ciagu jest
k liczb +1in — k liczb —1, to suma &1 + ...+ &, wynosi k — (n — k), czyli 2k —n.
Warunek |e1 + ...+ &,| < /1 sprowadza si¢ wiec do
n—n n++n
2 2
Dla ustalonego k spelniajacego te warunki mozliwych ustawien +1 jest (Z), co
pozwala przeformulowaé nasza nieréwnos$¢ w postaci:
|. n+vn

> |
£ ()or

k=[]

2

<k<

Whiosek: okoto /n najwigkszych wyrazéw ciagu o wyrazach (Z) daje w sumie
wiecej, niz pozostale wyrazy tego ciagu.
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