Opisana operacja na ciagach (zlozenie

w ksztalt B tasiemki poskladanej
uprzednio w ksztalt A) jest (co nie
wydaje si¢ oczywiste) laczna
((A*B)+«C =A% (B=xC)). Ma to
kluczowe znaczenie, takze dla dowodu
pewnych przytoczonych w artykule
faktow.

Cigg L réwniez daje smoczg krzywsa, choé
odbitg symetrycznie.

Moéwiac o ,réwnowaznosci”, mamy na
mys$li przyblizanie tej samej granicznej
figury.

Brak stykajacych sie zakretéw to po
czesci wina siatki szesciokatnej.
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Rys. 1

Przez moc zbioru skoriczonego rozumiemy
liczbe jego elementéw. Moc zbioru E
bedziemy oznaczaé przez |E|.

Jeszcze tylko kilka sléw na temat kodowania opisanych fraktali. We Fraktalnym
Swiecie. .. byla mowa o przetwarzaniu ciggéw (np. LLPLLPP) opisujacych kolejne
zakrety krzywej. Przechodzac do kolejnej iteracji, pomiedzy kazde dwie litery
dotychczasowego ciagu (a takze na poczatku i na koticu) wstawiamy ,,wzor
sktadania”, przy czym co druga wstawke ,sprzegamy”. Sprzezenie polega na
odwréceniu kolejnosci zakretéw i zamianie ich na przeciwne (np. PPLP = LPLL).
Odwracanie tasiemki na druga strone realizujemy poprzez zamiane wszystkich
liter na przeciwne (tj. P <> L), bez odwracania kolejnosci. Dla trdjmuszki pierwsze
trzy ciagi prezentuja sie nastepujaco (akurat PL = PL):

p.  pLLpLPpL  PLLPLPPLPPLLPLPPLLPLLPLPPL
Warto tu wspomnie¢ o mozliwosci opisywania tej samej konstrukeji za pomoca
roznych podstawowych ciagéw zagie¢. Na przyklad klasyczna smocza krzywa
generujemy za pomocy ciagu P, ale moglibysmy uzy¢ PPL. Jesli bedziemy
stosowaé¢ odwracanie tasiemki (po kazdym zlozeniu), to przedstawione sposoby
sktadania przestana by¢ ,réwnowazne”. ;Metoda P” zaprowadzi nas do trojkata,
a ,metoda PPL” z odwracaniem za kazdym razem okazuje si¢ innym sposobem
opisu ,,metody P” z odwracaniem co drugi raz.

Na zakonczenie jeszcze jeden przyklad: sktadanie PP, czyli na trzy czesci, ale
do s$rodka, zamiast w tréjsmocza harmonijke. W trzecim kroku konstrukeji

ciag zakretéw zawiera juz fragment PPPP, czyli zakrecajac o 90°, otrzymamy
samoprzeciecie (z nalozeniem na siebie calych odcinkéw krzywej). Warto zatem
rozwazy¢ jakis rozwarty kat sktadania. Zostata nam jeszcze jedna elegancka
siatka na plaszczyznie — szeSciokatna. Jesli damy jej szanse, zaginajac nasza
krzywa pod katem 120°, otrzymamy intrygujacy fraktalny wzorek, ktory nie
tylko nie ma samoprzecieé¢, ale nawet nie ma stykajacych sie wierzchotkéw! Nie
tworzy tez jednak wypelnionej figury.

To teraz jeszcze, z przyzwyczajenia, zmodyfikujmy konstrukcje poprzez
kazdorazowe odwracanie. Wyglada znajomo? Zaiste fraktalny jest $wiat
papierowej tasiemki!
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Co koduja cienie? Jarostaw GORNICKI*

Spektakularne wykorzystanie cienia pokazal w Starozytnosci Eratostenes,
szacujac okoto 240 r. p.n.e. wielko$¢ Ziemi. PrzesledZzmy jego rozumowanie.

W dniu przesilenia letniego w Syene (dzisiejszy Assuan) stojacy prosto drag nie
rzuca cienia w potudnie. W tym samym momencie drag w Aleksandrii rzuca
cien, ktéry odpowiada katowi v = 7%" (= 25 - 360°), jak na rysunku 1.

Eratostenes przyjal, ze Aleksandria i Syene leza na tym samym poludniku
(w rzeczywistosdei Syene lezy o 3° na wschéd od Aleksandrii) i odlegto$é miedzy
nimi jest réwna 5000 stadiéw (1 stadion ~ 160 m). Daje to dlugo$é potudnikowego
obwodu Ziemi réwna 250 000 stadiéw, czyli okoto 40000 km. Catkiem niezle!

Pozostajac w cieniu geometrii, rozwazmy teraz nastepujacy problem. Zatézmy,
ze E C R? jest skoficzonym zbiorem punktéw (ogdlnie, zbiorem ograniczonym
i domknigtym), dla ktérego znamy jego rzuty prostokatne E,, E,., E,, na
trzy wzajemnie prostopadle plaszczyzny. Czy mozna oszacowaé moc (objetosé)
zbioru E, znajac jedynie moc (pole) jego rzutéw? Pozytywna odpowiedz

na to pytanie daje nieréwnos$¢ Loomisa—Whitneya, ktorej najprostsza wersje
prezentujemy ponizej:
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Rys. 2. Punkty zbioru E oznaczono
kolorem. Nieréwno$¢ |E| < |Eg.| - |Eyz|
jest oczywista i oznacza jedynie, ze

w zbiorze E jest nie wiecej punktéw niz
w opisanym na nim prostokacie

Twierdzenie 1 (nieréwno$¢ Loomisa—Whitneya, 1949). Dia dowolnego
skoriczonego zbioru punktéw E C R3

1B| < /| By | Bl | By,
gdzie Eyy, E.., By, to rzuty prostokgine zbioru E na trzy wzajemnie prostopadie
plaszczyzny.

Dowdéd. Poprowadzimy rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na liczbe réznych
wspolrzednych z-owych w zbiorze E.

Zatézmy najpierw, ze wszystkie punkty zbioru E leza na jednej plaszczyznie
réwnoleglej do plaszczyzny OXY. W tym przypadku |E| = |Eg,| i dla punktéw
lezacych na wyréznionej plaszczyznie zachodzi |E| < |Eg.| - |Ey.| (rys. 2), wiec
nier6wno$¢ bedaca teza twierdzenia jest prawdziwa.

Zalézmy, ze nieréwnosé jest prawdziwa dla k > 1 (lub mniej) réznych
wspolrzednych z-owych w zbiorze FE. Rozwazmy przypadek, gdy tych
wspolrzednych jest k + 1. Niech 7 bedzie plaszczyzna rownolegla do
plaszczyzny OXY, ktéra dzieli zbiér E na dwa niepuste zbiory F' i G i nie
zawiera punktéw zbioru E. Wtedy

|E| = [F[+ |G, Bzl = [Fazl +|Gazl, [Eyz| = [Fyz| +1Gyzl,
i oczywiscie

|Fayl < |Eay| 1 [Gayl| < |Eayl.

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnych liczb a, b, c,d > 0 prawdziwa jest nieréwnosé
Vab + vVed < \/(a+ ¢)(b+ d), co tatwo sprawdzamy przez podniesienie
obu stron nieréwnosci do kwadratu. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego
i przedstawionych zalezno$ci, dostajemy:

|E| = |F| + |G‘ < \/|FLy| : |FM‘ : |FyZ| + \/|G»Ly| ' ‘GIZ| : |Gy2| <
< V1B - (VI TRl + V1G] 1Gyel) <
< VB (VIFT 1G] - VIFT 1G] ) =

= \/lEIyl | Eaz| - |Eyzl.
Odwotanie do twierdzenia o indukcji matematycznej konczy uzasadnienie. (]

W ogélnosci nieréwnosé Loomisa—Whitneya pozwala na przyklad stwierdzié, ze:

Objetosé bryly tréjwymiarowej nie jest wieksza od pierwiastka kwadratowego
z iloczynu pol rzutéw prostokgtnych tej bryly na trzy wzajemnie prostopadle
plaszczyzny.

Na przyklad tatwiej oszacowaé objetos¢ bryly, ktérej trzy rzuty prostokatne
daja cienie w ksztalcie kota, kwadratu i trojkata réwnoramiennego, niz jg sobie

wyobrazi¢ (rys. 3). Jesli bok kwadratu ma mieé¢ dtugosé 1, to prawa strona

nieréwnosci Loomisa—Whitneya jest w tym przypadku réwna g ~ 0,886. A jaka

jest objeto$é tej bryty? Cho¢ nieréwnos¢ Loomisa—Whitneya ma charakter
geometryczno-analityczny, to jej rozmaite warianty (uogdlnienia) pojawiaja
sie m.in. w analizie funkcjonalnej, probabilistyce, algebrze, teorii informacji.
Pokazemy teraz takie nieoczekiwane zastosowanie w teorii grafow.

Grafem na plaszczyZnie nazwiemy skoniczony zbiér punktéw (wierzchotkdéw)

i krawedzi taczacych niektére z nich. Wykluczamy wystepowanie petli, czyli
krawedzi o tym samym poczatku i koncu, oraz krawedzi wielokrotnie laczacych
te sama pare wierzchotkéw. Przez trojkgt w grafie rozumiemy zbior trzech
wierzchotkéw potaczonych krawedziami.

V2k3

Twierdzenie 2. Jesli graf zawiera k krawedzi, to ma co najwyzej 5

trojkgtow.

Dowdd. Niech W bedzie zbiorem wierzchotkéow grafu. Oznaczmy przez m
liczbe wystepujacych w nim tréjkatéw. Zbiér W3 C R? jest zbiorem
uporzadkowanym tréjek wierzcholkéw. Niech E C W3 bedzie zbiorem
wszystkich tréjek wierzchotkow, ktore tworza w rozwazanym grafie tréjkat.
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Rozwigzanie zadania M 1753.
Rozwazmy konfiguracje taka, jak na
rysunku.

Czworokat ABOC jest rombem, wigc
rzuty prostokatne odcinkéw AC i BO na
prosta XY sa réwne, czyli OB; = A1C1.
Poniewaz OX = OY, dostajemy

XBy =X0+0B; =
=0Y 4+ A1C1 = OA; + C1Y,

co konczy rozwigzanie.

Twierdzenie Tomaszewskiego

Zbiér E ma 6m elementéw, gdyz kazdemu trdjkatowi w grafie odpowiada

3! = 6 elementéw W3. Rzut prostokatny zbioru E na plaszczyzne OXY

(tzn. zbiér E,,) zawiera wylacznie pary wierzchotkéw polaczonych krawedzig.
Poniewaz kazda krawedz wyznacza dwa wierzchotki, wigc liczba wierzchotkdw
w zbiorze L, nie przekracza 2k, gdzie k jest liczba krawedzi. Podobnie

jest w kazdym z pozostatych rzutéw E,, oraz E,, zbioru E. Zatem zgodnie

z nieréwnoscia Loomisa-Whitneya (6m)? < 2k - 2k - 2k, skad wynika teza. (]

Oszacowanie liczby tréjkatow w grafie ma pewien zwiazek z teoria baz danych
w kontekscie zapytarn tréjkatnych (triangle queries), ktére czesto pojawiaja

sie w sytuacjach praktycznych. Ograniczenie z twierdzenia pomaga oszacowad
zlozono$¢ algorytméw, ktére realizuja te zapytania. Wiecej na ten temat mozna
przeczytaé na przyklad w rozdziale 1.2 pracy Hunga Ngo |Worst-Case Optimal
Join Algorithms: Techniques, Results, and Open Problems, dostepnej w serwisie
arxiv.org. A poniewaz tréjkaty w grafach sg takie przydatne, przedstawimy
jeszcze jedno klasyczne twierdzenie, ktore jest z nimi zwigzane.

Twierdzenie 3 (W. Mantel, 1906). Jesli graf nie zawiera trdjkgtéw, to ma

co najwyzej %2 krawedzi.

Dowdd. Niech G = {v1,v2,...,v,} bedzie grafem o n wierzchotkach,
niezawierajacym tréjkata. Przez d; oznaczmy liczbe krawedzi wychodzacych

z wierzcholka v;. Niech A bedzie najwigkszym w G zbiorem wierzchotkow,

w ktérym zadne dwa wierzcholki nie sg polaczone krawedzia. Zauwazmy, ze
zbiér B = G\ A zawiera przynajmniej jeden z koncéw kazdej krawedzi, zatem
|E] < )2, cpdi (wsumie po prawej stronie liczone sa wszystkie krawedzie, przy
czym dwukrotnie liczone sa te migdzy dwoma wierzchotkami z B). Ponadto
jesli wezmiemy dowolny wierzchotek, to zaden z jego sasiadéw nie moze by¢
polaczony (inaczej powstalby tréjkat), w zwiazku z czym liczba tych sasiadéw
nie moze by¢ wigksza od |A| (z definicji zbioru A). Stosujac nier6wnos$é¢ miedzy
$rednig arytmetyczng i geometryczna, otrzymujemy zatem

A1+ 1B\?_ n?
E| < d; <|Bl-|A[< | ——F—) =—,
CEDY -1 < (4 .

co konczy dowdd i niniejszy artykut. [

Aleksander PAWLEWICZ

W kwietniu 1986 roku na tamach czasopisma ,, The American Mathematical
Monthly” Richard Guy zaprezentowal pewna hipoteze, wskazujac jako jej autora
Boguslava Tomaszewskiego. Hipoteza brzmiata tak:

Hipoteza. Rozwazmy n liczb rzeczywistych aq,as,. .., a, spelniajacych réwnosé
a? + ...+ a2 = 1. Czy wéréd 2" wyrazei postaci |g1a1 + ... + na,|, gdzie kazda
z liczb €1, ..., &, jest rowna +1 lub —1, wyrazen o wartosci > 1 moze by¢ wiecej
niz tych o wartoéci < 17

Przez 34 lata problem pozostawal otwarty. Pomimo licznych préb nie byt znany
zaden dowdd potwierdzajacy hipoteze ani ja obalajacy. Dopiero w 2020 roku

na portalu arxiv.org pojawil si¢ artykut Proof of Tomaszewski’s Conjecture

on Randomly Signed Sums zawierajacy negatywna odpowiedz na postawione
wyzej pytanie. Autorami artykulu sg Nathan Keller i Ohad Klein. Praca ta

po pewnych modyfikacjach liczy 76 stron, a w skréconej wersji ukazala sie

w ,,Advances in Mathematics”. Juz sama objetos¢ swiadczy o duzej trudnosci
dowodu.

W niniejszym artykule zwigzle przedstawimy histori¢ problemu, a takze
pewne wnioski wynikajace z hipotezy, ktora aktualnie mozemy juz nazywaé
twierdzeniem: sposréd wyrazen postaci |e1a1 + ... + epa,| co najmniej potowa
musi by¢ nie wieksza od 1. Sami autorzy dowodu preferuja sformutowanie
probabilistyczne:

Twierdzenie. Niech X = Y7 | a;x;, gdzie q; to liczby speliajace Y., a? = 1,
za$ x; s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartoéci +1 i —1
z réwnym prawdopodobieristwem. Wéwezas P (|X| < 1) > 1.
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