Lancuchy Markowa — czes¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy nastepujace zadanie:

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dwdéch zawodnikéw — A i B — gra w szachy, przy czym A rozpoczyna. Kazdy

ruch moze byc dobry lub staby. Wygrywa ten, kto jako pierwszy odpowie

dobrym ruchem na staby ruch przeciwnika. Zawodnik A wykonuje dobry ruch

z prawdopodobienstwem x, a staby z prawdopodobienstwem 1 — x. Analogicznie dla
zawodnika B z warto$ciamiy i 1 —y. Zakladamy, Ze 0 < x <170 <y < 1. Dla jakich
x 1y zwyciestwa A i B sq réwno prawdopodobne?

Rozwigzanie. Zwroé¢my uwage, ze poki nikt nie wygral, sytuacja w rozgrywce

zalezy tylko od ostatniego ruchu. Sa cztery mozliwosci: po dobrym/stabym ruchu
zawodnika A/B. Oznaczmy je przez A+, A—, B+, B—. Moment, w ktérym
zawodnik A rozpoczyna, mozemy rozwazy¢ oddzielnie, ale nie ma takiej koniecznosci,
bo jest on réwnowazny sytuacji B+. Mozemy wiec przyja¢ B+ jako punkt wyjscia.
Do tego dotézmy jeszcze: A (A wygral) i B (B wygral). Na rysunku pokazano

Taki obiekt nazywamy skonczonym {ancuchem

Markowa. Jest on opisany przez pewien zbiér stanow
S1,95,...,5y, oraz prawdopodobienstwa p; ; przejécia

w jednym kroku ze stanu .S; do stanu S; dla wszystkich
i,j €{1,2,...,n}. Oznacza to, ze bedac w stanie S;
tancuch z prawdopodobienstwem p; 1 przejdzie do stanu Si,
z prawdopodobienstwem p; » do stanu Sy i tak dalej. Dla

kazdego i zachowana jest r6wnos$¢ p; 1 +pio+ ... +Dip = 1.

Stany S;, z ktérych nie mozna wyj$é (p;; = 1), nazywamy
pochianiajgcymi. Interesuje nas prawdopodobienstwo
zwyciestwa zawodnika A, czyli ze proces zakoniczy sie

w stanie Sg, pod warunkiem, ze rozpoczat si¢ w Sy.

Na ten problem trzeba spojrze¢ ogdélniej — niech g;

wszystkie sze$¢ sytuacji, przyporzadkowano im liczby od 1 do 6 oraz polaczono je
strzatkami opisujacymi prawdopodobienstwa przejsc.

w stanie Sg, pod warunkiem, ze rozpoczal sic w stanie S;.
Zwrbéémy przy tym uwage, ze gg = 1 i g5 = 0. Ze stanu Sy
mozna przej$é do Sy (z prawdopodobienistwem x) lub

S3 (z prawdopodobienistwem 1 — ). Wynika z tego, ze

q1 = g2 + (1 — x)g3. Analogicznie otrzymujemy réwnosci:

©2=yn+0-yqu, g@=0-yqu, q@u=>10-z)g+z
Po rozwiazaniu uktadu czterech rownan z niewiadomymi

q1, 92, 43, g4 otrzymamy:

1_ . (1-y)
3= = Tty

wiec dla x i y speliajacych ostatnig réwnosé obaj gracze
maja jednakowa szanse na zwyciestwo. Zauwazmy, ze
w szczegolnosci musi zachodzi¢ x > y, gdyz prawa strona

= r—y=zy(l-2)(1-y),

oznacza prawdopodobienstwo, ze proces zakonczy sie
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ostatniej rownosci jest dodatnia.

Zadania

1. Kotek wedruje miedzy domem, przedszkolem, ogrodem, polem i lasem.
Zaczyna w ogrodzie — tam zawsze wybiera jedno z pozostaltych czterech
miejsc. W domu zawsze si¢ bawi, a nastepnie idzie na pole lub do ogrodu.

Po spacerze w lesie kot zawsze idzie albo do ogrodu, albo do przedszkola. Jesli
kot trafi do przedszkola, juz stamtad nie wychodzi (ach, te dzieci. .. ). Za$

na polu kot towi mysz i konczy wedrowke. Obliczyé prawdopodobienstwo
zakoriczenia wedréwki w polu. (Zakladamy, ze wybory kota sa losowe i zawsze
jednakowo prawdopodobne).

2. Student chce kupié¢ swéj ulubiony napdj energetyczny, ktéry

kosztuje 5 zlotych. Niestety, student ma tylko 2 zlote. Postanawia

w takim razie p6js¢ do kasyna, w ktérym za postawiong zlotéwke

z prawdopodobieristwem p mozna wygraé¢ 3 zlote albo straci¢ postawiona
ztotéwke z prawdopodobienstwem 1 — p. Student przestaje graé, gdy uzyska
kwote pozwalajaca kupi¢ napéj albo gdy zostanie bez pieniedzy. W zaleznosci
od p wyznaczy¢ szanse na to, ze student osiagnie swoj cel.

Uwaga. Autor kgcika zdecydowanie nie promuje napojow energetycznych ani
tym bardziej hazardu.

3. Jag i Malgosia rzucaja uczciwa moneta. Jesli w trzech kolejnych

rzutach pojawi sie konfiguracja ORR (O oznacza orla, a R reszke), gra
konczy sie wygrana Jasia, a jesli OOR — wygrana Malgosi. Wyznacz
prawdopodobienstwo wygranej Jasia.

4. Siedmioro dzieci stoi w kregu i bawi si¢ pitka. Kazde z nich, majac

w danej chwili pitke, rzuca ja do dziecka stojacego bezposrednio z lewej
strony (z prawdopodobieristwem p < %) lub bezposrednio z prawej

strony (réwniez z prawdopodobienistwem p) albo zabiera pitke i wraca do
domu (z prawdopodobiefistwem 1 — 2p). W zaleznoéci od p wyznaczyé
prawdopodobienstwo, ze do domu z pitka wréci to samo dziecko, ktére jg przyniosto.
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