*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Wroctawski

Pelna nazwa to Seminarium

z Matematyki Stosowanej Sekcji Ogdlnej
Wydzialu Zastosowarn Parnstwowego
Instytutu Matematycznego [1].

Czaszki z Ngandong sa grupa
skamienialosci ludzkich czaszek odkrytych
w 1931 roku w dolinie rzeki Solo na Jawie
w Indonezji. Czaszki te sa datowane na
okolo 100-200 tysigcy lat i sg uwazane za
pozostatosci hominidéw z gatunku Homo
erectus.

Jan Czekanowski (1882-1965) byt
antropologiem i etnografem. Studiowatl na
Uniwersytecie w Zurychu antropologie,
anatomig, etnografi¢ i matematyke. Byl
uczestnikiem Seminarium we Wroctawiu
(czterokrotnie, wedlug kroniki
Seminarium).
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Rys. 1

Stanistaw Kulczynski (1895-1975), zoolog,
arachnolog, taternik. Rektor
uniwersytetéw we Lwowie i Wroclawiu.
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Macierz rozbieznoéci Kulczynskiego

Poszukiwanie porzadku
Andrzej DABROWSKI*

W roku 1950 jedno z jesiennych posiedzen wroclawskiego Seminarium

z Matematyki Stosowanej poswiecone bylto czaszkom z Ngandong. Antropolodzy
oczekiwali od matematykéw uporzadkowania chronologicznego tych czaszek

na podstawie tablic Czekanowskiego przystanych nam laskawie przez

prof. dra T. Henzla (cytat z kroniki Seminarium).

Porzadek, rozumiany jako liniowy, jest oczekiwany w wielu dziedzinach. Tworzy
sie réznego rodzaju rankingi (dotyczace szkol, uczelni, poparcia politykow).
Trudno o widowiska sportowe bez rankingéw — opartych na mierzonym czasie,
dystansie czy punktach (pieciobdj). Aby poréwnaé czesto trudne do zestawienia
obiekty, buduje si¢ indeksy. W ekonomii stany gieldy ocenia si¢ przez indeksy
gieldowe (np. Dow Jones, WIG), a poziom cen — przez wskaZnik inflacji. Stan
zdrowia populacji ocenia si¢ przez oczekiwany éredni czas zycia czy wskaznik
$miertelnosci niemowlat. Metody poréwnania oparte na rankingach i indeksach
polegaja na przypisaniu obiektom jakiejs liczby. A liczby, jak wiadomo, tatwo
uporzadkowac.

Gorzej, kiedy obiekt mozna opisa¢ zespotem wielu liczb. Jeszcze gorzej, gdy
trudno przypisa¢ mu jakiekolwiek liczby. Taki problem powstaje, gdy trzeba
uporzadkowaé znalezione na starozytnym $mietnisku skorupy z réznymi
motywami (jest to tzw. zagadnienie seriacji w archeologii). Z podobnym
problemem — uporzadkowania w czasie czaszek z Ngandong — zwrécili sig
antropolodzy do matematykdw.

Tablice Czekanowskiego, ktérymi dysponowal zespot profesora Steinhausa
(Kazimierz Florek, Jézef Lukaszewicz, Julian Perkal i Stefan Zubrzycki),
zawieraly informacje o stopniu zréznicowania kazdej pary czaszek. Stopien ten
byl wyrazony przez odleglosé¢ euklidesowa w siedmiowymiarowej przestrzeni
parametréow reprezentujacych dhugosci charakterystycznych odcinkéw na czaszce.

Uogélniajac, taka tablice mozna potraktowac jako funkcje rozbieznosci. Jest to
dowolna funkcja d(x,y) okreSlona na parach elementéw zadanego zbioru X, ktéra
spelnia warunki:

d(z,y) >0,
Szczegdlnym przypadkiem funkcji rozbieznosci sa funkcje odlegtosci — metryki.
Metryka to funkcja rozbieznosci, ktora spelnia dodatkowo nieréwnosé trojkata:
d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) dla kazdych z,y, z.

d(z,y) = d(y,z) oraz d(x,y) =0 & x = y.

Przykltad 1. Wazy. Odkryto 4 wazy z ozdobami. Kazda waze traktujemy jako
zbiér namalowanych na niej ornamentéw. Funkcja rozbieznosci moze by¢é tzw.
rozbieznosé¢ Kulezynskiego okreslona dla dwoch zbioréw ornamentéw R i S
wzorem

IRN S|
2\ |R| '

Bl

Nietrudno sprawdzi¢, ze taka funkcja faktycznie jest funkcja rozbieznosci. Jest
ona tez do$¢ intuicyjna, gdyz %(UT;ISl + \ngls\) to $rednia arytmetyczna frakcji
wspélnych elementéw R i S, zawartych w zbiorze R i zawartych w zbiorze S.

Wynikajaca z tego wzoru macierz rozbieznosci przedstawiona jest na marginesie.
Zauwazmy, ze funkcja Kulczyniskiego nie jest metryka, gdyz d(B,D) =1 >
> 11512 =d(B, A) + d(A, D).

Funkcja rozbieznosci a porzadek liniowy. Jak wprowadzi¢ porzadek wsréd
obiektéw, na ktorych mamy zadana macierz rozbieznosci? Rozwazmy najpierw
szczegblny przypadek. Zaldézmy, ze obiekty to punkty rozmieszczone na prostej,
a za funkcje rozbieznoéci przyjmujemy odlegtosci miedzy nimi. Czy z samej
macierzy rozbieznosci mozna odtworzyé¢ uporzadkowanie punktéw na prostej?
Mozna — wystarczy wybra¢ takie uporzadkowanie, ktére minimalizuje sume
odleglosci miedzy kolejnymi punktami.
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A Dla wygody przyjmijmy, ze obiekty Oy, Os, ..., O, z rozbiezno$ciami

14 8 d;; = d(0;,0;) bedziemy reprezentowaé przez nieskierowany graf pelny G
B o n wierzchotkach O1, O, ..., Oy, ktérego krawedz O;0; ma wage d;;. Diugoscig
D Sciezki O;,O,, ... O, nazwiemy liczbe d; i, + digis + ... + di(,,_,yi,- Na rysunku 2
15 9 wida¢ przyklad takiego grafu dla 4 waz.
© . Wezesniejsza obserwacja sugeruje, aby porzadek obiektéw Oq, ..., 0, wyznaczala
Rys. 2. Graf z rozbiezno$ciami , .. . .. . . . ..
Kulczytiskiego (pomnozonymi przez 24) Sciezka w grafie G o minimalnej dtugosci, przechodzaca przez wszystkie jego
ze Sciezka ADBC o diugosci 47 wierzcholki ($ciezka optymalna).

Przyktad 2. Piec stolic. Ponizsza tablica przedstawia odleglosci drogowe
(w kilometrach) miedzy Amsterdamem, Berlinem, Paryzem, Rzymem
i Warszawa.

L [ als [rp[r[wW]
A 0 650 | 510 | 1650 | 1140
B | 650 0 1040 | 1460 | 570
P | 510 | 1040 0 1430 | 1550
) R | 1650 | 1460 | 1430 0 1730
Sy;;}iessijék;g;tymalna BCAD W | 1140 | 570 | 1550 | 1730 0

Sposréd 60 mozliwych Sciezek najkrétsza wiedzie z Warszawy przez Berlin,
Amsterdam, Paryz az do Rzymu i ma dlugo$¢ 3160 km.

Dendryty. Uporzadkowanie liniowe jest czesto niewystarczajace, a nawet
nieadekwatne. Przytoczmy tu obserwacje Juliana Perkala: Jak zauwazylem [...]
lintowe porzgdkowanie jest w wielu przypadkach nienaturalne, na przykiad linia
genealogiczna wlasnie czesto sie rozgalezia. [2]

Struktura, ktéra umozliwia zblizone do liniowego uporzadkowanie wierzchotkow
grafu, jest dendryt, szerzej znany jako drzewo — z powodéw historycznych
bedziemy tu uzywaé pierwszego okreslenia. Dendryt to graf bez cykli, ktéry
jest spojny. Te dwa warunki razem oznaczaja, ze kazde dwa wierzchotki sa
polaczone jednoznacznie wyznaczona Sciezka (rys. 4). Sama Sciezka tez jest
zreszta szczegdlnym przypadkiem dendrytu.

Rys. 4
A Dlugo$éé¢ dendrytu okredla suma wag jego krawedzi. Inspirowani wczedniejszymi
5 A rozwazaniami przyjmiemy, ze dendryt o minimalnej dlugosci (dendryt
o b optymalny) najlepiej odtworzy porzadek n wierzchotkéw grafu (rys. 5).
8
Taksonomia wroctawska. W przykladzie z wazami nietrudno bylo wskazaé
B optymalny dendryt. Wraz ze wzrostem liczby wierzchotkéw grafu powstaje
Rys. 5. Optymalny dendryt dla problemu : : : : : EN :
4 waz, Jego dlugosé 25 jost mniejsza od pytanie o glgorytmlczne jego wyznaczanie. W‘lr{formatyce zagadmenl-e t{) jest
dtugosci optymalnej sciezki BCAD klasyczne i znane pod nazwg poszukiwania minimalnego drzewa rozpinajgcego.

o dlugosci 26 Wedtug [3] najwczesniejsze opublikowane rozwiazanie tego problemu (1926)

pochodzi od czeskiego matematyka Otakara Boruvki, ktory zajmowat sig

nim w kontekscie opracowywania optymalnej sieci elektrycznej na Morawach.
Znane zapewne uczestnikom olimpiad informatycznych algorytmy Kruskala

i Prima zostaly opublikowane w latach 1956 i 1957. Wydaje sie, ze matematycy
wroclawscy jako pierwsi zaczeli zajmowaé sie tym problemem w kontekscie
metod porzadkowania i klasyfikowania (tzn. taksonomii) w antropologii, biologii
czy jezykoznawstwie. Ich metoda, opublikowana w 1951 roku [4], jest co do
zasady algorytmem Boruvki (z ktérego istnienia nie zdawali sobie sprawy), ale
w polskiej literaturze statystycznej nosi nazwe taksonomii wroctawskie;.

W ramach tych prac pierwszy krok w kierunku ogélnej konstrukeji optymalnego
dendrytu zrobil w roku 1949 Kazimierz Florek. Zwrécil on uwage na fakt, ze
w optymalnym dendrycie powinny sie znalezé odcinki taczace najblizsze obiekty
— to znaczy laczace pewien obiekt z jego najblizszym sasiadem. Odcinki te

A s10 P 1130 R nazwano polgczeniami rzedu I.

W przyktadzie z wazami takie postepowanie rozwiazuje sprawe — potaczenia
rzedu I tworza dendryt. Nie zawsze tak jest. Polaczenia rzedu I dla 5 stolic
Rys. 6 tworza niespdjny podgraf, przedstawiony na marginesie. Zauwazmy jednak, ze
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Rys. 8

w grafie polaczen rzedu I nie moga wystepowadé cykle — taki graf nazywamy
lasem i w naturalny sposéb rozbija sie on na dendryty.

Twércy taksonomii zaproponowali w 1950 roku konstrukcje optymalnego
dendrytu, bedaca iteracyjna wersja pomystu Florka:

Metoda W

1. Zbudowaé potaczenia rzedu I dla grafu G. Jedli tworza dendryt,
konstrukcja jest skoniczona. Jesli nie, przechodzi si¢ do punktu 2.

2. Utworzy¢ nowy graf G1. Wierzchotkami grafu G; sa poddendryty
utworzone z polaczen rzedu I grafu G. Rozbiezno$é miedzy poddendrytami
A i B jest rozbieznoscia najblizszych sasiadéw: d(A, B) := min{d(P, Q) :

P e A, Q € B}. Utworzy¢ polaczenia rzedu I dla grafu G (sa to polaczenia
rzedu IT dla G). Jesli tworza dendryt, konstrukcja jest skoniczona. Jesli nie,
powtarza sie postepowanie z punktu 2 dla grafu G;.

3. W ten sposéb utworzymy kolejno grafy G1,Gs,Gs,. .. i dla kazdego z nich
polaczenia kolejnego rzedu. Iteracje te muszg sie skonczyé¢, gdyz liczba
wierzchotkéw w kolejnych grafach G; maleje.

4. Konstrukcje ostatecznego dendrytu konczy sie, taczac dendryty
kolejnych rzedow krawedziami miedzy obiektami realizujacymi rozbieznoéc¢
najblizszego sgsiada.

Zobaczmy, jak dziala metoda W dla przyktadu 5 stolic. Polaczenia I rzedu
tworza poddendryty O; = {A, P, R} i Oy = {B,W}. Graf G; ma wierzchotki

O1 1 Oz. Minimum odleglosci z B do zbioru punktéw {A, P, R} wynosi 650 km,
minimum z W do {A, P, R} — 1140 km, zatem rozbiezno$é najblizszego

sasiada miedzy O1 i O jest réwna 650 km, i jest odlegloécig miedzy Berlinem

a Amsterdamem. G z polaczeniem rzedu II miedzy tymi stolicami jest juz
dendrytem. Konczy to konstrukcje, tworzac ostateczny optymalny dendryt, ktory
okazal si¢ éciezka W BAPR.

Dowdd optymalnosci metody W. Bez straty ogdlnosci mozna zalozyc¢,
ze wszystkie niezerowe rozbieznosci w grafie G sa rézne. W razie potrzeby

. . .7 . . 7 . ! . . ! /
wystarczy bowiem zamieni¢ rozbieznosci d;; na d;; = di; + €5 (dla i < ), dj; =d;;
i g;; > 0 sy to dowolnie wybrane rézne liczby mniejsze niz min d;;. Po zakoriczeniu
konstrukcji nalezy powrdci¢ do rozbieznoéci d;.

Niech W bedzie dendrytem sporzadzonym metoda W. Przypusémy, ze

W nie jest dendrytem optymalnym, wiec jest rézny od pewnego dendrytu
optymalnego M. W dendrycie W istnieje zatem krawedz, ktéra nie wystepuje
w dendrycie M — powiedzmy, ze taczy wierzchotki A i B.

Przyjmijmy, ze krawedZ AB ma wage a i rzad k w dendrycie W. Laczy ona
dendryty U i V rzedu k — 1 o zbiorach wierzchotkéw U’ i V’. Pozostale dendryty
rzedu k — 1, ktére oznaczymy przez Dy, Do, ..., D,, maja zbiory wierzchotkéw
D{,D),...,D.. Zgodnie z konstrukcja W zachodzi jeden z dwéch przypadkéw:

1. a jest mniejsze niz kazda z rozbieznosci U z Dq,..., D,,
2. a jest mniejsze niz kazda z rozbieznosci V' z Dy, ..., D,.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze zachodzi przypadek 1.

Wierzchotki A i B dendrytu M laczy $ciezka niezawierajaca krawedzi AB, ktéra
musi zawiera¢ krawedz CD taka, ze C nalezy do U’, a D nie nalezy. Przyjmijmy,
ze D nalezy do D). Waga krawedzi C'D jest nie mniejsza niz odleglosé d miedzy
dendrytami U i D1 w dendrycie W. Z kolei a < d, bo zachodzi przypadek 1.
Mozna wige stworzy¢ nowy dendryt M’ zawierajacy wszystkie krawedzie M —

z wyjatkiem CD zastapionej przez krawedz AB. Dtugo$é M’ jest mniejsza od
dlugosci M. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze M jest dendrytem optymalnym.

Podzial na grupy. Zbiér obiektéw moze by¢ niejednorodny: skorupy znalezione
na starozytnym smietniku czy czaszki znalezione na badanym terytorium moga
pochodzi¢ z kilku odrebnych okreséw. Jak podzieli¢ dane, tak aby dendryty
odpowiadajace podzialowi wskazaly na istotne réznice w tych grupach?
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W(Z1) W(Z2) W(Zs)
Rys. 9

W(Z1) W(Z2) W(Zs)
Rys. 10

Czantoria Wielka
Géra Bukowa — Szyndzielnia

Grzbiet miedzy Bidtnig i Klimczokiem
Koziniec Potok Gohura

Kubalonka Potok Barbara

Réwnica
Salmopol

grzbiet miedzy | Na ptd. od Cz. Wisetki
Sokraslka i Orfowa

@ Czantornia Wielka

@ Barania
‘Lasy Swierkowe
.Lasy bukowe
‘Lasy mieszne
@ Kobyla
Rys. 11

Rodzina k dendrytéw Dy, Ds, ..., Dy o zbiorach wierzchotkéw 71, Zs, ... Zj jest
podziatem grafu pelnego G o wierzchotkach Z, gdy

Z:ZluZQUUZk oraz ZZij:@dlaZ#j

Dlugosé podzialu jest suma dlugosci I(D;) sktadowych dendrytéw. Podzial jest
optymalny, gdy dlugo$é podziatu jest minimalna. Z definicji tej natychmiast
wynika, ze sktadowe podziatu optymalnego musza by¢ optymalne, mozemy wiec
przyja¢ D; = W(Z;).

Wréémy do przyktadu czterech waz. Mozna je podzieli¢ na dwie grupy na siedem
sposobéw:

Z {A,B} | {A,C} | {A,D} | {4,B,C} | {A,B,D} | {A,C,D} | {B,C, D}
Zs {C,D} | {B,D} | {B,C} {D} {C} {B} {A}
W(Z1) A-B | A-C | A-D | B-A-C | B-A-D | C-A-D | B-C-D
W (Z2) c-D | B-D | BC D c B A
LW (Z1)) + L(W (Z2)) 23 27 23 11 22 17 24

Optymalny podzial D1 = C-A-B , Ds = D jest podgrafem dendrytu uzyskanego
metoda W (rys. 5). Okazuje sig, ze tak jest zawsze.

Twierdzenie. Jezeli {W(Z1),W(Z2),...,W(Zy)} jest optymalnym podzialem
grafu G o wierzcholkach Z, to

W(Z))UW(Z3)U...UW(Zy) Cc W(Z).

Dowdd. Zaktadamy, jak poprzednio, bez straty ogdlnoéci, ze wszystkie niezerowe
rozbieznodci sa rézne. Przypusémy, ze w W(Z1) U W (Z3) U...UW(Z;) istnieje
krawedZ AB nienalezaca do W(Z). Istnieje w W (Z) éciezka sap laczaca te
punkty.

Z rozlacznodci Z; wynika, ze istnieje r takie, ze krawedz AB nalezy do W (Z,.).
Elementy Z, mozna podzieli¢ na podzbiory U i V w nastepujacy sposéb:

U sklada sie z wierzchotka A i wszystkich wierzchotkéw Z,., ktore sa polaczone
Sciezka w dendrycie W(Z,.) wychodzaca z A i niezawierajaca krawedzi AB;

V sktada si¢ z wierzchotka B i wszystkich wierzchotkéw Z,., ktére sa polaczone
Sciezka w dendrycie W (Z,.) wychodzaca z B i niezawierajaca krawedzi AB.

Sciezka s4p musi zawieraé¢ krawedz C'D taka, ze C € U, D ¢ U. Niech

d(A,B) =z, d(C, D) = y. Zachodzi nieréwnosé¢ y < z, w przeciwnym przypadku,
zamieniajac CD z AB w dendrycie W(Z), zmniejszylibySmy jego dlugosé, a to
bytaby sprzecznosé.

Zachodza dwa przypadki: D € Vi D € Z; dla s # r.

1. D e V (rys. 9). Wtedy, zastepujac AB przez CD w W (Z,.), uzyskujemy, Ze
dendryt W (Z,.) nie jest optymalny — sprzecznosé.

2. D e Z; dla s # r (rys. 10). Zastepujemy dendryt W (Z,.) przez dendryt
W(U)UCDUW(Z,) o dtugosci (W (U)) +y + (W (Zy)), zas dendryt W (Z)
przez W (V') o dtugosci [(W (V). Suma dtugosci k dendrytéw po zmianie jest
mniejsza niz suma ich dlugosci przed zmiana, co przeczy zalozeniu, ze podziatl
jest optymalny. To konczy dowdd.

7 powyzszego twierdzenia wynika uzyteczny w kontekscie szukania optymalnego
grupowania

Whniosek. Optymalny podzial grafu G na k poddendrytéw polega na usunieciu
z dendrytu W(Z) k — 1 krawedzi o najwiekszej rozbieznosci.

O zastosowaniach pare stéw. Seminarium z Matematyki Stosowanej bardzo
aktywnie propagowalo pomysl taksonomii, stosujac ja w réznych dziedzinach.
W Kalejdoskopie Matematycznym Steinhausa mozna przeczytaé o taksonomii
watrobowcéw (Hepaticae) w Beskidzie Slaskim. Dendryt odpowiadajacy czestosci
wystepowania réznych gatunkéw watrobowcow okazal sie powigzany z typem
lasu — co bylo ciekawym odkryciem (rys. 11).
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Charakterystycznym rysem pracy Seminarium bylo podejmowanie
kazdych, nawet najbardziej nietypowych probleméw. Na posiedzeniu

w styczniu 1952 roku Julian Perkal zakomunikowal, Ze zrobil dendryt piesni
ludowych dla corki prof. Czekanowskiego (cytat ze starannie prowadzonej
ksiegi protokoléw Seminarium). Klasyfikacja piesni ludowych metoda
taksonomii wroctawskiej stala sie jednym z waznych narzedzi badawczych
Anny Czekanowskiej-Kukliriskiej, profesorki Uniwersytetu Warszawskiego
(zm. 2021) i kierowniczki stworzonego przez nia Zakladu Etnomuzykologii.

Stefan Zubrzycki opublikowal w 1953 roku prace [5] wykorzystujaca taksonomie
wroctawska, w ktorej odpowiada na pytanie astronoma Wlodzimierza Zonna,
czy gwiazdy ukladaja sie¢ w nieprzypadkowe konstelacje (zwane przez autoréw
laricuszkami), czy tez rozmieszczone sa losowo na sferze niebieskiej. Wykazal, ze
ukladaja sie losowo, co potwierdza, ze gwiazdozbiory sa tylko mnemotechniczna
metoda zapamietania potozenia gwiazd.

Julian Perkal koniczy prace o taksonomii (op. cit.) ostrzezeniem: [...] mozna
skonstruowaé maszyne do robienia dendrytéow. Stwarza to niebezpieczeristwo
mechanicznego podejscia do przedmiotéow przyrodniczych i Zyrowania metodamsi
matematycznymi falszywych niekiedy weksli przyrodniczych. Warto o tym
pamietad.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1750. Czy liczby od 1 do 20232 moga zostaé w taki sposéb wpisane w pola
kwadratowej planszy 2023 x 2023, by dla dowolnego wyboru pewnego wiersza
i pewnej kolumny mozna bylo znalezé na nich trzy liczby takie, ze jedna z nich
jest iloczynem dwoch pozostalych?

Rozwigzanie na str.

M 1751. Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty
X 1Y leza na boku BC' i spelniajg réownosci AX = BX oraz AY = CY. Wykazad,
ze okrag opisany na trojkacie AXY przechodzi przez srodki okregéw opisanych
na tréojkatach AOB i AOC.

Rozwigzanie na str.

M 1752. Niech z1,...,z, € [0,1]. Udowodnié, ze
(1—mao4at)- (1 —aowz+23) ... (1 —zp g2 +22_ 1) - (1 —zpzy +22) > 1.

Rozwiazanie na str. []

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1075. Fizycznie podwojny, zaémieniowy ukltad gwiazd o promieniach r1 i ry
obserwowany jest z Ziemi pod katem « do ptaszczyzny orbity wzajemnego ruchu
gwiazd. Jaki warunek wiaze kat «, promienie r1 i 7o oraz srednice d orbity?
Zakladamy, ze orbita jest kolowa.

Rozwigzanie na str. [7]

F 1076. Na jedna z okladek kondensatora plaskiego o pojemnoéci C naniesiono
ladunek @)1, a na drugg tadunek Q5. Ile wynosi réznica potencjatéw miedzy
oktadkami?

Wskazowka: Jak zwykle w zadaniach tego typu, zaniedbujemy efekty brzegowe.
Rozwigzanie na str. [7]
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