Wstep do numeru specjalnego Delty

Dane to jeden z surowcéw, na ktoérych oparta jest Powstanie niniejszego numeru jest skorelowane
wspblczesna cywilizacja. Jak niemal kazdy surowiec, z odbywajaca sie w dniach 3-7 lipca 2023 roku
wymagaja pewnego przetworzenia, zanim stana sie w pelni w Warszawie konferencja The European Meeting
uzyteczne. Intelektualna rafineria, ktéra wypracowala of Statisticians, organizowang przez Polskie
ludzko$é, by radzié¢ sobie z bogatymi ztozami wydobywanej Towarzystwo Matematyczne, Politechnike

z wielka determinacja informacji, jest szeroko rozumiana Warszawska i Uniwersytet Warszawski. Uczestnicy
statystyka. Stanowi ona réwniez wspolny mianownik konferencji otrzymaja angielska wersje wydania,
artykuléw zamieszczonych w tym wydaniu Delty. Mamy ktéra mozna réwniez odnalezé (i polecaé¢ wérdéd
nadzieje, ze kazdy Czytelnik (nie tylko Statystyczny) swoich niepolskojezycznych znajomych) na stronie
znajdzie w tym zeszycie co$ odpowiadajacego jego deltami.edu.pl!

naukowym zainteresowaniom. Zyczymy pouczajacej lektury! Redakcja
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O statystyce, braku precyzji i serach
Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

Statystyka moze by¢ postrzegana jako sztuka podejmowania decyzji

w warunkach niepewnoéci. Dostarcza narzedzi do opisu, wyjadniania

i prognozowania zjawisk i proceséw zachodzacych w realnym Swiecie oraz
weryfikowania hipotez ich dotyczacych. Przez dlugi czas niepewnosé byla
utozsamiana z losowoscia, a w konsekwencji rachunek prawdopodobienstwa byt
uznawany za jedyna solidnie ugruntowanga teorie pozwalajaca opisa¢ niepewnosc.
W ciagu ostatnich pie¢dziesigciu lat pojawily sie¢ jednak pewne podejscia
rozszerzajace klasyczna teorie prawdopodobienistwa lub do niej ortogonalne. Ich
wspoélnag cecha jest préba zlagodzenia zatozen standardowych metod, aby mogty
radzi¢ sobie z innymi rodzajami niepewnoéci, takimi jak nieprecyzyjnos¢.

Nalezy pamigtaé, ze sama nieprecyzyjnosé nie jest (nomen omen) precyzyjnie
zdefiniowana. Do$¢ czesto wyniki eksperymentow sg nieprecyzyjne z powodu
niedoktadnosci aparatury lub bledéw popelnionych przez osoby dokonujace
pomiary. Czasami pozadany pomiar jest tak trudny do przeprowadzenia, ze
jego wynik, z reguly, powinien by¢ traktowany jako bardzo niepewny. Moze
rowniez zdarzyé sie, ze dokladna warto$¢ zmiennej jest celowo ukrywana ze
wzgledu na wrazliwy charakter gromadzonych danych. We wszystkich tych
sytuacjach obserwacje czesto sa rejestrowane jako zbiory (np. przedzialy)
zawierajace ich dokladne wartosci, nie dajace jednak pelnej informacji

o nalezacej do nich punktowej obserwacji x. Kazdy taki zbiér reprezentuje
pewien epistemiczny stan obserwacji. Istniejg jednak sytuacje, gdy dane
eksperymentalne sg nieprecyzyjne w samej swej istocie. Typowym przykladem
sa ludzkie odczucia, ktére nie maja obiektywnej wartosci (jak smak czy nastréj).
7 tego typu sytuacja mamy réwniez do czynienia, gdy dane dotycza zjawiska
ze swej natury zmiennego, z rozmytymi lub zmieniajacymi sie granicami,
elastycznymi przedziatami czasowymi lub skalami ocen itp. Kazda taka
obserwacja, nawet jesli nie jest precyzyjna, odpowiada pewnemu istniejacemu
stanowi rzeczywistoéci, a zatem ma charakter nieprecyzyjnosci ontycznej.

Wygodna metode matematycznego reprezentowania nieprecyzyjnosci
zaproponowal Lotfi A. Zadeh (1921-2017), ktéry wprowadzil teori¢ zbioréw
rozmytych stanowiaca rozszerzenie klasycznej teorii zbioréw. Zadeh, jeden

z najwybitniejszych my$licieli wspoltczesnoéci, zdal sobie sprawe, ze chociaz
jestedmy przyzwyczajeni do dzielenia wszystkiego na ,tak” i ,nie” lub na czarne
i biale, to nasz Swiat rysuje sie w odcieniach szarosci. Jego slynna teza, ze
wszystko jest kwestiq stopnia, stata sie gléwna mysla stojaca za logika rozmyta
i jej imponujacymi zastosowaniami. Warto w tym miejscu wyjasnié, ze logika
rozmyta w rzeczywistosci nie jest ,rozmyta” czy ,niedoktadna’” logika, ale logika,
ktéra opisuje i ujarzmia nieprecyzyjnosc.
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Zauwazmy, ze w teorii mnogosci funkcje
f: X — Y sa zazwyczaj definiowane jako
zbiory; dokladniej, podzbiory X X Y takie,
ze dla kazdego x € X istnieje dokladnie
jedno y € Y spelniajace (z,y) € f. W tym
sensie f(x) to jedynie konwencja
notacyjna oznaczajaca jedyne y, dla
ktérego (z,y) € f.

Rys. 1. Wykres przykladowej funkcji
przynalezno$ci A(z) liczby rozmytej A

@

Rozwigzanie zadania M 1750.
Rozwazmy dowolne rozmieszczenie liczb.
Zauwazmy, ze liczby od 1 do 2022
reprezentuja co najwyzej 2022 wiersze

i 2022 kolumny. Istniejg zatem wiersz

i kolumna zawierajace wylacznie liczby
wieksze od 2022. Iloczyn dowolnych
dwéch z nich jest réwny co najmniej
2023 - 2024, a to wigcej niz dowolna liczba
wpisana w tablice. Oznacza to, ze nie
istnieje rozmieszczenie liczb opisane

w zadaniu.

Podstawowym pojeciem wprowadzonym przez Zadeha jest zbior rozmyty.
Niech U bedzie ustalong przestrzenia rozwazan. Zbiér rozmyty A w U
jest utozsamiany z odwzorowaniem A : U — [0, 1], nazywanym funkcja
przynaleznosci, przypisujacym kazdemu obiektowi = € U liczbe rzeczywista
A(z) z przedziatu [0, 1], wskazujaca stopieni przynaleznosdci  do A. Zatem zbiér
rozmyty A moze by¢ postrzegany jako (standardowy) podzbiér U x [0, 1], tj.:
A={(z,A(z)) : 2 € U, A(x) € [0,1]}.
Interpretacja funkcji przynaleznosci jest naturalna: jesli A(z) = 1, to jesteSmy
pewni, ze element x nalezy do A, podczas gdy A(xz) = 0 oznacza, Zze x nie
nalezy do A. We wszystkich innych przypadkach, tj. gdy A(x) € (0,1), mamy
czedciows przynaleznos$é do A. Oznacza to, ze jesli A(x) jest bliskie 1, to
stopien przynaleznosci « do A jest wysoki, a jesli A(z) jest bliskie 0, to stopiei
przynaleznosci  do A jest niski. Jesli A(x) € {0,1} dla wszystkich « € U,
to A jest zbiorem w klasycznym rozumieniu (i odwrotnie, kazdy ,,zwykly” zbiér
moze by¢ traktowany jako zbiér rozmyty, ktérego funkcja przynaleznosci jest
funkcja charakterystyczna).

Innym waznym pojeciem zwigzanym ze zbiorami rozmytymi jest tzw. a-ciecie.
Dla kazdego « € [0, 1] a-ciecie zbioru rozmytego A, oznaczane jako A, jest

zdefiniowane jako
A — {reU:Alz) > a} dlaae(0,1],
“ \e{z eU: A(z) >0} dlaa=0,

gdzie cl oznacza operacje domkniecia (od tej pory zakladamy, ze taka operacja
jest zdefiniowana na U). Innymi stowy, a-cigcie to ,zwykly” podzbidr tych
elementow U, ktérych stopien przynaleznosci do A jest nie mniejszy niz a.
Mozna pokazaé, ze kazdy zbiér rozmyty jest jednoznacznie wyznaczony przez
rodzing wszystkich swoich a-cig¢ {Aq}taepo,1]- Dwa a-cigcia zastuguja na
szczegblng uwage: A nazywane jadrem, ktore zawiera wszystkie wartosci

w pelni zgodne z opisywanym przez A pojeciem, oraz Ay nazywane nosnikiem,
zawierajace elementy zgodne z tym pojeciem w jakim$ stopniu.

Wazna podrodzing zbioréw rozmytych sa liczby rozmyte. Méwimy, ze A jest
liczba rozmyta, jesli A: R — [0, 1] i wszystkie jego a-ciecia sa niepustymi
przedzialami domknietymi. Przyklad liczby rozmytej jest przedstawiony na
rysunku 1.

Przyktad. Ser Gamonedo to rodzaj sera plesniowego produkowanego

w Asturii (p6éinocna Hiszpania). Jest on wedzony, a nastepnie pozostawiany do
dojrzewania w jaskiniach lub innych suchych miejscach. W trosce o zapewnienie
odpowiedniej jakosci produktu eksperci (degustatorzy) oceniaja rézne cechy
sera: wizualne (ksztalt, skorka, wyglad), teksture (twardosé i kruchosé),
zapachowo-smakowe (intensywnosé i jakosé), a takze ogdélne o nim wrazenie.
Ostatnio zapostulowano, aby do opisu swych subiektywnych ocen degustatorzy
postuzyli sie trapezoidalnymi liczbami rozmytymi. Ten wlasnie typ liczb
rozmytych jest czesto stosowany ze wzgledu na tatwosé interpretacji oraz
przetwarzania. Ocena sera dokonywana jest w skali od 0% (najnizsza jakos$é)
do 100% (najwyzsza jako$é). Na poziomie 0 (por. rys. 2) degustator zaznacza
zakres wartosci, ktéry jest w jakims stopniu zgodny z jego opinia (tzn. jakosé
rozwazanej cechy z pewnoscig nie wychodzi poza ten zakres). Natomiast na
poziomie 1 ekspert zaznacza zakres wartosci, ktéry w pelni odzwierciedla

jego opinie odnosnie jakosci. Przyktad z rysunku 2 ilustruje sytuacje, w ktorej
tester uwaza, ze dany ser spelnia wymagania jakosciowe pod wzgledem badanej
cechy w 70-80%. Jednocze$nie jest on przekonany, ze wymagania jakoSciowe sg
spelnione w stopniu nie nizszym niz 50%, ale tez nie wyzszym niz 90%.
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Rys. 2. Przyktad eksperckiej opinii reprezentowanej przez trapezoidalny zbiér rozmyty
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Warto podkredli¢, ze suma
trapezoidalnych liczb rozmytych jest
trapezoidalng liczbg rozmyta, tzn. jesli
A = (a1,a2,a3,a4)T

iB=(b
A+ B=

= (al

,b2,b3,ba)T, to

+ b1,a2 + b2, a3 + bz, a4 + ba)r.

Pomnozenie trapezoidalnej liczby

rozmytej

A = (a1,a2,a3,a4)r Przez

skalar 0 daje trapezoidalng liczbe

rozmyta:

0-a={

(0(11, Oaz, 0(13, 9‘14)T gdy 4 2 0,
(Qay,basz,0az2,0a1)r gdy 0 < 0.

Zakresy wartoSci oceny na pozostalych poziomach (poza 0 i 1) sg nastepnie
interpolowane liniowo, tak aby otrzymaé¢ trapezoidana liczbe rozmyta

(por. rys. 2). Przyklad ocen wyrazonych przez szeSciu degustatoréw,

ktore zostaly zamodelowane przy uzyciu trapezoidalnych liczb rozmytych,
przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Probka szesciu eksperckich opinii reprezentowanych przez trapezoidalne zbiory rozmyte

Bardziej formalnie, méwimy, ze A jest trapezoidalng liczbg rozmyta, jesli jej
funkcja przynalezno$ci jest dana wzorem

oas gdy a1 <z <ag,
1 gdy a2 < z < ag,
1) Alw) = gy BT80S
aa—a; B84y a3 <T < ag,
0 w przeciwnym przypadku,

gdzie a1, a9, as,a4 € R spelniajg a; < as < ag < ayq. Poniewaz trapezoidalna
liczba rozmyta jest charakteryzowana przez cztery liczby rzeczywiste, czesto
oznacza sie ja przez A = (a1, a2, a3, a4)7.

Zdefiniujemy teraz podstawowe operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych.
Chociaz mozna je wprowadzi¢, operujac bezposrednio na funkcjach
przynaleznoéci, latwiejsza wydaje sie definicja wykorzystujaca a-ciecia. Suma
dwoch liczb rozmytych A i B jest okre$lona przez tzw. sume Minkowskiego
a-cigé sktadnikéw (patrz rys. 4), tj. dla kazdego « € [0, 1]

(2) (A+ B)y = [iana + inf B, sup A, +supBa],

gdzie inf I oraz sup I oznaczaja, odpowiednio, lewy i prawy koniec przedziatu I.

(A+ B)a

Rys. 4. Suma liczb rozmytych A i B

Podobnie, mnozenie liczby rozmytej A przez skalarng wartosé 6 € R jest okreslone
poprzez tzw. iloczyn Minkowskiego a-cie¢ (patrz rys. 5), tzn. dla kazdego

a € [0,1]

(3) (0-A)o = [min{finf A,, 0 sup Ay}, max{finf A,,fsup An}].

(=1,5-A)a
Rys. 5. Mnozenie liczby rozmytej A przez skalar
Niestety, w ogdlnosci A 4 (—1-A) # 1o (patrz rys. 6). W konsekwencji, dla réznicy
opartej na operacji Minkowskiego nie zawsze zachodzi (A + (—1- B)) + B = A.

Rys. 6. Ilustracja probleméw z odejmowaniem liczb rozmytych
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Rozwigzanie zadania M 1752.
Zauwazmy, ze dla dowolnych
M,a,b € [0,1] takich, ze M > a,b,
zachodzi nieréwnos¢:
(M —a)(M —b)(1 —bM) >0,
co po przeksztalceniach daje
(1—bM +b°)(1—aM + M?) >1—ab+b>.
Aby udowodnié¢ nieréwnosé z zadania dla
n = 2, wystarczy w powyzszej nieréwnoéci
wziaé a = b= x1 oraz M = x2.
Zalézmy, ze teza zadania zachodzi dla
pewnego n; wywnioskujemy stad jej
stusznosé dla n + 1. Bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze ©,41 = max{z1,...,Tp4+1}.
Uzywajac powyzszej nieréwnosci dla
b=x,, M =x,41 oraz a = x1,
otrzymujemy:
; 2\ /- 2
(1 —zpxpgr + o)1 —xpp121 + (l:,”Jrl) >
) 2
> (1 —zpzr +x,).
Dlatego
n+1
| | (1 —zixiv1 + :1;;2) >
cykl
n
2
= I |(1 — @iz ;) 2 1,
cykl
gdzie przez ”Hcykly/ rozumiemy

»zacyklony” iloczyn. Powolanie si¢ na
zasade indukcji koriczy dowdd.

Aby sprostaé niektérym trudnosciom zwigzanym z brakiem ,porzadnej”
operacji odejmowania liczb rozmytych, zwtaszcza w kontekscie konstruowania
narzedzi do wnioskowania statystycznego, czesto rozwaza sie odleglosé

miedzy liczbami rozmytymi. Tak jak poprzednio, wygodnie bedzie do jej

opisu wykorzystaé a-ciecia. Odleglosé miedzy dwoma odcinkami [a, b],

[c, d] mozemy okresli¢ jako odleglo$é miedzy punktami (a,b), (¢, d) na
plaszezyznie (czyli \/(a — ¢)2 + (b — d)2. Nastepnie odleglo$é miedzy liczbami
rozmytymi A, B zdefiniujemy jako érednig kwadratowa z odlegtosci miedzy A,
i B, po wszystkich «, co prowadzi do nastepujacego wzoru:

1

(4) D(A,B) = /[(inf Aq—inf By)? + (sup Aq —sup B,)?|da.

0
Odnotujmy, ze rzeczywiscie jest to odleglosé, czyli metryka (patrz np. artykul
Jarostawa Gérnickiego z A3,). Oczywista jest whasnoéé D(A, B) > 0, jak i to, ze
D(A, B) = 0 tylko w przypadku A = B. Nieco trudniejsza w uzasadnieniu jest
nier6éwnosé tréjkata D(A, B) + D(B,C) > D(A, C), ktora pozostawiamy jako
¢wiczenie.

Zalézmy teraz, ze mamy do czynienia z niezaleznymi, rozmytymi obserwacjami
dwéch populacji; n obserwacji z populacji pierwszej, € = (x1,...,Z,), oraz

m obserwacji z drugiej, y = (y1,...,Ym) (wszystkie x; oraz y; sa liczbami
rozmytymi). Cheemy przekonaé sie, czy wystepuje znaczaca réznica miedzy
tymi populacjami. W tym celu mierzymy odlegtosé miedzy Srednimi
arytmetycznymi wyznaczonymi dla obu prébek. Zauwazmy, ze faktycznie
potrafimy juz obliczaé¢ $rednia arytmetyczna liczb rozmytych (ktéra sama jest
liczba rozmyta), gdyz mamy narzedzia do ich dodawania i mnozenia przez
liczby rzeczywiste. Pozostaje pytanie, czy konkretna odlegto$¢ miedzy $rednimi,
np. 3,14, jest duza, czy mata? W tym miejscu na scen¢ wkracza statystyka
matematycznal

W Zargonie statystykdéw naszym celem jest weryfikacja hipotezy zerowej Hy,
mowiacej, ze obie probki pochodza tak naprawde z tej samej populacji, przeciw
hipotezie alternatywnej, ze populacje sie réznia. Jesli hipoteza zerowa jest
prawdziwa, oczekujemy, ze $rednie z obu prébek nie beda si¢ zbytnio réznié.
Natomiast znaczaca réznica miedzy $rednimi wskazuje na to, ze badane probki
pochodza z réznych populacji.

Aby zdecydowaé, czy mierzona odleglos¢ jest wystarczajaco duza, by uznaé ja
za znaczaca, statystycy czesto odwoluja sie do pojecia p-wartosci. W naszym
przypadku bedzie to prawdopodobieristwo (przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa
jest prawdziwa) otrzymania co najmniej tak duzej odleglosci miedzy Srednimi,
jak ta zaobserwowana. Zgodnie z intuicja, jesli to prawdopodobienstwo jest
niskie, mamy dobry powdd, by odrzuci¢ hipoteze zerowa. Problem polega

na tym, ze w naszym przypadku nie mozemy dokladnie wyznaczy¢ tego
prawdopodobienstwa, poniewaz hipoteza zerowa orzeka jedynie, ze dwie
populacje mozna traktowac jak jedna, ale nie podaje nam konkretnego opisu
probabilistycznego tej populacji. Musimy zatem odwolaé sie do innego,
sprytnego pomystu.

Niech v bedzie zlgczeniem dwoch prébek, tj. v; = x; dla 1 < ¢ < n oraz v; = y;_n
dlan+1<17< N, gdzie N =n + m. Niech teraz v* oznacza permutacje
poczatkowego zbioru danych v. Z pierwszych n elementéow ciagu v* tworzymy
prébke ¥, natomiast z pozostalych m elementéw, probke y*. Innymi stowy,
dokonujemy losowego podziatu elementéw v na dwie prébki o rozmiarach,
odpowiednio, n i m. Zauwazmy, ze jesli hipoteza Hy jest spelniona, tj.

obie prébki pochodza z tego samego rozkladu, to taka operacja nie zmieni
losowoéci stojacej za obserwowanymi probkami (z punktu widzenia losowosci
dowolny taki podzial jest w pewnym sensie réwnoprawny). W konsekwencji
mozemy oszacowaé prawdziwa p-wartosé jako frakcje wszystkich mozliwych
permutacji v*, ktore prowadza do wigkszej roznicy miedzy érednimi * i y* niz
ta zaobserwowana.
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Réwnanie mozna traktowaé jako
definicje prawdziwej p-wartosci, pod
warunkiem zdarzenia, ze nasze prébki
sumujg sie (jako zbiory swoich wyrazéw)
do v. Takie podejécie jest dosé
standardowe przy projektowaniu tzw.
testow mieparametrycznych, np. testu
serii opisanego szczegétowo w artykule
o tej samej nazwie w A?T

Ponizsza tabela przedstawia opinie dwéch
ekspertéw dotyczace ogdlnego wrazenia
na temat lacznej liczby 78 prébek sera
Gamonedo, por. Ramos-Guajardo i in.
(2019). Kazdy ekspert ocenial inne

probki.

Ekspert 1

Ekspert 2

(65,75, 85, 85)
(35,37, 44, 50)
(66,70, 75, 80)
(70, 74, 80, 84)
(65,70, 75, 80)
(45, 50, 57, 65)
(60, 66, 70, 75)
(65, 65,70, 76)
(60, 65, 75, 80)
(55, 60, 66, 70)
(60,65, 70, 74)
(30,46, 44, 54)
(60,65, 75, 75)
(70,75, 85, 85)
(44, 45,50, 56)
(51, 56, 64, 70)
(40, 46, 54, 60)
(55, 60, 65, 70)
(80, 85, 90, 94)
(80, 84, 90, 90)
(65,70, 76, 80)
(75, 80, 86, 90)
(65,70, 73, 80)
(70, 80, 84, 84)
(55,64, 70, 70)
(64,73, 80, 84)
(50, 56, 64, 70)
(55, 55, 60, 70)
(60, 70, 75, 80)
(64,71, 80, 80)
(50, 50, 55, 65)
(50, 54, 60, 65)
(65,75, 80, 86)
(50,55, 60, 66)
(40, 44, 50, 50)
(70,76, 85, 85)
(44,50, 53, 60)
(34, 40, 46, 46)
(40, 45,51, 60)
(84,90, 95, 95)

(50,50, 63, 75)
(39,47, 52, 60)
(60,70, 85, 90)
(50, 56, 64, 74)
(39, 45,53, 57)
(55, 60, 70, 76)
(50,50, 57, 67)
(65, 67, 80, 87)
(50,50, 65, 75)
(50, 55, 64, 70)
(39,46, 53, 56)
(19, 29, 41, 50)
(40,47, 52, 56)
(54, 55, 65, 76)
(59,65, 75, 85)
(50, 52, 57, 60)
(60, 60, 70, 80)
(50, 54, 61, 67)
(40, 46, 50, 50)
(44, 50, 56, 66)
(60, 64, 75, 85)
(54, 56, 64, 75)
(50, 50, 60, 66)
(44, 46,55, 57)
(59,63, 74, 80)
(49, 50, 54, 58)
(55,60, 70, 75)
(44,47, 53, 60)
(19, 20, 30, 41)
(40, 44, 50, 60)
(50, 50, 59, 66)
(50, 53, 60, 66)
(50,52, 58, 61)
(60, 65, 72, 80)
(50,50, 55, 60)
(30, 34, 43, 47)
(19, 25, 36, 46)
(53, 63, 74, 80)

Formalnie mozna wyrazi¢ te ide¢ wzorem:

oo 1 .
(5) p-wartosé ~ NI Z (T (v*) = to),
w ktérym suma obejmuje wszystkie permutacje v* zbioru v, T'(v*) oznacza
odlegtos¢ migdzy Srednimi z probek x* i y*, zas to jest obserwowana odlegloscia
miedzy $rednimi z prébek x i y. Wartos$é wyrazenia 1(warunek) jest réwna 1,
jesli dany warunek jest spelniony, a 0 w przeciwnym przypadku.

v*

Wzér moze byé¢ dalej uproszczony dzieki wykorzystaniu faktu, ze permutacje
mozna podzieli¢ na grupy rozmiaru n!m!, w ktérych permutacje dajg te same
$rednie z probek x* i y* (sa to permutacje, z ktérych kazda mozna uzyskaé

z innej poprzez permutowanie pierwszych n i ostatnich m obserwacji). Jednak
nawet po dokonaniu takiego uproszczenia liczba skladnikéw rozwazanej sumy,
wynoszaca wOwczas (]T\Z ), ro$nie wykladniczo wraz z N (utrzymujac stosunek
n/N na ustalonym poziomie). Dlatego, zamiast uwzglednia¢ wszystkie mozliwe
permutacje, ograniczamy sie do $redniej obliczonej na podstawie (mozliwie
wielu) losowo wybranych permutacji. Konkretniej, niech v}, v;3,...,v}% beda
pewnymi losowymi permutacjami v (gdzie K jest odpowiednio duze, np. wigksze
niz 1000). Wtedy przyblizenie p-wartosci naszego testu jest okreslone przez:

K
s, 1 *
(6) p-wartosé ~ 74 321 (T (vg) = to).

Przyktad. Wykorzystamy teraz dane z pracy Ramos-Guajardo i in. (2019),
aby porownacé ogdlne wrazenia dwbdch degustatoréw na temat seréw Gamonedo.
Trapezoidalne liczby rozmyte odpowiadajace 40 opiniom wydanym przez
pierwszego eksperta oraz 38 opiniom drugiego sa zebrane w tabeli na
marginesie. Liczby w nawiasach odpowiadaja notacji uzywanej do opisu
trapezoidalnych liczb rozmytych, np. x; = (65, 75,85,85)7, y1 = (50,50, 63,75)1
itd. Chcemy sprawdzi¢, czy istnieje zgodno$¢ miedzy tymi dwoma ekspertami
co do ogdélnego wrazenia, jakie robia oceniane sery. Aby osiggnaé ten cel,
weryfikujemy hipoteze zerowa Hj gloszaca, ze nie ma istotnej réznicy

miedzy opiniami ekspertow, przeciwko temu, ze ich opinie na temat jakosci
sera roznia sie. Na podstawie danych z tabeli mozna wyznaczy¢ Srednie
wartosci T = (57,65; 63,20; 69,18; 73,48)r i y = (47,34; 51,21; 59,87; 66,84).
Podstawiajac te wyniki do , otrzymujemy warto$¢ statystyki testowej

to = D(w,y) = 11,26. Nastepnie, po zlaczeniu prébek i wygenerowaniu

K = 1000 losowych permutacji, stosujac (@, otrzymujemy przyblizenie p-wartosci
réwne 0,002. Jej interpretacja jest pokazana na rysunku 7, przedstawiajacym
histogram wszystkich uzyskanych symulacyjnie réznic D(z*, y*). Czarny punkt
oznacza obserwowana wartoscé tg

statystyki testowej. Stabo widoczny [
szary obszar na prawo od tego punktu
odpowiada prawdopodobienstwu 0.3

uzyskania odlegtosci miedzy $rednimi
x* a y* nie mniejszej niz ty. Dlatego
tez mozemy bez wiekszego wahania
odrzuci¢ hipoteze zerowa i wnioskowac,
ze nie ma ogdélnej zgody miedzy 0.0
opiniami rozwazanych ekspertéow na
temat sera Gamonedo.

0 2 4 6 8 10 12
Rys. 7

Przedstawiony permutacyjny test zgodnosci dwoch probek zawierajacych
nieprecyzyjne informacje jest jednym z wielu przyktadéw, jak modelowanie
rozmyte moze by¢ polaczone z klasycznym wnioskowaniem statystycznym.
Pomimo poczatkowego sceptycyzmu wobec prob polaczenia obu teorii z czasem
stalo sie jasne, ze zaréwno statystyka, jak i teoria zbioréw rozmytych nie
powinny by¢ uwazane za konkurencyjne i moga skutecznie sie¢ uzupelniaé.

Co wigcej, rozszerzenie statystyki o analiz¢ zbioréw rozmytych nie tylko
pomaga rozwigzaé pewne problemy, ale jednocze$nie stawia nowe pytania
badawcze. W szczegdlnosci, rozréznienie miedzy tzw. zbiorami ontologicznymi
i epistemicznymi prowadzi do réznych definicji nawet tak podstawowych pojeé
jak wariancja, a co za tym idzie — réznych narzedzi wnioskowania.
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