Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VIII 2023

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
849 (WT = 2,53) i 850 (WT = 2,92)
z numeru 11/2022

Mikotaj Pater Opole 47,04
Janusz Olszewski Warszawa 46,90
Pawel Najman Krakéw 39,93
Adam Woryna Ruda Sl. 38,27
Norbert Porwol Essen 38,01
Radostaw Kujawa  Wroctaw 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Szymon Tur 34,18
Piotr Kumor Olsztyn 30,62

Pan Mikotaj Pater — trzeci raz 44 p. —
wiec juz Weteran. A pan Janusz
Olszewski, niestrudzony, po raz kolejny
(ktéry to juz?) mija magiczng linig 44.

Zadania z matematyki nr 863, 864

Redaguje Marcin E. KUCZMA

863. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2,
gdzie k =1,2,...,p—1, takze jest liczba pierwsza.

864. Znalez¢ liczbe C' > 0 o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby calkowitej
n > 1 oraz dla kazdego uktadu liczb rzeczywistych x4, ..., x, spelniajacego
warunki 21 < ... < x, oraz x1 + ...+ x, = 0 zachodzi nieréwnosc:

n n
Zixi > an ||
i=1 i=1

Im wieksza stala C, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 86/ zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadain z numeru 2/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

855. Rozwazamy funkcje f: [0,1] — [0, co) spelniajace warunki: f(1) = 1 oraz
f@+y) > f@) + f),  edy

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe C' > 0 o tej wlasnodci, ze dla kazdej rozwazanej funkcji f ma miejsce
oszacowanie: f(z) < Cz (dla = € [0, 1]).

z,y,z+y € [0, 1].

856. Rozstrzygnad, czy istnieje cigg nieskoriczony (a1, asz,as,...) o wyrazach catkowitych dodatnich
taki, ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje doktadnie raz w kazdym z ciagéw (a1, az,as,...)

oraz (di,ds,ds,...), gdzie d; = |a; — aj4+1].

855. Kazda z rozwazanych funkcji f jest niemalejaca,
bowiem jesli 0 < a < b < 1, to

f(0) = fla+b—a)> f(a) + f(b—a) > f(a).
Skoro wiec f(1) =1, to f(z) < 1 dla wszystkich
x € [0,1]. Ponadto (biorac w zalozeniu z = y) widzimy,
ze f(2x) > 2f(z) dla z € [0, 5].
Ustalmy liczbe x € (0, %] i niech n bedzie najwieksza
liczba naturalna, dla ktérej 2"z < 1. Wowcezas
f@) < 3f(2z) <...< (%)nf(2”m) < (%)n A poniewaz
2"ty > 1, czyli 2z > (%)n, dostajemy oszacowanie
f(z) <2z dla z € (0, ]. To samo oszacowanie jest
stuszne takze dla z € (1,1] (bo wtedy f(z) <1 < 2z);
za$ dla = 0 mamy f(0) > 2f(0), skad f(0) = 0.
Tak wiec

f(z) <2z dla wszystkich x € [0, 1].

To znaczy, ze stala C' = 2 ma zadana wlasnosé. Nie
mozna jej zmniejszy¢, co pokazuje przyklad funkcji
0 dlaxe€]l0,1],
f(z) = 1 2 .
1 dlaze(s,1];

dla niej f(x)/xz — 2 przy « — %—I—. Zatem C' = 2 jest
najmniejsza liczba, o ktéra pyta zadanie.

856. Jest wiele takich ciagow. Przykladowa konstrukcja:

(a1,az2,a3) = (1,3,2); wigc (d1,d2) = (2,1). Bedziemy
ciag przedluzaé¢ indukcyjnie, dotaczajac po trzy
elementy. Ustalmy n > 1 i zalézmy, ze zostaly juz
okreslone wyrazy a; o numerach i < 3n tak, ze (przy
okresleniu d; = |a; — a;41|):
(1) ciagi (a1,...,a3,) oraz (di,...,dsp—1)

sa réznowartosciowe.
Przyjmijmy dodatkowo, ze
(2) kazda liczba mniejsza od as, jest obecna

w ciagu (aq,...,a3,)

22

(liczba w tym zadaniu znaczy stale: liczba calkowita
dodatnia); dla n = 1 warunek (2) jest spelniony.

Niech a bedzie najmniejsza liczba rézna od aq, ..., as,
i niech § bedzie najmniejsza liczba rézna od
dy,...,dsn—1. Z zalozenia (2) wynika, ze a > agy,.
Wprowadzamy ponadto parametr = (ktéremu wartosé

zostanie nadana pézniej). Definiujemy:

(3) A3n41 =T, A3p42 =T —0, 343 = Q.
Aby ciagi (a1, ...,a3n+3) 1 (d1,...,d3ns2) byly
roznowarto$ciowe, potrzeba i wystarcza, by spelnione
byty nastepujace warunki:

r#a, x—0#a; (dlai<3n), z#a, z—0#aq
|azn —a| #dj, |r—d—a|#d; (dlaj<3n-1),
|a3n_x‘7é57 |1’—(5—a|7é(5’ |a3n_$‘7é|$_(5—0[|.

Ostatni z wypisanych warunkéw wymaga

w szczegblnosei, by x — ag,, # © — § — a; czyli by

azn # @+ d; a tak jest, skoro a > ag, (do tego

bylo potrzebne zalozenie (2)). Kazdy z pozostalych
warunkéw eliminuje skonczenie wiele mozliwych
wartosci parametru x. Pozostaje nieskonczenie

wiele liczb (nie wyeliminowanych). Bierzemy jako x
(na przyklad) najmniejsza z nich. Wzory (3) okreslaja
kolejna tréjke wyrazéw ciagu (a;) (wiec i ciagu (d;));
a dzieki wypisanym warunkom zapewniajg spetnienie
wlasnosci (1) z n zastapionym przez n+1. Réwniez
wlasnosé (2) przenosi sie z n na n+1, bo asn43 = a.

Przedstawiona procedura generuje nieskonczone

ciagi (a;), (d;). A poniewaz zaréwno do jednego, jak

i drugiego ciagu byla na kazdym kroku dotaczana
najmniejsza liczba nieobecna we wcze$niej okreslonym
odcinku ciggu (« oraz §), gwarantuje to, ze

w kazdym z tych ciagdéw znajdzie si¢ kazda liczba
naturalna.



