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Oto, co mégl zobaczyé Ed. Czy Bob mégl mu

w ten sposéb przekazaé informacje o polu
wskazanym przez straznika?
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(Nie)mozliwa do rozwigzania zagadka
Izabela MANDLA*

Wyobrazmy sobie taka sytuacje: dwoch wiezniéw dostaje mozliwo$é wydostania
sie na wolno$é¢ pod warunkiem, ze uda im sie rozwiazaé¢ pewna zagadke.

(Chyba nie ma na $wiecie systemu penitencjarnego, ktéry dopuszczalby taka
ewentualno$é, ale nie psujmy opowiesci roztrzasaniem takich szczegdtow!).
Straznik, ktéry ich pilnuje, przygotowat dla nich problem logiczny, ktory na
pierwszy rzut oka mégltby sie wydawaé¢ niemozliwy do rozwiazania. A oto, co im
powiedzial:

W celi obok na stole lezy zwykla szachownica 8 na 8. Jednak na jej polach nie
lezg pionki, a monety. Na kazdym polu lezy dokladnie jedna moneta i moze

ona bycé odwrécona do gory ortem lub reszkq. Za godzine przyjde po ciebie — tu
wskazal na wieznia o imieniu Bob — zaprowadze do tej celi i wskaze ci pewne
pole na szachownicy. Nastepnie bedziesz musiat odwroci¢ dokladnie jedng monete.
Potem do celi przyprowadze FEda — tu pokazal na drugiego wieznia — 7 jego
zadaniem bedzie odgadngc, ktore pole wskazatem. Jesli mu sie to uda, obaj
wychodzicie na wolnosé.

Czy jest mozliwe, aby wiezniowie mieli pewno$é¢ wyjscia na wolno$é?
Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze nie. Oczywiscie nie bierzemy
pod uwage sytuacji, ze pierwszy wiezien powiedzial drugiemu
pélgebkiem czy tez pokazal na migi, ktore pole wskazal straznik.
Niezaleznie od powoddéw, dla ktérych wyladowali za kratkami, na
pewno nie dopudciliby sie zbrodni zepsucia dobrej zagadki, nawet
gdy stawka jest ich wolnoé¢! Zostaje tylko plansza i to, co na niej
lezy. Dobrze, ale czy da sie to wykorzystac? Czy jest jakas strategia,
na ktéra moga uméwic¢ sie wiezniowie, przy ktérej dzieki odwrdceniu
jednej monety da sie przekazaé¢ informacje o polu wskazanym przez
straznika?
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O dziwo, odpowiedz jest twierdzaca! Jest to wspaniala zagadka,
ktora zdecydowanie zastuguje na odrobine samodzielnego
zastanowienia, aby nalezycie docenié jej trudnoéé. Dlatego — by nie
zepsué zabawy Czytelnikowi Ambitnemu, ktéry sam zechciatby sie

z nia zmierzy¢ — rozwigzanie przedstawione jest dopiero na stronie [I§]
tego wydania Delty.

-

Przekatna kwadratu nie jest wspélmierna z jego bokiem

*Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Eksponat YBC 7298, Yale Babylonian
Collection (New Haven). Wigcej
informacji o tabliczce mozna znalezé tu:
https://news.yale.edu/2016/04/11/
3800-year- journey-classroom-classroom

Jarostaw GORNICKI*

W starozytnej Mezopotamii — kraju potozonym miedzy Eufratem a Tygrysem —
okoto 4000 lat temu postugiwano si¢ szesédziesiatkowym systemem pozycyjnym.
Oznacza to, ze w charakterze cyfr uzywano liczb od 0 do 59 zamiast od 0 do 9
(,podreczna” tabliczka mnozenia w tym systemie zawiera 1830 iloczynéw,

od 1 x 1 do 60 x 60). Przyjmowano wéwczas, ze dlugo$é przekatnej kwadratu
jednostkowego jest réwna

24 51 10
L=(1;245110)60 =14+ — + — + —5 = 1,414213962962.. . .
(L Joo =1+ 5+ emt o =1
To $wietny wynik, bo liczba [(1;24 51 10)60)? = (1;59 59 59 38 1 40)60 &~ 1,999998
jest bardzo bliska 2. Dlugo$¢ przekatnej kwadratu o boku a wyznaczano

ze wzoru L - a.

Dowodem na to, ze starozytni mieszkancy Mezopotamii posiadali taka wiedze,
jest babiloniska gliniana tabliczka (okolo 1700 roku p.n.e.).
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Zrédlo: A. Aaboe, Episodes from
the Early History of Mathematics,
Washington, DC, MAA, 1964

Rozwigzanie zadania M 1744.
Przypusémy, ze istnieje funkcja f

spelniajaca opisany w zadaniu warunek.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi

S(1) = f(0) =

SO A

Biorac n takie, ze f(1) — f(0) < v/n,
otrzymujemy sprzecznosc.

Bok kwadratu oznaczono liczba 30. Na jednej przekatnej napisano 1;24 51 10,
a pod nig 42;25 35, co jest wynikiem pomnozenia pierwszej liczby przez 30,
czyli stanowi dtugosé przekatnej. Przeprowadzone obliczenia budza szacunek!
A wszystko to 1200 lat przed okresem, w ktérym przypuszczalnie zyt Pitagoras.

Pod koniec V lub na poczatku IV wieku p.n.e. Pitagorejczycy pokazali, ze
przekatna kwadratu nie jest wspdélmierna z jego bokiem, czyli iloraz przekatnej
i boku nie jest liczba wymierna (pisal o tym Platon w Teajtecie i Arystoteles

w Analitykach pierwszych). Swiat dowiedzial sie o istnieniu liczb niewymiernych.
Okoto 370 roku p.n.e. Eudoksos stworzyl teorie proporcji sankcjonujaca
postugiwanie sig¢ liczbami niewymiernymi i metode wyczerpywania. Kropke

nad ,,i” postawit w XIX wieku Richard Dedekind, konczac konstrukcje zbioru
liczb rzeczywistych, ale to inna historia... Dokonania Eudoksosa opisal Euklides
w Elementach (IIT w. p.n.e.). Choé Elementy sa najdonioslejszym dzielem
naukowym $wiata, to jak dotad nie doczekaly sie kompletnego tlumaczenia na
jezyk polski (istnieja tlumaczenia wybranych ksiag).

Z Elementow Euklidesa (ksigga X) znamy uzasadnienie, ze:

Przekgtna kwadratu nie jest wspolmierna z jego bokiem.

Dowdéd. Niech AC bedzie przekatna kwadratu, a AB D ¢
jego bokiem. Zalézmy, ze AC' jest wspélmierne z AB,
niech a : b bedzie ich stosunkiem liczbowym wyrazonym
przez mozliwie najmniejsze liczby naturalne.

Mamy AC : AB = a: b. Zatem AC? : AB? = a? : b%. Ale
(z twierdzenia Pitagorasa, Elementy, 1.47) AC? =2 - AB2.
Stad a? = 2b%. Wynika z tego, ze a?, a co za tym idzie A B
réwniez a, jest parzyste; skoro za$ a : b jest wyrazone

przez mozliwie najmniejsze liczby, b jest nieparzyste.

Skoro a jest parzyste, niech a = 2c. Woweczas 4¢? = 2b%, czyli 2¢* = b?, z czego
wynika, ze b jest parzyste.

Zaltozenie, ze AC jest wspOlmierne z AB, prowadzi do wniosku, Ze ta sama
liczba b jest jednocze$nie parzysta i nieparzysta, wiec musi by¢ falszywe. O

W szczegdlnodci, diugosci przekgtnej kwadratu jednostkowego nie mozna wyrazic¢
jako proporcji miedzy dwoma liczbami naturalnymi (co oznacza, ze rozwiniecie
dziesigtne nie konczy si¢ ani nie zawiera okresu).

Godfrey H. Hardy w Apologii matematyka (1940) pisal o tym odkryciu

tak: ,(...) [jest] to proste twierdzenie — proste zaréwno w zamysle, jak

i zastosowaniu — lecz nie ma cienia watpliwosci, ze nalezy do twierdzen
najwyzszej klasy. (...) jest réwnie aktualne i istotne jak wtedy, gdy zostalo
odkryte — dwa tysiace lat nie naznaczyly [go] zadna zmarszczka”.

Pozostajac w klimacie matematyki greckiej, zastosujemy dowody poprzez
reductio ad absurdum (sprowadzenie do sprzecznosci) i przedstawimy dwa
kolejne — pelne matematycznego uroku — uzasadnienia ostatniego wniosku.

Rozumowanie 1. (Tom M. Apostol, Irrationality of The Square Root of

Two — A Geometric Proof, 2000). Zalézmy, ze dlugoéé¢ przekatnej kwadratu
jednostkowego jest liczba wymierna. Istnieja wtedy tréjkaty réwnoramienne

i prostokatne, ktérych wszystkie boki sa catkowitej dlugosci. Niech tréjkat ABC
bedzie najmniejszym tréjkatem o tych wlasnosciach.

Na przeciwprostokatnej odkladamy odcinek C'D o dlugosci odcinka C'B

i w punkcie D wystawiamy prostopadla, ktéra przecina bok AB w punkcie E.
Wowczas trojkat ADE jest mniejszym tréjkatem réwnoramiennym

i prostokatnym, ktérego wszystkie boki maja dlugosci calkowite (patrz rysunek
obok). Sprzecznos¢. Zatem dlugosé przekatnej kwadratu jednostkowego jest
liczba niewymierna! O
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Jeszcze inne uzasadnienie
niewymiernoéci v/2 mozna znalezé

w artykule Adama Baranskiego
Uogdlnienie algorytmu Euklidesa, Agl.

O metodzie Herona mozna przeczytaé

w Delcie, na przyktad w artykule Piotra
Krzyzanowskiego i Grzegorza
Fukaszewicza Przez wieki z metodq
Newtona, Agl.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1745.
Dzielagc obustronnie réwnosé z tresci

zadania przez a — b # 0, otrzymamy
(a —b)® =a® + ab+ b
Niech k = a — b, wéwczas
kS = k2 + 3ab = 2 + 3bk + 3b2.

Roéwnanie kwadratowe

3X% +3kX + k> — k¥ =0
ma wspoélezynniki catkowite oraz
pierwiastek calkowity b, zatem wyréznik
tego réwnania A = k2(12k — 3) jest
kwadratem liczby catkowitej. Stad
12k — 3 = (2 dla pewnej liczby
catkowitej £. Rozpatrujac uzyskane
réwnanie modulo 6, tatwo zauwazymy,
ze £ = 6m — 3 dla pewnej liczby
catkowitej m. Wobec tego

1 - 5
k= E(lZ +3) = 3m? — 3m + 1

i kolejno

—3k+ VA  —3k+kl
6 N 6 N
= (m —1)(3m* —3m + 1),

b=

a=b+ k= 'm(37r12 —3m+1)

oraz 9a — 1 = (3m — 1)3.

Wartoéé v/2 ma praktyczne zastosowanie!
Rozmiary papieru formatu A0, Al,
A2,...(normy ISO 216) zostaly tak
zaprojektowane, zeby po podzieleniu na
dwie réwne czesci wzdluz dltuzszego boku
uzyskaé¢ dwa arkusze o tych samych
proporcjach diugosci do szerokosci. Jest
to mozliwe tylko, jesli ten stosunek
wynosi v/2. Oczywiscie rzeczywiste
wymiary sa zaokraglone do pelnych
milimetréw.

Rozumowanie 2. Zalézmy, ze /2 jest liczbg wymierna. Istnieje wtedy
najmniejsza liczba naturalna k taka, ze kv/2 jest liczba naturalna. Wéwczas

kv/2 — k jest mniejszq liczba o tej wlasnosci. Sprzecznosé! O
Pozostal problem wyznaczenia przyblizonej wartosci v/2. Heron z Aleksandrii
okolo 60 roku n.e. opisal rekurencyjne postepowanie: 1 =21 xp41 = %(In + %)

dlan =1,2,..., w ktérym kazda kolejna iteracja coraz doktadniej przybliza
warto$é¢ /2, podwajajac liczbe cyfr znaczacych po przecinku:

To = 3 :1,5,

‘»—A [\l

x5 = 11 =1,4166.. .,
xy = 57T =1,4142156. . .,

408
__ 665857 __
a5 = 995857 _ 1,4142135623745. ..,
__ 886731088897 __ :
g = SSOTSLOSSSIT _ 1 4142135623730950488016896 . . . itd.

Podstawa tej idei jest pomysl, ze jesli x,, jest przeszacowaniem, a % jest
niedoszacowaniem, lub odwrotnie, to $rednia arytmetyczna tych liczb moze by¢
lepszym przyblizeniem /2 niz kazda z nich z osobna. Pokazemy, ze procedura
Herona jest zbiezna.

(1) Ciag {x,} jest ograniczony z dotu przez v/2, bo

2 2 2 2 2
9 [z, +2 22y \~ [Ty —2
%+12<2xn) 2<zmn =\, ) 2°

(2) zpyo < zpypr dlan=1,2,..., bo

1
Tnt2 = Tntl = 5 | Tnt1 +

2 2 — a2
+1
g = L <,
LTn41 2mn+1

gdyz a3y > 2.

Skoro ciag {x,} jest ograniczony z dotu i nierosnacy, to jest zbiezny. Jego
granica jest pierwiastek réwnania g = %(g + %) speliajacy nieréwnoéé g > v/2,

czyli w tym przypadku ¢ = v/2.

Zbieznosé ciagu {r,} do granicy v/2 jest kwadratowa, tzn. réznica miedzy

kolejnym przyblizeniem a granica /2 maleje jak kwadrat poprzedniej réznicy:
n _\/5 2

(3) owr = V2] = |L(on+ 2) = V3| = 202 < L P,

To wlaénie kwadratowa zbieznoéé jest odpowiedzialna za to, ze liczba cyfr
znaczacych podwaja si¢ przy kazdej iteracji.

Algorytm Herona jest skuteczny w przypadku obliczania pierwiastka
kwadratowego v/A dla dowolnego A > 0, gdzie jako pierwsze przyblizenie mozna
wybra¢ dowolna liczbe dodatnia.

Prostota, pomystowosé, pigkno i uzyteczno$¢ w jednym, uzyskana w wyniku
pracy wielu pokolen! To wszystko dzigki temu, ze matematyka przemieszcza
sie z pokolenia na pokolenie, z miejsca na miejsce i rozwija, jest ,zywym
organizmem”.

Pitagoras wywodzi swoja matematyke z Jonii, gdzie jeszcze 100 lat przed nim
Tales odkrywal pierwsze twierdzenia i dostrzegatl wielka warto$¢ dowodzenia
ich prawdziwosci. Obaj, zanim zaczna zajmowaé sie matematyka, odbywaja
podroéze do Egiptu i Mezopotamii. Od ostatniego Pitagorejczyka Archytasa

z Tarentu uczy sie jej Eudoksos oraz Platon, i w ten sposéb matematyka trafia
do Aten. Stamtad wedruje do Aleksandrii. Tam pisze swoje Elementy Euklides,
tam studiuja Archimedes i Apoloniusz, a w p6zniejszych wiekach dzialaja Heron,
Ptolemeusz, Diofantos, Pappus. Pax Romana, powstanie chrzedcijanstwa i islamu
zmieniaja Swiat. Justynian edyktem z 529 roku likwiduje Akademie¢ Platona,

a matematykéw umieszcza wsrdd ztoczynicéw i innych podobnych. Matematyka
przenosi sie do Indii (Arjabhata, Brahmagupta, Bhaskara), a p6Zniej

z powrotem do Mezopotamii i Azji Srodkowej (Muhammad al-Chwarizmi, Omar
Chajjam), i kolo sie zamyka. Spuscizne arabska przejmuje nauka europejska,
matematyka ponownie rozkwita w Europie. Wspanialy owoc pojawia si¢ w XVII
wieku, to rachunek rézniczkowy i catkowy.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Zgoda. Tytul artykulu powinien brzmieé:
Nie czytaj, jesli nie wiesz, co to jest
wzor Taylora.

Rachunki przeprowadzilismy w GNU
Octave, ale to samo dostaniesz,
prowadzac obliczenia w podwdéjnej
precyzji w dowolnym jezyku (C/C++,
Pythonie, MATLAB-ie, Julii itd.).

Czytelnik Dotychczas Nieznajacy
Pochodnej (a mimo to $ledzacy nasz
wywod) tatwo sprawdzi, ze dla h — 0

F(x+ h) — F(x)

=2 h — 2z,
n x + xT

zatem F’'(z) = 2z i podobnie G'(z) = 3z2.

Ponadto ze wzoru
sin(z + h) = sinz cosh + cosz sin h

wywnioskuje, ze S’(z) = cos z, gdyz
(sinh)/h — 11i (cosh —1)/h — 0
dla h — 0.

Méwimy tu o tzw. maszynowych liczbach
zmiennopozycyjnych podwdjnej precyzji,
domys$lnie wykorzystywanych przez rézne
pakiety obliczeniowe.

Nie czytaj, jesli nie wiesz,
czym jest pochodna
Piotr KRZYZANOWSKI*

No dobrze. Mimo ze nadal czytasz, na wszelki wypadek przypomnienie:
pochodng funkcji f: R — R w punkcie x nazywamy wartos¢ granicy
h) —
L f et h) — f()
h—0 h
i oznaczamy f’(x). Mozemy wspomoéce sie komputerem, by ja obliczyé w sposéb
przyblizony: przeciez dla bardzo malego h wartosé ilorazu
fl+h)—f(=z)
1) ) = RS
powinna by¢ bardzo bliska wartosci granicznej. Wykorzystanie przyblizenia
moze byé w praktycznych zastosowaniach jedyna rozsadna opcja numerycznego
wyznaczenia wartoéci f/(x): czesto bowiem sie zdarza, ze nasza funkcja f nie
jest zadana jawnym wzorem, tylko przez ,czarna skrzynke” — tzn. program
komputerowy o nieznanej tresci, ktéry dla zadanego = po prostu zwraca f(x)
(i nic wiecej).
Intuicja podpowiada, ze im mniejsze bedzie h, tym lepsza powinna by¢ ta
aproksymacja — i rzeczywidcie, korzystajac ze wzoru Taylora, mozna tatwo
pokazaé, ze
(2)
gdzie C' = |f"(x)]/2.

Zrébmy wiec szybki eksperyment i, korzystajac z , obliczmy na komputerze
przyblizenia wartoéci pochodnej, powiedzmy w x = 1, nastepujacych funkcji:

[fa(@) = f'(z)] = C|hl,

F(z) = 22, G(z) = 23, S(x) = sinz.
Oto wyniki uzyskane dla kilku catkiem maltych wartosci h:
h () G (1) 5.(1)
10—2°  0,0000000000  0,0000000000 0,0000000000
10—3°  0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000
10—4°  0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000

Jak si¢ okazuje, otrzymamy identyczny wynik, nawet jesli jeszcze bardziej
zmniejszymy h. .. Wszystko wskazuje wiec na to, ze dla kazdej z trzech funkcji
,graniczna” wartoscia ilorazu jest zero — tyle ze to oczywista nieprawdal
Powinnismy byli przeciez otrzymac:

funkcja jej pochodna  warto$¢ pochodnej w x =1
F(z) = 2? F'(z) =2z 2
G(z) =23 G'(z) =322 3

S(z) =sinz  S'(z) =cosz  ~ 0,5403023058681397

Co sie stalo? Przyczyna tkwi gleboko we wnetrznodciach komputera.
Namiastka liczb rzeczywistych, z ktorej korzysta procesor — tzw. liczby
maszynowe — to zbiér skoriczony. W przedziale [1,2) jest ich dokladnie 2°2,
a najmniejsza liczba maszynows wieksza od 1 jest 1 +2792 ~ 1+ 2,2-10716,

Wobec tego dla dowolnego 0 < h < 27°3 a2 10716 obliczona w komputerze wartosé
1+ h < 1+ 2753 zostanie zaokraglona do najblizej lezacej liczby maszynowej,
czyli... do 1. W efekcie, wyznaczajac dla dostatecznie malego h réznice

f(1 4+ h) — f(1), komputer w rzeczywistosci obliczal f(1) — f(1), co oczywiscie
musialo da¢ w wyniku zero.

Czy wiec przyblizenie f’(x) przez f](x) jest bezwartoéciowe? Nie
przesadzajmy — metoda nie jest wcale taka zla — chociaz, jak przekonaliSmy
sie na poczatku, ma pewne ograniczenia. Jak wida¢ z tabelki na nastepnej
stronie, dla kazdej z funkcji F, G, S, gdy h maleje (ale nie za bardzo), obliczane
ilorazy stabilizuja si¢ do pewnego momentu na poziomie prawdziwej wartosci
pochodne;j.
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10°5 0 o

h (1) (1) Sp(1)
10~°  2,0000100000 3,0000300001 0,5402980985 10-4 1
1075 2,0000009999 3,0000029998  0,5403018851
10~7  2,0000001011  3,0000003015  0,5403022640
1078 1,9999999878  3,0000000040  0,5403023029 10-8|
1072 2,0000001655 3,0000002482  0,5403023584
10~1%  2,0000001655 3,0000002482  0,5403022474
10~ 2,0000001655 3,0000002482 0,5403011372 10-12 |
10712 2,0001778012 3,0002667017 0,5403455461
10—16 1.7 | e | |
10720 10716 10712 1078 1074 10°
h

Jeszcze lepiej zobaczymy to na wykresie pokazujacym, jak od h zalezy blad
|S7(1) — S}, (1)| (na rysunku powyzej zaznaczyliSmy go kolorowymi kéteczkami).
Dodatkowo czarna linia przerywana obrazuje przyblizony poziom bledu
przewidywany przez (2)). Wyglada wiec na to, ze przez jaki$ czas — gdy h jest
w miare duze — aproksymacja pochodnej przez rzeczywiscie stucha sie
matematyki. Jednak potem, gdzie$ tak dla h ~ 108, zaczyna sie dziaé¢ co$
dziwnego, powodujacego, ze wbhrew blad aproksymacji przestaje male¢ —

a nawet zaczyna wyraziécie rosnaé! Jak mozna sie domysli¢, wina* znéw lezy
po stronie komputera — a doktadniej tego, jak wykonywane sa w nim dzialania
matematyczne.

Dla F i G zalezno$é ta wygladataby
bardzo podobnie.

Omawiany eksperyment czesto
pokazujemy studentom MIM UW jako
przyktad zjawiska tzw. redukcji cyfr przy
odejmowaniu.

*Wtasciwie stowo wina powinniémy wziagé
w cudzystéw, bo procesor specjalnie
zaprojektowano, zeby wlasnie tak dziatal:
nieco niedoktladnie, ale za to piekielnie
szybko.

Jak wiec wybieraé¢ h? Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze h > 0, i przyjrzyjmy
si¢ najprostszemu przypadkowi, czyli F(z) = 2%2. W zwiazku z tym, ze liczb
maszynowych jest skonczenie wiele, wynik kazdego dziatania arytmetycznego
podlega potencjalnemu zaokragleniu (do najblizszej liczby maszynowej). Dla
uproszczenia przyjmiemy, ze tak sie zdarzy tylko raz: wylacznie w przypadku
podnoszenia do kwadratu wartosci (z + h). Z tego, jak zostala zaprojektowana
komputerowa arytmetyka, wynika, ze zamiast doktadnej wartosci z = (x + h)?
komputer obliczy Z = z(1 + n), przy czym |n| < 275 =: v. Wobec tego na koniec
dostaniemy z komputera wcale nie Fj (x), tylko raczej

Fie) = (x+h) (1h+77)—x

= Fj(z) + F(z + h)%,

skad blad miedzy faktycznie obliczong na komputerze wartoscia FJ (x)
a prawdziwa F'/(z) da sie z grubsza oszacowad, na mocy , przez
@), F@]

2 h
Dla ustalonego = wyrazenie po prawej stronie nieréwnosci jest funkcja h,
ktoérej wykres zaznaczylidémy linia ciagla na rysunku powyzej. Jak wida¢, catkiem
trafnie przewiduje realistyczne zachowanie sie btedu, a jej minimum wypada

w punkcie
_ [2F@l
"=\ F @)

— co potwierdza, ze optymalna warto$é h powinna by¢é rzedu /v ~ 1078,
zgodnie z tym, co widzieliSmy na wykresie powyzej. Podstawiajac do , btad
aproksymacji F’(z) przez F\’ﬁ(x) powinien wowcezas by¢ réwniez rzedu /v.

Tak, daje si¢ to zrobié Scidle, ale nam tu
zalezy tylko na odpowiedzi o charakterze
jakosciowym — wszak juz na poczatku 3
poczyniliSmy pewne uproszczenia. ( )

[F' () = Fi(2)] S

4
S

Czy mozna lepiej numerycznie przyblizaé¢ pochodna? Owszem,

mozna — i to na kilka sposobéw — ale tutaj wspomnimy tylko o jednym, za to
zaskakujacym (przynajmniej na pierwszy rzut oka). Gdyby bowiem szczesliwie
zdarzylo sie, ze funkcja f daje sie rozszerzy¢ do funkcji analitycznej w dziedzinie
zespolonej — a przypadkiem nasze funkcje F, G, S wlasnie takie sg — to mozna

W. Squire i G. Trapp, Using Complex skorzystaé Z przybliienia

Variables to Estimate Derivatives of
Real Functions, STAM Review 40 (1),
1998. 5



Btledy przyblizenia S’ (1) przez 95, 5(1),
zaznaczone kolorowymi gwiazdkami,
mozna tez zobaczy¢ na wykresie na
poprzedniej stronie.

m Zadania

W zeszlym miesiagcu umiedciliSmy w tym
miejscu matematyczne ,,zadania

z myszka”, ktére ukazaly sie¢ w Delcie
réwniez rok wczesniej. Chcieliby$Smy
uznaé to za nieSmieszny primaaprilisowy
zart, jednak niestety byta to po prostu
nasza pomytka. Opiekuna dziatu,

dra Dominika Burka, oraz wszystkich
naszych Czytelnikéw najmocniej za nig
przepraszamy.

Redakcja

(%)

/(@) % 00 f(@) = 33 (fla+ih)

gdzie 3(z) oznacza czesé urojona liczby zespolonej z, natomiast i = v/—1 to
jednostka urojona. To przyblizenie nie psuje sie nawet przy bardzo matych h,
a dodatkowo blad maleje w znacznie szybszym tempie, co pokazuje ponizsza

tabela.
h OnF (1) oG(1) orS(1)
10=Y  2,0000000000000000 2,9900000000000000 0,5412032600703925
1072 2,0000000000000000  2,9999000000000000  0,5403113109515962
10~4  2,0000000000000000  2,9999999900000000  0,5403023067686435
10—%  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681399
10—3%  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10~1%9  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10739 2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10—319  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681550

Ostatni wiersz tabeli powinien zwréci¢ Twoja uwage. Dla patologicznie matych h,
ponizej okoto 107398, coé jednak znowu. .. zaczyna sie psué! Czy wiesz, dlaczego?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1744. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f : R — R taka, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y (x > y) spetniona jest nieréwnosc¢:

flx) = fly) = Vo —vy.

Rozwigzanie na str. [2]

M 1745. Dane sa liczby caltkowite dodatnie a # b takie, ze

(a —b)* =a® -0
Udowodni¢, ze liczba 9a — 1 jest szeScianem liczby caltkowite;j.
Rozwigzanie na str.

M 1746. Dane sg trzy szkoly, w kazdej z nich uczy sie 200 uczniéw. Kazdy
uczerl ma przynajmniej jednego znajomego w kazdej ze szk6l (znajomosé jest
wzajemna oraz nikt nie jest znajomym samego siebie). Przypusémy, ze istnieje
zbiér A, zawierajacy 300 uczniéow, o nastepujacej wiasnosci: dla dowolnej
szkoly S oraz dwoch uczniéw x,y ze zbioru A, ktérzy nie ucza sie w S, x iy
maja rézng liczbe znajomych uczacych sie w szkole S. Udowodnié, ze istnieje
trzech uczniéw z trzech réznych szkoél, ktorzy wzajemnie sig znaja.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1071. Podczas jazdy z predkoscia v na samochéd dziala sita oporu
powietrza opisana wzorem: Iy, = %C’pS’zﬂ, w ktérym p jest gestoscia powietrza,
S powierzchnig przekroju samochodu prostopadla do predkosci, a C' jest
wspolczynnikiem zwiazanym z ksztaltem samochodu. Na jakim odcinku drogi [
energia W potrzebna do pokonania oporu powietrza podczas jazdy ze stala
predkoscia rowna jest energii kinetycznej Ej samochodu? W obliczeniach
przyjmij p = 1,3 kg/m?® oraz wartosci typowe dla samochodu osobowego:
m=1,3-103kg, S =2m?, C =0,3.

Rozwigzanie na str.

F 1072. Ciezar Q wskazywany przez wage na powierzchni Ziemi jest
pomniejszony o site wyporu powietrza. Gdyby nie bylo atmosfery, to na jaka
wysokos$¢ h nad powierzchnia Ziemi musielibySmy sie wznie$¢, zeby nasz cigzar
(sita przyciagania przez Ziemig) byl rowny Q7 W obliczeniach przyjmij: gestosé
powietrza na powierzchni Ziemi p = 1,3 kg/m3, promien Ziemi R = 6400 km,
gestoéé wody po = 10% kg/m3.

Rozwiazanie na str. [I0]
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Owady — nie robaki

Do befsztyka, schabowego i piersi kaczki jestedmy przyzwyczajeni od dziecinstwa.
Sushi i kimchi pojawily sie w akceptowalnym przez ogdt menu kilkadziesiat lat
temu. Ale chrupigce $wierszcze budza zdziwienie i watpliwosci, nie méwiac juz
o usmazonych na chrupko larwach macznika.

Mniej wiecej 23 lata temu bralam udzial w projekcie EU oceniajacym
europejskie Festiwale Nauki. Wiazalo si¢ to z odwiedzeniem kilku z nich;

w Irlandii pojechaliSmy do malego nadmorskiego miasta na péinocy kraju.
Wizytowaliémy program dla dzieci ,Male robaki (bugs) w duzej torbie (bag)” —
stuchacze w wieku przedszkolnym. Animator wyjmowal z torby kolejne klateczki
z zywymi bezkregowcami, opowiadal o ich biologii i zawsze proponowal chetnym
jakis kontakt ze zwierzeciem. Wzia¢ do reki, poglaskac¢, powachad, sledzi¢ ruchy.
Dzieci przepychaly sie do tych dzialan. Kazdy szczesliwiec otrzymywatl nalepke
na sweterek w typie ,trzymatem w reku poczwarke motyla X”. Na zakonczenie
padla propozycja zjedzenia grillowanego owada — do tej proby, zakonczonej
pomyslnie, zgtosilo sie tylko troje uczestnikow.

Pisze o tym epizodzie tak szczegdlowo, bo uczy on koniecznosci oswajania

si¢ z nowosciami, innowacjami i zjawiskami niezwyklymi. Ostatnio po raz
pierwszy zetknelidémy sie z upowszechnieniem wiadomosci o konsumpcyjnych
walorach owadéw, co natychmiast spolaryzowalo opinie spoleczna. Sprawa nie
jest jednoznaczna i prowokuje do okreslenia wstepnych danych.

W naszej strefie kulturowej, cywilizacyjnej, owadéw sie nie jada, jada sie mieso
hodowlanych ssakéw. Negatywne skutki takiego wyboru staja sie coraz bardziej
oczywiste, produkcja tej zywnodci jest coraz drozsza i coraz bardziej zagraza
srodowisku w skali lokalnej i globalnej.

A przeciez istnieja dowody na spozywanie owadow przez ludzi juz 7000 lat
temu. Dzi$ za jadalne uznaje si¢ 2300 gatunkéw. W strefach ludzkiego ubéstwa
owady stanowia wazne zrédto pozywienia — zbiera sie je latwo i sa powszechnie
dostepne. (Tym, ktérzy wzdrygaja sie na sama mys$l o zjadaniu robakéw,
przypominam: ,robaki”; jeszcze lepiej ,,robale” — to nie sa pojecia rodem

z systematyki zwierzat). Chodzi o zywnosciowe walory gléwnie mlodocianych
form owaddéw — gasienic i poczwarek. Za handlowe uznaje sie kilka gatunkéw
($wierszcze, pszcezoly, jedwabniki, wolek palmowy, macznik mlynarek). W Unii
Europejskiej od 2017 roku dopuszczony jest do produkcji zywnosci macznik
mlynarek, szarancza, $wierszcz (w formie suszonej, mrozonek, past). Owady

i ich czesci zatwierdzone sa przez Unie Europejska jako dodatek do pokarmu
zwierzecego, w produkcji lekéw i antybiotykéw. W USA i Kanadzie dopuszcza
sie dodawanie maczki z mtynarka do burgeréw, proteinowych batonéw i chleba.
Ponadto z owadéw wytwarza sie chrupki—przekaski ($wierszcze maja podobno
smak musztardy z miodem).

Bialka i tluszcze owadoéw przypominaja te, ktére wchodzg w sklad ciat
organizméw wyzszych. Biatka stanowia 40-75% ich suchej masy, zawierajac
wszystkie niezbedne w zywieniu czlowieka aminokwasy. W mtodocianych
formach owadéw przewazaja tluszcze nasycone (8-70% suchej masy), za to

w dorostych formach zdarzaja sie cenne tluszcze nienasycone, wazne w produkcji
prostaglandyn, hormonu stosownego w leczeniu i profilaktyce choréb ukladu
sercowo-naczyniowego. W owadach znajduja sie witaminy A, B;_12, C, D, E
oraz mikroelementy (duzo zelaza).

Wobec tak znaczacych zalet zywnosciowych pojawiaja sie dwie zasadnicze
potrzeby. Po pierwsze dokladnych kolejnych badan bezpieczenstwa
konsumpcyjnego tych nowych sktadnikéw codziennej diety, zaréwno z punktu
widzenia sktadu cial owadow, jak i towarzyszacych im wlasnych pasozytéw,
mikrobiomu itd. Po drugie trzeba pamietaé, ze wazne bedzie dostarczenie

w zrozumialej formie i jak najbardziej obszernej informacji o owadach

w postepowaniu zywieniowym oraz formach ich konsumpcji i utylizacji.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Sumowanie i asymptotyka.
Jakub Bernoulli i Leonhard Euler Grzeqgorz LUKASZEWICZ*

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

JAC. BERNOULLI, MATH.PI
Jakub Bernoulli (1654-1705)

Czytelnik zna zapewne wzér
14+...4+n= %, bedacy szczegdlnym
przypadkiem . Pokazuje on
w szczegblnosci, ze By = 1 oraz By = %
Poczatkowe wyrazy ciggu: Bg = 1,
BIZ%»B2:é’B4:7L BS:i
_ 1
T30 2
Bis =%, Big = -3, Big = 4
Do wyznaczenia wspomnianej wczesniej
sumy 110 + ...+ 1000 potrzebna jest
znajomo$¢ jedynie pierwszych siedmiu.

S
Augusta Ada King, hrabina Lovelace
(1815-1852)

Wskazéwka do dowodu (2)): wymnozyé
k

ef—1

szereg —— = Z m przez szereg

n 7 .
By, L+, skorzysta¢ z rekurencyjnego

wzoru (czyli (1)) dla n = 1) i przekonad sie,
ze otrzymujemy szereg definiujacy e”.

W swoim stawnym traktacie Ars Conjectandi, opublikowanym po$miertnie
w 1713 roku, Jakub Bernoulli zawarl nastepujacy rezultat [3, 4], przedstawiony
tutaj we wspotczesnej notacji:

Istnieje cigg liczb wymiernych By, By, Ba, ... taki, Ze dla dowolnych liczb
naturalnych k > 0 i n > 1 zachodzi réwnosé:

(1) 15425 4. 4nk = k%l (59 Bon* 4 (51 Bin® + o+ (Y1) Ben ).

Znajomos¢ liczb B; (j =0,1,2,...) pozwala na latwe i szybkie znalezienie
dtugich sum kolejnych poteg liczb naturalnych. Dla ukazania zalet tej metody
Bernoulli podat sume dziesiatych poteg pierwszego tysiaca liczb naturalnych,
réwna 91 409 924 241 424 243 424 241 924 242 500. Z wyrazng duma oraz
satysfakcja napisal, ze zajelo mu to mniej niz p6t kwadransa, podczas gdy
znakomity astronom Ismaél Bullialdus (1605-1694) po$wiecil na obliczenie
analogicznych sum dla pierwszych szesciu poteg (tj. k = 1,2,...,6) cala opasna
ksiege Arithmetica Infinitorum.

Historia liczb Bernoulliego w skrécie

Bernoulli wyznaczyt wartodci kilku poczatkowych liczb B; i zaobserwowal, Ze
liczby o nieparzystych indeksach, poczynajac od Bs, sa réwne zeru. Wskazal

tez sposéb obliczania pozostatych — wzér rekurencyjny otrzymujemy poprzez
wstawienie do (1)) wartosci n = 1.

Leonhard Euler nazwat liczby B; liczbami Bernoulliego, podajac ich wartosci
do Bjsy wlacznie i opracowujac nowa metode ich obliczania. Liczby Bernoulliego
moga sie wydawaé bardzo tajemnicze, wystepuja w réznych dziatach
matematyki, ale na pierwszy rzut oka nie wykazuja zadnych widocznych
regularnosci. Wiadomo jednak, ze znaki kolejnych liczb o indeksach parzystych

sa naprzemienne, a ciag |Ba,| ros$nie szybciej od kazdego ciagu geometrycznego:

[B2n+2]
[Banl

W 1841 roku John Couch Adams (1819-1892), wybitny astronom — ktéry

m.in. obliczyt elementy przyblizonej orbity niebawem odkrytej planety Neptun,
zaburzajacej orbite Urana — obliczyt ich wartosci do Bi2s4 wlacznie. Ta ostatnia
liczba jest utamkiem o 110-cyfrowym liczniku oraz mianowniku réwnym 30.

W ostatnich czasach pojawienie sie komputeréw radykalnie przyspieszylto
obliczanie liczb Bernoulliego o coraz wiekszych indeksach.

:—2 przy n — oo [5].

Wart uwagi jest fakt, ze juz w 1842 roku wspolpracujaca z Charlesem Babbagem
Augusta Ada King, hrabina Lovelace, napisala instrukcje (czytaj: ,,program”)
ich obliczania przy pomocy jego Maszyny Analitycznej. Byt to pierwszy zlozony
(zawierajacy petle) program komputerowy [7]. Ada Lovelace pisze [6]:

,Na zakonczenie niniejszych uwag szczegétowo przesledzimy kroki, za
pomoca ktérych maszyna mogtaby wyznaczy¢ liczby Bernoulliego, co
jest (w postaci, w jakiej to wydedukujemy) raczej skomplikowanym
przyktadem jej mozliwosci. Najprostszym sposobem obliczenia tych

liczb bytoby bezposrednie rozwinigcie % ..."

Wspomniana wyzej funkcja z%5 to — znaleziona przez Eulera — tak zwana
funkcja tworzaca dla liczb Bernoulliego, o ile przyjmiemy alternatywna

konwencje, w ktérej B; = —%. Jedli jednak pozostaniemy przy konwencji Jakuba
Bernoulliego, to funkcja tworzaca jest:
= z" ze®
2 B _— = .
) ng() "nl e —1

ze”

Zauwazmy, ze funkcja %5 po odjeciu %x staje sie funkcja parzysta, wiec jej
rozwiniecie w szereg potegowy ma wtedy jedynie parzyste potegi. Z powyzszego
wzoru wynika zatem, ze rzeczywiscie Bo,41 =0dlan =1,2,3,...
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f(3) fz) =a?

f(2)

s

1 2 3

Calka fon f(x)dz (pole pod wykresem)

nie przewyzsza sumy f(1) 4+ ...+ f(n)
(taczne pole prostokatéw). Przesunigcie
prostokatéw w prawo o 1 pokazuje

natomiast, ze calka ta jest nie mniejsza

niz f(1)+...+ f(n—1)

Dlaczego podana tu postaé jest
réwnowazna poprzedniej? Otédz
poprzednig formule nalezy zastosowac¢ dla
funkcji « — f(z + 1), a do otrzymanego
wzoru na f(2) + ...+ f(n) dodaé
stronami f(1). Pozostaje odnotowaé, ze

%f(x)ﬂ' + f(1) to wlasnie w

Zbieznosé ciagu (a,) definiujacego

liczbe v wynika z poréwnania pola pod
wykresem funkcji % z tacznym polem
odpowiednich prostokatéw, jak na
wczedniejszym diagramie. Latwo sie w ten
sposéb przekonaé, ze ciagi
1n(n)—(%+...+%)
i (1-&-% +o = 1) In(n) sa dodatnie
i rosngce. Oznacza to, ze ciag (an) jest
rosnacy, a jednoczeénie cigg (an — %) jest
malejacy, co uzasadnia zbieznosé¢ obu.

Wzér sumacyjny dla dowolnych ciagéw?

Uog6lnimy teraz formule Bernoulliego, stosujac ptodna metode znajdowania
nowych twierdzen, polegajaca na wtasciwych podstawieniach, indukcji i analogii.
Rozwazmy formule dla k = 3:

1P +2°+ ... 4+n®=1Bon" + Bin® + 3Bon® + Bsn.
Po lewej jej stronie mamy do czynienia z funkcja f(z) = 2®, postarajmy sie wiec
réwniez prawa strone wyrazi¢ poprzez f. Pierwszy wyraz to po prostu %n‘l,
w czym mozna sie dopatrzy¢ catki fon f(x)dz. Jako pole pod wykresem f(z)
jest to rozsadne przyblizenie lewej strony (zob. margines). Dalsze wyrazy mozna
powiazaé z funkcja f i jej pochodnymi: f(n) =n3, f'(n) = 3n?, f”(n) = 6n, co
pozwala zapisa¢ naszg, formul@ jako

Bs "

)+ /f Yo+ L@y + D2 @)+ o @) +

Powyzej uzyliSmy symbolu g(z | o Da oznaczenie réznicy g(n) — g(0) (potrzeba
odjecia wartodci w zerze wyjasni sie za chwile). Trzy kropki sugeruja, ze
mogliby$my dodawa¢ analogiczne dalsze wyrazy, ale i tak nie mialoby to wplywu
na sume, gdyz wyzsze pochodne funkcji f(z) = 23 sa stale.

Jedli zamiast f(z) = 2 powtérzymy to rozumowanie dla funkcji f(z) = z¥,

to okaze sie, ze otrzymany powyzej wzoér pozostaje w mocy. W konsekwencji
zachodzi on réwniez dla dowolnego wielomianu, czyli funkcji postaci

f(x) = apa® + ... + a1 + ag (tutaj odjecie wartoéci w zerze jest kluczowe).
Na potrzeby zastosowan wygodnie jest go zapisa¢ w réwnowaznej postaci:

F+ /f P OO B iy B iy

Mozna teraz zapytaé, czy przypadkiem analogiczna formula nie jest takze
prawdziwa dla dowolnej funkcji f gladkiej; wtedy oczywiscie suma po
prawej stronie mogtaby sie ciagnaé az do nieskonczonosci. Tak nie jest:
kontrprzykladem jest funkcja f(x) = cos(2wz), dla ktérej powyzsza formula
dawalaby n=0+1+0+0+...

Ponadto, poniewaz wartosci bezwzgledne liczb Bernoulliego By; (j =1,2,3,...)
bardzo szybko rosna, szereg po prawej stronie przewaznie nie jest zbiezny. Gdyby
go jednak ucia¢ w pewnym miejscu. . .

W 1736 roku Euler pokazal, ze rzeczywiscie dla dowolnej funkcji (dostatecznie)
gladkiej prawdziwa jest formula zwana wzorem sumacyjnym FEulera (lub
Eulera—Maclaurina, gdyz Colin Maclaurin uzyskal te formule kilka lat pézniej):

B Y50 = [ fwae+ DI L Sm B0 ein sy (om),
Jj=1 1 j=

« (2))!

gdzie reszta R, (f,m) spelnia R, (f, m)| < 2(2m)=2™ [["|f?™+D(z)|dz. Okazuje
sie, ze w wielu przypadkach juz niewielka liczba kolejnych wyrazéw po prawej
stronie réwnoéci bardzo dobrze przybliza sume po lewej stronie tejze
rownosci.

Przykltad: wyznaczenie stalej Eulera

Dla przyktadu pokazemy, jak formuta Eulera sprawdza sie w przypadku funkcji
flx) = %, co pozwoli nam znalezé dobre przyblizenie jednej z najwazniejszych
stalych matematyki, liczby gamma Eulera, okreslonej wzorem

(1
v = nhﬂn;o (Z 5 - lnn>.
J=1
Poniewaz mamy f\)(z) = (—1)3‘%1 dla 7 =1,2,3,..., wiec z otrzymujemy

i;—lnnJr;( >+X;BQJ (1>+Rn(f,m).

j=1
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Siméon Poisson (1781-1841)
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* Nauczyciel matematyki, Warszawa

Po przeniesieniu logarytmu na lewa strong i przejsciu z n do granicy (n — 00)
otrzymujemy

1 & B
(4) ’)’25‘1‘227.]4‘}300(]0»7”)-
=
Nie poprzestanmy jednak na tym i odejmijmy stronami ostatnie dwie réwnoéci:
| 1 " By 1
5 = - —Inn— — =L 4 (Roo(f,m) — Ru(f, .
( ) Y jzlj nn 2n+j=1 2] n2] +( (f m) (f m))

Kladac w réwnaniu powyzej m = 7 oraz n = 10, ignorujac reszte Roo(f, m) —
R, (f,m) i biorac pod uwage tylko skoriczona sume

n

Z 1 1 1 n 1 1 n 1 T 1
——Inn— — - et —
j 2n  12n2  120n* = 252nS 12n14’

j=1
otrzymujemy przyblizenie v z dokladnoscig do szesnastego miejsca po przecinku:
v~ 0,577215 664901 532 5. Obliczenie to podal sam Euler.

Naturalne jest pytanie, dlaczego Euler dla uzyskania przyblizenia swojej stalej
skorzystal z formuly , a nie z prostszej formuly . Mozemy tu tylko podaé
kluczowy argument, zawarty w prostym twierdzeniu méwiacym, ze jezeli
S=a1+as+ ...+ an+ Ry dla kazdej liczby naturalnej m, a cigg reszt R,
jest ciggiem naprzemiennym, to |Ry| < |am+1]-

Dla obliczenia sumy S z zadana dokladno$cig nalezy zatem dobraé¢ stosowny
wyraz szeregu a1 + as + ... + amy + . .., na ktérym konczymy sumowanie. Co
nie musi by¢ trywialne, gdy szereg jest rozbiezny, a jego wyrazy od pewnego
miejsca szybko rosng, tak jak ma to miejsce w przypadku szeregu w formule .
Widaé, ze rzecz polega tu na zbalansowaniu wartosci Bo,, szybko rosnacego
ciagu liczb Bernoulliego i liczby n?™ tak, aby pierwszy odrzucony wyraz szeregu
byt dostatecznie maly. Okazuje sie, ze reszta w formule spelnia zalozenia
przytoczonego powyzej twierdzenia. Szczegdly sa bardziej zlozone [1, 2, 5],

z czego Euler zdawal sobie sprawe, ale pierwszym, ktéry blizej zbadal reszte

we wzorze sumacyjnym Eulera — w 1823 roku — byt Siméon Poisson.

Nie ma problemu!
Pawel Rafal BIELINSKI*

W tym artykule zajmiemy si¢ trzema zadaniami na poziomie starszych klas
szkoly podstawowej. Dotycza one zupelnie réznej tematyki, a jednak — jak sie
przekonamy — maja znacznie wigcej wspélnego, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje. Zachecamy Czytelnika do zmierzenia si¢ z nimi przed przeczytaniem
zaproponowanych rozwiazan i dalszej analizy.

Zadania

1. Kule w urnie. W urnie znajduje si¢ pewna liczba kul, z ktérych kazda jest
albo zielona, albo czerwona, albo niebieska. Prawdopodobienistwo wyciagniecia
z urny kuli zielonej wynosi 0,55, a czerwonej 0,35. Natomiast kul niebieskich jest
doktadnie 5. Ile kul znajduje si¢ w urnie?

2. Pole, obwdéd, okrag. Jaki jest promien okregu wpisanego w tréjkat, ktérego
pole wynosi 100v/3, a obwéd 304/37

3. Siédemka. Na wyjatkowo szerokiej tablicy zapisano pewna liste.

W pierwszej linijce zapisano liczbe 72022 w postaci dziesietnej. W drugiej
linijce zapisano sume jej cyfr; w trzeciej sume cyfr liczby zapisanej w drugiej
linijce i tak dalej. Pisano tak dlugo, az w pewnej linijce pojawita sig¢ liczba
dziesieciocyfrowa. Czy jest mozliwe, ze w jej zapisie pojawiaja sie wszystkie
cyfry?
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B C
a

Znane twierdzenie méwi, ze promien
poprowadzony ze srodka okregu
wpisanego I do punktu stycznosci

z prosta BC' jest do tej prostej
prostopadly, a wigc stanowi wysoko$é
tréjkata BCI. Dlatego pole tréjkata BCT
wynosi Ppor = % - r - a; analogicznie dla
CAI oraz BAI.

A B

Zatézmy, ze D jest odbiciem B wzgledem
pewnej prostej | réwnolegtej do AB

i przechodzacej przez punkt C. Niech C’
bedzie punktem przeciecia odcinka AD

z prostg [. Wéwczas z rownosci

BC’ = C'D, BC = CD oraz z nieréwnosci
tréjkata dla ACD wnioskujemy, ze

AC 4+ BC > AD = AC’ + BC'. Nietrudne
obliczenia na katach dowodzg zas$,

ze tréjkat ABC’ jest réwnoramienny.

Z uzyciem komputera mozna si¢
przekonaé, ze liczba 72922 ma okoto 1700
cyfr, a ich suma to w przyblizeniu 7600.

Rozwigzania

1. Kule zielone i czerwone stanowig lacznie 55% + 35% = 90% wszystkich kul
w urnie. Zatem kule niebieskie stanowig pozostale 10%, a stad wynika, ze
wszystkich kul jest 5 : 10% = 50.

2. Przyjmijmy w badanym tréjkacie standardowe oznaczenia: jego wierzchotkami
beda punkty A, B, C, a srodkiem okregu wpisanego punkt 7. Dalej, niech

BC =a,CA=0b, AB = c i niech r bedzie dlugoscia promienia okregu wpisanego.
Pole trojkata ABC wyznaczamy jako sume pdl trzech mniejszych tréjkatow
(zob. wyjasnienie pod rysunkiem):

ar br er a+b+e
Papc=Ppor+Pecar+Papr =+ 5+ 5 =r-——F.
2 2 2 2
Oznaczajac litera p polowe obwodu, to jest wielkosé 7‘”’2”6, otrzymujemy

zwiazek okreslany zartobliwie wzorem woZnicy: P = pr. Teraz pozostaje nam
100v3 _ 20

15V/3 37

3. Wykazemy, ze jest to niemozliwe. Znana cecha podzielnoéci przez 3 orzeka,
ze liczba naturalna jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma

jej cyfr jest podzielna przez 3. Poniewaz 3 jest liczba pierwsza, a 7 nie jest
przez nia podzielne, wiec 72022 takze nie dzieli sie przez 3. Wynika stad, ze
zadna z liczb na omawianej lidcie nie jest podzielna przez 3. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze jesli w zapisie liczby dziesieciocyfrowej wystepuje kazda cyfra,

to kazda musi wystapi¢ dokladnie raz. Suma cyfr takiej liczby wynosi wiec
0+14+2434+4+5+6+7+8+9=45=23-15. WykazaliSmy jednak, ze liczba
podzielna przez 3 nie moze pojawié¢ sie na omawianej liScie. W takim razie zapis
badanej liczby nie moze uzywaé kazdej cyfry.

obliczy¢ r = £asc ApBC =

Czy na pewno?

Przyjrzyjmy sie otrzymanym wynikom raz jeszcze, w sposob nieco bardziej
krytyczny.

1. Jezeli w urnie znajdowato sie 50 kul, to kul zielonych jest 0,55 - 50 = 27,5,
a czerwonych 0,35 - 50 = 17,5. To jest jednak niemozliwe.

2. Wykazemy, ze taki tréjkat nie istnieje, poniewaz w dowolnym tréjkacie jego
obwéd [ i pole P spetniajg nieréwnosé 12 > 16 P, ktéra nie jest spetniona dla
P =100v31i1=30V3.

Szkic dowodu. Ustalmy pole P oraz dlugos¢ podstawy AB = 2s. Ze wzoru na
pole tréjkata wynika, ze C' lezy na prostej réwnoleglej do AB i odleglej od niej
o h = P/s. Klasyczny argument z symetria (wyjasnienie na marginesie) pokazuje,
ze wsréd punktéw C' lezacych na tej prostej sume AC + BC minimalizuje taki,
dla ktérego AC = BC. W takim przypadku z uzyciem twierdzenia Pitagorasa
mozemy obliczy¢ kwadrat obwodu danego tréjkata, a nastepnie oszacowaé go

z dotu. Otrzymujemy

2
2 = (2s +2/52+ (P/s)2) >4-25-2\/52+ (P/s)2 = 16/s% + P? > 16P,

korzystajac najpierw z nieréwnosci (a + b)? > 4ab, a nastepnie z monotonicznoéci
pierwiastka.

3. Poczatkowa liczba, 72022, jest ogromna. Zastanéwmy sie jednak, jak ogromna.
Jasne jest, ze 7-7 = 49 > 10, a zatem 72922 > 1019 a wiec juz pierwsza liczba
na naszej liScie ma wiecej niz 1000 cyfr.

Z drugiej strony jasne jest, ze 7 < 10, a stad 72922 < 102922, Ta druga liczba jest
najmniejsza liczbg 2023-cyfrowa, zatem 72922 ma, co najwyzej 2022 cyfry. Ale to
oznacza, ze suma jej cyfr wynosi nie wiecej niz 9 - 2022 = 18 198, w szczegdlnosci
sama ma nie wiecej niz 5 cyfr. Laczac powyzsze uwagi, wnioskujemy, ze na
opisanej w zadaniu liScie nie pojawia si¢ zadna liczba dziesieciocyfrowa.
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Jak interpretowac te wnioski? W przypadku zadania 1 wniosek jest jasny: tak
postawiony problem nie ma rozwigzania, tzn. zadna liczba nie spetnia wszystkich
postawionych warunkéw. W szczegdlnosci nalezy skonkludowaé, ze pierwsze
przedstawione rozwiazanie jest niepoprawne, a przynajmniej niekompletne.
WywnioskowaliSmy w nim jedynie, ze zadna liczba inna niz 50 nie spelnia
warunkéw zadania. Wkrotce okazalo sie, ze nawet ona ich nie spelnia. Glebsze
rozterki budza zadania 2 i 3 Czy jest sens rozwazaé¢ wlasnosci obiektéw, ktére
nie istnieja? Wydaje sie, ze tak: wszak inaczej nie mogliby$my chociazby
stwierdzié, ze te wlasnoéci sg sprzeczne. Problem nie lezy wiec w naszych
rozwazaniach, a gdzies w treéci zadania. Pytanie, nie bedac zdaniem logicznym,
nie moze by¢ niepoprawne czy falszywe. Co innego zawarte w tresciach
zalozenia: w zadaniu 2 to, ze istnieje tréjkat o podanych parametrach;

w zadaniu 3 to, ze na opisanej liécie wystepuje liczba dziesieciocyfrowa.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

4. W zaczarowanym lesie mieszkaja krasnoludki, a kazdy z nich nosi czapke

w jednym z czterech koloréw: niebieskim, zielonym, czerwonym albo bialym.
Krasnali, ktérych czapka nie jest niebieska, jest 14; tych, ktérych czapka nie jest
zielona, jest 16; tych, ktérych czapka nie jest czerwona, jest 24; wreszcie czapki
12 krasnali nie sg biate. Ile krasnoludkéw zyje w zaczarowanym lesie?

5. Na moim parapecie rosng rézne roéliny, kazda we wlasnej doniczce. Sposréd
wszystkich doniczek 1/3 zawiera storczyki, 1/4 — paprocie, a 1/6 — kaktusy.
W pozostalych 4 doniczkach rosng blawatki. Ile doniczek mam na parapecie?

6. Jakie dlugosci moga mie¢ boki trojkata réwnoramiennego, jesli jego obwdd
ma dlugosé 45 cm, a jeden z bokéw 23 cm?

7. Znajdz sume wysokosci trojkata o polu 96 i bokach 12, 16, 24.

e % o

Dlaczego warto badac teorie wykraczajace
poza Ogdlng Teorie Wzglednosci?
Sreekanth HARIKUMAR*

*Narodowe Centrum Badar Jadrowych Ogolna Teoria Wzglednosci (ktéra w dalszej czesci artykulu bedziemy nazywaé
po prostu OTW) opracowana przez Alberta Einsteina w roku 1915 jest
obecnie obowiazujacym opisem grawitacji we wspodlczesnej fizyce. W ciagu
ostatnich 100 lat doprowadzila nas do odkrycia wielu tajemnic Wszechswiata.

) N Jednak wsréd fizykéw teoretykéw weigz rosnie zainteresowanie poszukiwaniem

Badanie krzywych rotacji miato na celu . . ,

,zwazenie” galaktyki. Zgodnie z prawem  alternatyw dla OTW. Motywacja dla tych poszukiwan sa otwarte problemy

cigzenia Newtona (ktére jest dobrym d ; P iale- A t 0 dnieni : : LR : i3

e blizeniom OTW dla stabych pal fl.zyk1, takl,e/ jak: prob).z wyjasnienia natury clemne] matern i ciemnej energii,

grawitacyjnych i predkosci malych niezgodno$¢ OTW z fizyka kwantowg czy tez istnienie tzw. osobliwosci,

w poréwnaniu z predkoscia swiatla), gdy o ktérych bedzie mowa w dalszej czedci tego artykulu.
gwiazda o masie m porusza si¢ wokot

centrum galaktyki po orbicie kotowej Problem ciemnej materii
o promieniu 7, sila cigzenia réwnowazy

GM(r)m _ mov?
SR = me

sig z sila odérodkowa: g Zacznijmy od problemu ciemnej materii. Obserwacje prowadzone przez

Vere Rubin pod koniec lat 60. ubieglego wieku wykazaty, ze predkosci rotacji
v= » gdzie M(r) oznacza i li predko$ci, z jakimi obiegaja on ntrum Galaktyki ni n
calkoWite, mase pawarta wewanten gwiazd (czyli pred osci, z ja obiegaja one ce .t u Qa akty : ) =3 ezgodne
promienia r orbity. Masa ta roénie z tym, czego oczekujemy, biorac pod uwage oddziatywanie grawitacyjne
oczywiscie z promieniem, rosnie tez materii $wiecacej. Gwiazdy na peryferiach Galaktyki poruszaja sie zbyt szybko.
predkosé rotacji, az do promienia ro, gdy K ace) .y pery L. YKL P Ja 8¢ Y Y
mozemy przyjaé, iz praktycznie cala masa Przewidywana przez teorie krzywa predkodci jest krzywa A zaznaczona na

Stad jej predkosé rotacji wynosi:
GM (1)
T

%iakt)yki JJ'\ZSt Z%V\‘;%rta Wew“?“ﬁ rysunku 1. [lustruje ona sytuacje, w ktorej obiekty po osiagnieciu predkosci

r0) & Miot- 6wczas gwiazdy . . , . , . .
peryferyjne powinny poruszaé sie maksymalnej vg w pewnej odlegtosci rg od srodka galaktyki zaczynaja

z predkoéciami malejacymi jak 1/v/7, spowalnia¢ wraz z odlegloscia od srodka uktadu. Jednak to, co zaobserwowala
a predko$é¢ maksymalna vy wyznaczy nam . s, , . s e e

masg galaktyki. Taki byt pomyst Very Vera Rubin, to stala warto$¢ predkosci v dla odleglosci wiekszych od ry.

Rubin. Obserwacje badaczki ilustruje ptaska krzywa predkosci B zaznaczona na
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Rys. 1. Typowa krzywa rotacji galaktyk.
Linia przerywana A odpowiada
teoretycznej krzywej wyznaczonej na
podstawie sity grawitacji opisanej przez
Newtona, natomiast krzywa B
przedstawia obserwowana krzywa rotacji
galaktyki. Schemat zaczerpnigty z pracy
Araujo i inni, 2019, Gravitation and
Cosmology

Czarna dziura

ocobliwoéc

Rys. 2. Bardzo schematyczne
przedstawienie czarnej dziury i zwigzanej
z nig grawitacyjnej osobliwosci. Zrédlo:
Northern Arizona University,
http://www4.nau.edu/meteorite
/Meteorite/Book-GlossaryS.html

‘W kwantowej teorii pola préznia nie jest
nicodcia, lecz kipiacym oceanem
wirtualnych czastek i antyczastek.

tym samym rysunku — po osiagnieciu predkosci maksymalnej w odleglosci rg
predkos¢ pozostaje stala. Jednym z mozliwych wyjasnien rozbieznosci obserwacji
i teorii jest to, ze istnieje dodatkowa masa, ktéra oddzialuje z obserwowana
gwiazda tylko poprzez grawitacje. Brak oddzialywania elektromagnetycznego
utrudnia bezposrednia obserwacje tej dodatkowej masy (poniewaz nie $wieci).
Stad jej nazwa — ciemna materia. Uwaza sig, ze ta nieznana materia wspiera
gwiazdy w utrzymywaniu tak duzych predkosci orbitalnych. Z punktu widzenia
fizyki czastek elementarnych natura ciemnej materii nie jest obecnie znana,
cho¢ istnieje kilka modeli teoretycznych. Mozemy jednak zadaé¢ sobie pytanie:

a moze wyjasnieniem nie jest nowy rodzaj materii? Co stanie sie z nasza
wiedza o Wszechswiecie, jezeli obserwacje krzywej predkosci wyttumaczymy

nie dodatkowa masa, a nowym prawem grawitacji, ktore dziala réznie w réznych
skalach?

Problem osobliwosci

Zgodnie z OTW grawitacja nie jest sila, lecz przejawem zakrzywienia
czasoprzestrzeni. Zakrzywienie to jest spowodowane obecno$cia materii

i promieniowania (zaréwno ich rozkladem, jak tez ich przeplywem)

w czasoprzestrzeni. Bez watpienia jest to naprawde genialne rozwiazanie. Jednak
wraz z nim pojawia sie¢ ogromny problem, a mianowicie — osobliwoéci, ktére
nieuchronnie musza sie pojawié¢. Osobliwo$¢ jest cecha charakterystyczna
czarnych dziur i okresla punkt, w ktérym zalamuje sie geometria
czasoprzestrzeni (rys. 2). Pojecia przestrzeni i czasu nie maja w tym punkcie
zadnego znaczenia. Fizycy nie sa pewni, czy takie osobliwo$ci istniejg

w przyrodzie (nawet jesli tak, to ich obserwacja nie jest mozliwa, poniewaz sa
schowane wewnatrz tzw. horyzontu zdarzen), czy tez sama teoria nie znajduje
zastosowania w tym rezimie ekstremalnych gestosci. Istnieje przekonanie, ze
w takich ekstremalnych skalach gestosci i w malych skalach przestrzennych
OTW nalezy zastapi¢ kwantowa teorig grawitacji. Polaczenie OTW i fizyki
kwantowej — czyli kwantowa grawitacja, uwazana za $wigtego Graala fizyki —
to kolejny problem, z ktérym borykaja sie fizycy.

Problem ciemnej energii

Problemy jednak nie koncza sie na osobliwosciach. Obserwacje supernowych
typu Ia w 1998 roku ujawnily, ze Wszechswiat nie tylko sie rozszerza, ale

na dodatek przyspiesza tempo swojej ekspansji. Aby wyttumaczy¢ to
zaskakujace zachowanie — rozszerzanie si¢ wbhrew przyciagajacej sile grawitacji —
wprowadzono hipotetyczng forme energii zwang ciemng energig. Ciemna energia
dzialta jak ujemne ci$nienie i aby uwzglednié¢ ten efekt, wprowadzono stala
kosmologiczna. Stala ta, okreslana jako A, zostala wstawiona do podstawowego

réwnania OTW:
8rG

G,ul/ + Aguu = CTT[LU'

Powyzsze rownanie nie jest az tak skomplikowane, jak mogtoby sie wydawac.
Jest to réwnanie rézniczkowe znacznie doskonalsze od prawa grawitacji
Newtona i dziala zaréwno dla silnych uktadéw grawitacyjnych, jak i obiektéw
poruszajacych si¢ z duzymi predkosciami. Wyraz G, znany jako tensor
Einsteina, opisuje krzywizne czasoprzestrzeni. Tensor energii-pedu 7}, opisuje
rozktad energii, materii oraz ich przeplywéw w czasoprzestrzeni. Einstein
wprowadzil do swoich réwnan stalg kosmologiczng A, zeby moéc opisa¢ w ramach
swojej teorii statyczny Wszechéwiat. Kiedy dzieki obserwacjom stalo sie jasne,
ze Wszech§wiat sie rozszerza, usunal stata kosmologiczna ze swoich réwnan

i jej wprowadzenie uznal rzekomo za najwiekszy zyciowy blad, jaki popelnil.
Poézniej, w latach 60. XX wieku, wiazano z nia nadzieje, ze moze opisywac
kwantowo-mechaniczng energie prézni. Jednak A wrécita do gry wlaénie wraz
z obserwacjami supernowych typu Ia. Obserwacyjnie wyznaczona wartosé
statej kosmologicznej jest rzedu A ~ 1073%. Niestety teoretyczne kwantowanie
energii prézni prowadzi do 10'?°-krotnie wiekszych oszacowan! Ta niezgodnoéé
w wartosciach jest znana jako problem stalej kosmologicznej i jest uwazana za
jedno z najgorszych przewidywan w historii fizyki!
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Rozwigzanie zadania F 1071.

Podczas jazdy ze stala predkoscig v na
odcinku drogi ! pokonanie oporu
powietrza zwigzane jest z wykonaniem
pracy W = %CpSL'zl. Energia kinetyczna
samochodu wynosi: Ej = %mvz. Praca W
zréwna sie z energia Ej po przejechaniu
odcinka drogi

m
l

T CSp’
Dla przyjetych danych liczbowych
I ~ 1670 m. Podczas rozpedzania ze

stalym przyspieszeniem do predkosci
100 km/h (v & 28 m/s) osiaganej po czasie
10 s samochéd pokonuje okolo 140 m.

Szyfr Lorenza i jego zlamanie (1)

* Uniwersytet Oksfordzki

Alternatywy dla OTW?

OTW jest dobrze sprawdzajacym sie modelem grawitacji, ktéry doskonale
zgadza sie z precyzyjnymi badaniami w obrebie Ukladu Stonecznego, w uktadach
podwdjnych pulsaréw, z soczewkowaniem grawitacyjnym czy badaniami
kosmologicznymi. Nalezy jednak pamietaé, ze obserwacje te dotycza rezimu
stabych pdl grawitacyjnych. Kazda nowo zaproponowana teoria musi by¢
zgodna ze wszystkimi testami, jakie przeszta do tej pory OTW. Omoéwione
powyzej istniejace otwarte problemy OTW sa dobra motywacja dla srodowiska
fizykéw teoretykéw do powaznego zajecia sie zmodyfikowanymi teoriami
grawitacji. Obecnie istnieje wiele alternatyw dla OTW, a codziennie pojawiaja,
sie nowe prace prezentujace rézne zmodyfikowane teorie mogace wythumaczy¢
obserwacje, z ktéorymi OTW ma problemy. Teoretycznie mozliwo$ci modyfikacji
grawitacji jest wiele, ale to zgodno$¢ z danymi obserwacyjnymi jest ostatecznym
czynnikiem decydujacym. Oczekuje sie, ze rosnace mozliwosci technologiczne
pozwalajace na badanie wyzszych energii i wigkszych odlegtosci w tym
ogromnym Wszechswiecie dadza nam jakies wskazowki dotyczace zachowania
praw grawitacji.

Bartosz KLIN*

Chyba wszyscy styszeli o niemieckiej maszynie szyfrujacej Enigma z czaséw

IT wojny Swiatowej. Historia ztamania jej szyfru jest nam szczegdlnie bliska ze
wzgledu na wazna role, jaka odegrali w niej polscy kryptologowie. Pamietamy,
jak zesp6l matematykow z wojskowego Biura Szyfréw ztamat kod Enigmy

na dlugo przed wojna, a na krétko przed jej wybuchem przekazal cala swoja
wiedze angielskim kryptologom, ktorzy w o$rodku w Bletchley Park, z udziatem
genialnego Alana Turinga, tamali kolejno udoskonalane wersje maszyny. Ta
pobudzajaca wyobraznie historia doczekala si¢ — i stusznie! — licznych opiséow

w artykutach, ksiazkach i filmach.

Jednak tysiace ludzi pracujacych w centrum Bletchley Park i innych
powiazanych z nim osrodkach nie zajmowaly si¢ wylacznie lamaniem

szyfru Enigmy. Spoéréd kilkunastu innych szyfréw niemieckich badanych
przez Anglikéw szczegdlnie wazny byl ten oparty na maszynie szyfrujacej
Lorenz SZ40/42. Historia zlamania tego szyfru jest o wiele mniej znana, a pod
pewnymi wzgledami bardziej imponujaca niz historia Enigmy.

Po pierwsze, komunikaty zakodowane szyfrem Lorenza czesto mialy o wiele
wigksze znaczenie wywiadowcze. Armia niemiecka uzywata tysigecy egzemplarzy
Enigmy na wszystkich szczeblach dowodzenia, ale wigkszosé komunikatow
szyfrowanych za ich pomocg miala znaczenie co najwyzej taktyczne. Tymczasem
maszyny Lorenza, uwazane przez Niemcoéw za bezpieczniejsze, byly uzywane
tylko w sztabach armii do przekazywania najwazniejszych informacji i rozkazéw
o strategicznym znaczeniu. Szyfrowane nimi komunikaty czesto byty dtugie,
szczegblowe i pelne bardzo cennych informacji, a rozkazy niekiedy podpisywane
przez samego Adolfa Hitlera.

Po drugie, polscy, a pézniej angielscy kryptologowie, przystepujac do tamania
szyfru Enigmy, wiedzieli catkiem sporo o jej konstrukeji i zasadzie dzialania.
Komercyjne, uproszczone wersje maszyny byly dostepne na rynku na dhugo
przed wojna, a wywiady polski i francuski mialy dostep takze do egzemplarzy

i opiséw wersji wojskowych. To nie umniejsza znaczenia ogromnej pracy
matematycznej, jaka byla konieczna do zlamania szyfru Enigmy, ale jednak
dalo solidny punkt startowy dla tej pracy. Tymczasem zaden egzemplarz
maszyny Lorenza, ani zaden jej opis, az do konca wojny nie wpadl w rece
aliantéw. Strukture tej maszyny odgadnieto, a sam szyfr zlamano, postugujac sie
wytacznie nastuchem radiowym i matematyka.

W chwili wybuchu wojny Enigma, opatentowana i wprowadzona na rynek jeszcze
w latach dwudziestych, byla juz troche przestarzala konstrukcja. Byta tez dosé
niewygodna w uzyciu: sama maszyna jedynie szyfrowata komunikat, ale nigdzie
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go nie wysylata. Operator wpisywatl kolejne znaki komunikatu na klawiaturze
maszyny. Po kazdym naci$nieciu klawisza na maszynie zapalata si¢ lampka
odpowiadajaca kolejnej literze szyfrogramu, a operator pracowicie notowat te
litery. Nastepnie wysylal caly szyfrogram przez radio, postugujac si¢ alfabetem
Morse’a. Odbiorca komunikatu wykonywatl te same czynnosci w odwrotnej
kolejnosci. Bylo to niewygodne i czasochtonne, szczegdlnie przy nadawaniu
diugich komunikatow.

Maszyne Lorenz SZ40 i jej ulepszona wersje SZ42 zaprojektowano juz podczas
wojny wylacznie na potrzeby armii niemieckiej. Bylo to urzadzenie o wiele
nowoczesniejsze i wygodniejsze. Przede wszystkim maszyna mogta nie tylko
szyfrowac i odszyfrowywa¢ komunikaty, ale od razu nadawala je i odbierala
droga radiowa, co znacznie upraszczalo prace operatora. Szyfrogramy nie

byly nadawane przestarzalym alfabetem Morse’a dostosowanym do recznych
XIX-wiecznych telegrafow, ale tak zwanym miedzynarodowym alfabetem
telegraficznym ITA2, ktory od lat dwudziestych stanowil powszechnie przyjety
standard w komunikacji radiowej za pomoca dalekopiséw.

Maszyna Lorenz SZ40

W alfabecie ITA2, ktory mozna uznaé za daleki pierwowzor znanego nam
wspélczesnie kodu ASCII, kazda litera jest kodowana za pomoca pieciu bitéw,

tak jak w ponizszej tabeli.
Symbol e oznacza obecnosé, a o — brak

sygnatu. Znaki byly interpretowane 2. | 1 _

w dwéch trybach: zwyklym AN 3|!&|£|8 () . ’9014 5/71=|2 6 o lL/
i numerycznym, a do przclaczania migdzy A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|V |W|X|Y|Z| _[o|=|T] |/
nimi stuzyty znaki specjalne f} i {}. Znaki —

przestankowe wystepowaly tylko w trybie e |e|o|e|e|e/o|0|o|e|e|o|o|o|o|o|e|o|e|o|e|o|e|e|e|le|o|o|o|e|e|o
numerycznym.

Znaki ¢ i — to znaki konca linii, dzi$
zwykle oznaczane CR i LF. , Pusty” znak / olo|e|lojo|e|lo|e|e|lo|e|o|e|e|o|e|e|o|e|c|e|e|o|e|le|/o|e|olo|o|e]|0
nie mial przypisanej zadnej funkcji.

Przykltadowo, komunikat

W 2023 — DELTA! O|®@|0|0|0|C|@®@|@®@|OC|C|C|@e|®@|C|@®|®@|®@|OC/@/OC/® /@O0 0/ O® O O|OC|@®@|0®@|O
byl kodowany jako
W_{\WPWE_Al}_DELTAF To oczywiscie jeszcze nie jest zaden szyfr. Alfabet telegraficzny byl powszechnie
Na perforowanej tasmie telegraficznej, przyjetym standardem i zwykly dalekopis potrafil nadawac i odbiera¢

gdzie perforacje odpowiadaly symbolom e,

wygladalo to tak: komunikaty zakodowane w ten sposéb.

Szyfr Vernama

Ogdélna metode szyfrowania tekstéw zapisanych alfabetem telegraficznym
obmysélil i opatentowal jeszcze w 1919 roku amerykanski inzynier

Gilbert S. Vernam (1890-1960). Opiera sie ona na prostej operacji dodawania
bitéw:

o4+o=o0 o+e—we efo—e e+ e—=o0

Jest to powszechnie stosowana w informatyce i logice operacja, znana

jako XOR, alternatywa rozlaczna czy tez dodawanie modulo 2. Mozna ja

w oczywisty sposéb rozszerzy¢ do dodawania znakéw alfabetu telegraficznego
»bo wspolrzednych”, na przyktad:

B+K=

e 0 o0 o
+

O e e o @
I

e 0 e o O
I
]

Powstaje w ten sposéb ,tabliczka dodawania” liter (patrz margines), ktéra
kazdy kryptolog w Bletchley Park musiat znaé na pamieé¢ nie gorzej niz szkolna
tabliczke mnozenia.

= m a|lm

Te operacje mozna dalej rozszerzyé do dodawania tekstow o tej samej dlugosci.
Dodajemy je litera po literze, na przyktad:

T~acG +# w|o

MOJE_ HASLO_DO_SEJFU_TO_{QWERJ{
+BEZ_ SERC_BEZ_ DUCHA_ TO_SZKIELE
SBGSEYDJPESOMF —K|CAHsMEROY/OV

H @D QT mO Qw4+
nwowal| wmaoa~|=
Tt om@m>xa~o 1a
a<=>=2~t=o ||lm
o w e~ =|

Ea~wos == > wa
F~aQ W< >xoamo|n
SN PR o xR UEmH

LoE M E D OH O~ QW
== |

Dodawanie bitéw, a co za tym idzie — takze dodawanie liter i tekstéw, ma
pewne pozyteczne wlasnosci. W szczegoélnosci jezeli do jakiejs litery » dodamy
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Dla kazdych liter x, y i z zachodza
bowiem réwnosci:

c+(y+2)=(@+y) +z

rty=y+tz,
r+/ =z,
z+z=/.

Z tego latwo wynika, ze:

(z+y) +y==z.

.1

Rozwigzanie zadania F 1072.
Gestosé ludzkiego ciata jest
w przyblizeniu réwna gestosci wody

(,,lezac” spokojnie w wodzie, nie toniemy),

a wiec nasza objetosé réwna si¢ naszej
masie podzielonej przez gestos¢ wody po.
Sita wyporu powietrza powoduje zatem,
ze wskazywany przez wage ciezar

Q = Qo(1 — p/po). Gdyby nie bylo
atmosfery, to na wysokoéci h nad Ziemia
nasz ciezar wynositby:

Q=¢ B 0o f1-2E
'g_ellm’\’g() 75

Oznacza to, ze bez atmosfery na
wysokodci
pR
h~ —
2po
nasz cigzar bytby réwny wskazaniom wagi
na powierzchni Ziemi w obecnosci
atmosfery. Po podstawieniu danych
liczbowych otrzymujemy: h ~ 4160 m
wysokosé bliska wysoko$ci szczytu
Jungfrau w Alpach Bernenskich.

dwukrotnie inna litere y, to otrzymamy z powrotem z (patrz margines). Ta
obserwacja stanowi podstawe szyfru Vernama. Aby skorzystaé¢ z tego szyfru,
nadawca i odbiorca musza zawczasu uzgodni¢ jakis dtugi ciag znakéw K jako
klucz szyfrujacy. Nastepnie, aby zaszyfrowaé jakis tekst T', nadawca dodaje go
— litera po literze — do klucza szyfrujacego. Powstaly w ten sposéb szyfrogram
S =T + K przesyla odbiorcy, ktéry, odebrawszy go, dodaje dorr ten sam klucz
szyfrujacy i odzyskuje S+ K =T.
Przyktadowo, jezeli obie strony uzgodnity, ze ich tajnym kluczem bedzie tekst
Ody do mtodosci Mickiewicza, to po odebraniu zaszyfrowanego komunikatu
odbiorca wykona dodawanie i odzyska oryginalny tekst:

SBGSEYDJPESOMF -K|UCAHYMEROY/OV

+BEZ SERC BEZ DUCHA TO SZKIELE
MOJE_HASLO_DO__SEJFU_TO_{QWER{

Zauwazmy, ze zaszyfrowanie i odszyfrowanie tekstu to doktadnie ta sama
procedura. To jest duza zaleta szyfru Vernama, bo znacznie upraszcza
konstruowanie maszyn szyfrujacych ta metoda. Jedna maszyna dodajaca
ciagi znakow nadaje sie zaréwno do szyfrowania, jak i do odszyfrowywania
komunikatéw.

Wszystko to jest bardzo eleganckie, ale jak wybraé¢ klucz szyfrujacy, aby nasz
szyfr byl bezpieczny? To wcale nie jest latwa sprawa. Poczatkujacy szyfrant
moglby na przyklad ustali¢ klucz sktadajacy sie z jednej litery powtorzonej wiele
razy:
MO JE_ HASLO DO_SEJFU_TO_ {QWER|
+DDDDDDDDDDDDDDDDD DDDDDDDDDDDD
YZ—oFXRNQ'ZF /ZFNo— CFBZFLVGUAP

Otrzymujemy w ten sposéb prosty szyfr podstawieniowy, w ktorym kazda litera
jest zastepowana przez inna zgodnie z raz na zawsze ustalona zasada. Wiadomo
od stuleci, ze takie szyfry mozna latwo lamacé, analizujac czestos¢ wystepowania
liter w zaszyfrowanych tekstach. W tym przypadku jest jeszcze gorzej: takich
»jednoliterowych” kluczy szyfrujacych jest tylko 31, wiec kryptoanalityk moze
tatwo wyprébowaé je wszystkie po kolei.

Moze wiec Oda do miodosci, jak w poprzednim przykladzie? To jest troche
lepszy pomysl, ale tylko troche. Jezeli raz na zawsze ustalimy, ze kluczem
szyfrujacym jest na przyklad jakas ksigzka, to nalezy zakladaé, ze po pewnym
czasie obcy szpiedzy dowiedza sie, jaka to ksiazka, i od tej pory beda mogli
swobodnie czytaé¢ wszystkie nasze komunikaty.

Jest tez inny, powazniejszy problem. Nawet jezeli ustalimy zupelnie nieznany
naszym przeciwnikom klucz, ale kiedykolwiek uzyjemy tego klucza wiecej niz raz,
to wystawiamy si¢ na skuteczny atak. Taka sytuacje nazywamy glebig.

Atak na gtebie

Przypusémy, ze dwa teksty T; i Ty zaszyfrowaliSmy tym samym kluczem K,
otrzymujac dwa szyfrogramy:
T+ K =254, T+ K =5,.

Jezeli nasz przeciwnik zdotal podstuchaé¢ oba szyfrogramy, to moze dodac je do
siebie litera po literze, otrzymujac sume oryginalnych tekstow:

Si+ S =N +K)+(I+K)=
=T +T)+(K+K)=T +1T>.
Zauwazmy, ze z tej sumy catkowicie zniknat klucz szyfrujacy.

Co dalej méglby z tym zrobié nasz przeciwnik — kryptoanalityk? Rozwazmy
to na przykladzie. Przypusémy, ze przechwyciliSmy dwa szyfrogramy, ktore
podejrzewamy, ze byly zaszyfrowane tym samym kluczem, i dodajmy je do
siebie:
MQFJOEWS{HBoV F BQW{OL/RJTOPDKX
+GIEEYALJNDOWY K NKAKQWBOTICFSvM
IZNRF—-EGQXEffP - YOTHKEBLKPP{NUE
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Rozwigzanie zadania M 1746.

Skoro zbiér A zawiera 300 ucznidéw, to
istnieje szkota, w ktorej uczy sie co
najwyzej 100 ucznidéw ze zbioru A. Niech
bedzie to szkola S;. Wtedy zbiér A \ S
ma co najmniej 200 ucznidéw. Zauwazmy,
ze na mocy zalozen kazdy z uczniéw

z tego zbioru ma rézng liczbe znajomych
w Si. Ponadto kazdy z nich ma
przynajmniej jednego znajomego

w szkole S;1. Oznacza to, ze kazda liczba
ze zbioru {1,2,...,200} musi by¢
osiggana jako liczba znajomych ze
szkoly S1 kogo$ ze zbioru A\ S;.

Wobec tego istnieje uczen z A\ Sy, ktéry
zna wszystkich ze szkoly Si. Bez straty
ogdélnosci zalézmy, ze jest to uczen x ze
szkoly S2. Wtedy na podstawie zatozen
zadania istnieje uczen y € S3, ze x i y sie
znaja. Ponadto istnieje tez uczen z ze
szkoly S1, ze y i z si¢ znaja. Jednakze

x zna si¢ z z, gdyz x zna wszystkich ze
szkoly S1. Zatem tréjka ucznidéw (z,y, 2)
spetnia warunki zadania.

\\\\\\\\\\
s

Tak zwana goraca linia miedzy
Pentagonem a Kremlem w latach
szes$édziesiatych bylta oparta na szyfrze
klucza jednorazowego i na kurierach,
ktérzy poczty dyplomatyczng przewozili
dtugie ciagi losowych bitéw.

To nie wyglada sensownie, ale tez suma dwodch sensownych tekstow w jezyku
polskim nie ma powodu wygladaé¢ sensownie. Zeby co$ z tym zrobié,
potrzebujemy jakiej$ cho¢by szczatkowej informacji o tekstach, ktére chcemy
odszyfrowacé. Moze to by¢ na przyktad lista czesto wystepujacych stéw, ktérych
sie spodziewamy w zaszyfrowanych komunikatach. Takie stowa nazywamy
sciggami. Kryptolodzy w Bletchley Park szukali Sciag takich, jak geheim
(niem. tajne), nicht in Frage (niem. wykluczone) czy keine besonderen Ereignisse
(niem. bez szczegdlnych zdarzen). Do znalezienia dobrych $ciag konieczna byla
znakomita znajomosé jezyka, zargonu uzywanego w niemieckiej armii, a nawet
ostatnich wydarzen na froncie czy wrecz aktualnej prognozy pogody.
Przypus$émy, ze w jednym z zaszyfrowanych komunikatéow moze pojawié sie
stowo HASLO. Moze nawet na samym poczatku? Jak musialyby wygladaé
pierwsze znaki drugiego komunikatu, aby suma tych komunikatéw zaczynalta
sie od znakéw IZNRF? Pamietajac, ze X + Y = Z wtedy i tylko wtedy, gdy
X +7Z =Y, policzmy:

IZNRF—-EGQXE\P—>YOTHKEBLKPP{NUE

+HASLO
LLDOY

To nie wyglada na poczatek tekstu w jezyku polskim. A moze na kolejnej
pozycji?
I ZNRF -EGQXEffP—>YOTHKEBLKPP{NUE
+ _HASLO
—SKK{ T

To wyglada jeszcze gorzej. Probujac jednak kolejnych dopasowan, w koncu
dojdziemy do:
IZNRF - EGQXE{P >YOTHKEBLKPP{NUE
+ _HASLO
SCHOWA L

Bingo! Nie doé¢, ze zapewne trafiliSmy, to poznaliSmy tez fragment drugiego
komunikatu, a w dodatku mozemy sprébowaé zgadnadé kilka jego kolejnych liter.
Jest tu kilka mozliwosci: schowal (i spacja), schowalem, schowali$my. .. Mozemy
wyprébowaé je po kolei i wkrétce zidentyfikujemy najbardziej obiecujaca
mozliwos¢:
IZNRF—- EGQXEffP YO THKEBLKPP{NUE
+ _ SCHOWAL EM__
I _HASLO_ADM

Cierpliwy Czytelnik moze sprobowaé utozy¢ te uktadanke do konca. Nie zawsze
daje sie w ten sposéb odszyfrowaé caly komunikat (czasem stowa czy zdania
konicza sie w obu komunikatach w tym samym miejscu i trudno z tego miejsca
ruszy¢ dalej), ale taki atak na glebie czesto pozwala poznaé fragmenty obu
komunikatéw.

Widzimy wiec, ze dobry klucz szyfrujacy powinien by¢ niepowtarzalny, a przy
tym pozbawiony jakiejs tatwej do zidentyfikowania struktury. Dlatego najlepiej
za klucz przyjaé catkowicie losowy ciag znakéw. Jest to tak zwany szyfr klucza
jednorazowego, ktory z punktu widzenia kryptografii jest doskonale bezpieczny:
zadna metoda nie da si¢ go ztamac. Niestety, aby taki szyfr zastosowac

w praktyce, nadawca i odbiorca musza zawczasu uzgodni¢ wspélny losowy ciag
znakow o dlugosci co najmniej takiej, jak wszystkie komunikaty, ktore planuja
przesytaé. Szyfr klucza jednorazowego znalazl pewne ograniczone zastosowania,
ale trudno sobie wyobrazi¢ jego uzywanie do komunikacji na szeroka skale.

Kompromisowym rozwigzaniem jest zastapienie ciaggu losowego pseudolosowym,
generowanym przez maszyne. Jezeli obie strony komunikacji uzywaja takiej
samej maszyny, to wystarczy, ze uzgodnia poczatkowe ustawienia maszyny,

a klucze wygenerowane po obu stronach beda identyczne. Gléwnym zadaniem
maszyny Lorenz SZ40/42 bylo wlasnie generowanie pseudolosowych ciagdw
znakow w alfabecie telegraficznym. Mimo skomplikowanej konstrukeji opartej
na 12 kotach zgbatych Anglikom udato si¢ rozszyfrowaé jej dziatanie jedynie

na podstawie przesylanych komunikatéw. O tym, jak tego dokonali, opowiemy
w kolejnym numerze.
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O pozytkach z operacji XOR w kontekscie
zagadek logicznych pisal réwniez Tomasz
Janiszewski w artykule Samotne zwierze
na Arce Noego z Agl. W tym za$
numerze Delty Bartosz Klin opisuje, jak
XOR przydaje si¢ w szyfrowaniu.

Rozwigzanie (nie)mozliwej do rozwigzania
zagadki ze strony

Na stronie 1 przeczytaliSmy juz, ze wieZniowie wiedzieli wczesniej, na czym
bedzie polegaé¢ zadanie, i mogli sie naradzi¢ nad strategia. Jednak nie znali oni
utozenia monet na planszy. Co wiecej, calej rozmowie mogt sie przyshuchiwaé
straznik i potem tak poodwraca¢ monety, zeby nieudolnie wybrany plan nie
zadziatal. W takim przypadku nie ma miejsca na blad. Strategia musi pozwolié
pierwszemu wiezniowi na wskazanie dowolnego pola na planszy.

Ponumerujmy pola planszy, zaczynajac od zera. Nie rébmy tego jednak

w systemie dziesigtnym, tylko binarnym. Tak wiec pole A1 bedzie miato
numer 000000, pole A2 numer 000001 i tak dalej, az do pola H8 o numerze
111111 (rys. 1).

Zdefiniujmy na szachownicy sze$é¢ obszarow — obszar A; tworza pola, ktérych
numery maja jedynke na i-tym miejscu (rys. 2). Ponizej schematyczne
przedstawienie pierwszych trzech z nich (kolejne trzy wygladaja podobnie, tylko
zaznaczone sa kolumny, nie wiersze).

A1 == AQ = A3 =
Rys. 2

Przyjmijmy ponadto, ze kazde ustawienie monet na szachownicy koduje pewne
pole w nastepujacy sposéb: na i-tym miejscu numeru tego pola ma znajdowad
sie reszta z dzielenia przez 2 liczby reszek w obszarze A;. W przykladzie na
rysunku 3 w kolejnych obszarach A; znajduje sie odpowiednio 16, 17, 16, 17,
20 i 18 reszek, wiec koduje on pole o numerze 010100, czyli E3.

Mamy zatem jaki$ pomyst na system kodowania, ale czy faktycznie pozwala

on na rozwiazanie zagadki? Okazuje sie, ze tak. ZdefiniowaliSmy obszary A;

w taki sposdb, ze pole o numerze w = WiWaW3W4WsWe (PO prawej stronie
réwnoéci znajduje sie szeSciobitowy zapis dwéjkowy) nalezy wylacznie do tych
obszaréw A;, dla ktérych w; = 1. Odwrdcenie monety na polu w powoduje
zatem zmiane parzystosci liczby reszek w tych wlasnie obszarach (i tylko w nich).
Oznacza to, ze jesli poczatkowe ustawienie monet przez straznika koduje pole

0 numerze ¥ = T1Z2T3L4T5Lg, t0 nowe ustawienie (po odwrdceniu monety) koduje
pole o numerze, w ktérym zamienione zostaly cyfry (bity) z x na pozycjach i
takich, ze w; = 1. Informatycy powiedzieliby, ze jest to XOR liczb x i w,
oznaczany czesto jako x @ w.

Pierwszy wiezien ma niejako do rozwigzania problem odwrotny: straznik
wskazuje mu pewne pole o numerze y = y192y391Y5Ys 1 wiezien ma znalezé
takie z, dla ktérego x & z = y. Wystarczy jednak, ze wybierze pole, ktére zmienia
wszystkie cyfry = rézne od odpowiadajacych im cyfr y. Jest to zatem pole

2z = Z122232425 %26 takie, ze z; = 1 dokladnie wtedy, gdy vy; # x;. To swoja droga
rowniez mozna zgrabnie wyrazi¢ przy uzyciu operacji XOR, z =z ® y.

Jesli kogos odstrasza formalizm powyzszego opisu, proponuje analize
nastepujacego przykladu. Rozwazmy takie utozenie monet jak na rysunku 3.
Zalézmy, ze straznik wskazal na pole H4 o numerze 011111.

Sprawdzamy, co sie dzieje na obszarze odpowiedzialnym za pierwsza pozycje.
Liczba orléw jest parzysta. Liczba, ktéra chcemy zakomunikowa¢ drugiemu
wiezniowi, ma na tej pozycji 0, czyli liczbe parzysta, wiec nie chcemy tego
zmienia¢. Teraz kolej na druga pozycje. Tutaj tez sie zgadza — nieparzysta liczba
ortéw oraz cyfra 1 w naszej liczbie. Co z trzecia? O! Tutaj sie nie zgadza! Co

to oznacza? Monete, ktéra bedziemy odwracaé, trzeba wybraé¢ spoérod tych

z obszaru odpowiedzialnego za te pozycje. Jednak zauwazmy, ze jednoczesnie
nie mozemy przy tym nic zmieni¢ w strefach przypisanych pierwszej i drugiej
pozycji. W takim razie jasno wskazuje to, ze musimy zmienié¢ cos w drugim
wierszu.
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Teraz to samo rozumowanie bedziemy przeprowadzaé¢ na ostatnich trzech
pozycjach, czyli bedziemy patrzyli na kolumny planszy. I tak na czwartej pozycji
widzimy, ze sie zgadza, natomiast na piatej i szostej nie. Stad szukamy wiersza,
ktory jest czescia obszaru zwiazanego z pozycja 5 i 6, ale nie z pozycja 4.
Widzimy, ze jest to czwarta kolumna. W takim razie pierwszy wiezien powinien
odwrécié monete na polu D2 (rys. 4). Korzystajac z wezeéniejszych rozwazan,
mogliby$my dojé¢ do tego inaczej: obliczajac 010100 ¢ 011111 = 001011 — ciag po
prawej stronie koduje wladnie pole D2.

Skomentujmy jeszcze sytuacje, gdy numer wskazywany przez szachownice
zgadza sie z numerem pola wskazanego przez straznika. Moze to budzi¢ pewien
niepokédj, przeciez wiezien musi odwrécié¢ jakas monete. Ktora wiec powinien
wybraé, gdy wszystko jest w porzadku? Zauwazmy, ze jesli rozwazylibySmy
wszystkie z naszych obszaréw na raz, to zaden z nich nie zawiera pola

numer 000000. Stad w takim wypadku wystarczy, ze odwrécimy monete wlasnie
na tym polu, bo ona jako jedyna nie wplywa na wiadomosé, ktéra mozemy
odczytaé z planszy.

Jesli sie zastanawiasz, Czytelniku, czy metoda zastosowana w tej zagadce moze
sie¢ przydaé gdziekolwiek indziej, to odpowiedZ brzmi: tak, jeszcze jak! Byé moze
pamietasz, jak kiedys zwracano uwage na to, zeby ptyty CD lub DVD trzymaé
za brzegi, bo inaczej moga sie zniszczy¢? Mimo ze nie zawsze tego przestrzegano,
one nadal dzialaly, nawet lekko porysowane. Jest to zastuga kodéw korygujacych,
dzigki ktérym lekko uszkodzona wiadomo$é adresat wciaz jest w stanie
odczytac bez bledu. Jednym z pierwszych tego typu kodéw byl kod Hamminga,

ktory korzystatl z technik bardzo podobnych do przedstawionego rozwiazania

Artykul powstal na podstawie filmiku
The almost impossible chessboard puzzle
na kanale Stand-up Maths oraz filmiku
How to send a self-correcting message
(Hamming codes) na kanale
3BluelBrown. Oba sg dostepne w serwisie
youtube.com.

historia.

Komentarz na deser. Wyobrazmy sobie, ze straznik
w przyplywie pozorowanej dobroci oznajmil wiezniom,
ze zamiast szachownicy 8 x 8 przygotowal dla nich
szachownice 7 x 7. Wszak mniej pél do odgadniecia
powinno ulatwié¢ problem! Nie jest to jednak prawda —
okazuje sie, ze aby wieZniowie mieli pewnos¢ wyjscia
na wolnoé¢, liczba pél na szachownicy musi by¢ potega
dwdjki! Uzasadnienie nie jest bardzo skomplikowane

i chyba najprosciej przesledzi¢ je na przykltadzie trzech
pdl (choé wtedy ciezko ulozy¢ je w szachownice. . .).

Jesli mamy do dyspozycji 3 pola, to mozliwych ustawien
monet jest 23 = 8. Mozemy przyjaé, ze ustawienia te
odpowiadaja wspélrzednym punktow w trojwymiarze
(np. orzel koduje 0, a reszka 1, wtedy ustawienie

ORR odpowiada punktowi (0, 1,1)). Wszystkie
ustawienia ukladaja sie zatem w wierzcholki szescianu
jednostkowego.

Poczatkowe ustawienie monet przez straznika
odpowiada wyborowi jednego wierzchotka szescianu,
odwrocenie zas jednej monety przez wieznia to przejscie
do jednego z sasiadéw wspomnianego wierzchotka.

Na przyktad, jesli straznik wybral wierzchotek (0,1, 0),
to wigzienn moze uzyska¢ ustawienia odpowiadajace
wierzchotkom (1,1,0), (0,0,0) i (0,1,1) — wszystkie sa
sasiadami (0,1,0) w szeScianie.

Kazde ustawienie musi by¢ mozliwe do zinterpretowania
przez drugiego wieznia jako jedno z trzech pdl (tylko

w taki sposéb pierwszy wigzien moze drugiemu
przekaza¢ informacje). Innymi stowy, jesli pola maja
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zagadki. Jego algorytm mozna uprosci¢ wlasnie do sprawdzania parzystosci

w wyznaczonych obszarach wiadomosci. Ma to zapewnié¢ znalezienie bledéw, jesli
oczywiscie jakiekolwiek wystapia. Kod Hamminga dzialal jednak tylko wtedy,
gdy bledéw nie pojawilo si¢ zbyt wiele. Metoda ta byla dopracowywana, a cala
dziedzina preznie si¢ rozwijala na przelomie wiekéw, ale to jest zupelnie inna

kolory (powiedzmy, bialy, czarny i ciemnorézowy),

to wiezniowie musza ustali¢ pewne kolorowanie
wierzchotkéw szesScianu na te trzy kolory. Beda oni
mieli pewnos¢ zwyciestwa tylko wtedy, gdy sasiedzi
dowolnego wierzchotka beda reprezentowali wszystkie
mozliwe kolory.

Rys. 5. Lewy dolny wierzchotek ma
sgsiadéw we wszystkich kolorach,
ale prawy dolny juz nie

Poniewaz zarowno sasiadéw, jak i koloréw, jest

po 3, oznacza to, ze kazdy wierzcholek musi mieé¢
doktadnie jednego sasiada kazdego z koloréw. Z tego
ostatniego stwierdzenia wynika, ze kazdemu czarnemu
wierzchotkowi odpowiada doktadnie jedna czarno-biata
krawedz. Z kolei kazdemu bialemu wierzchotkowi
odpowiada. . . coz, tez dokladnie jedna czarno-biata
krawedz. Wynika stad, ze biatych i czarnych
wierzchotkéw musi by¢ tyle samo! A Ze zaden z tych
koloréw nie byt szczegdlnie wyrdézniony, tylez samo musi
by¢ réwniez wierzchotkéw ciemnorézowych. Oznacza
to, ze liczba wszystkich wierzchotkéw (8) jest podzielna
przez liczbe koloréw (3), a to jest sprzecznosé. Proste
uogolnienie tego rozumowania dowodzi, ze aby zagadka
miala rozwiagzanie, liczba pdl (n) musi byé dzielnikiem
liczby wszystkich ustawienn monet (2™), co oznacza, ze
n musi by¢ potega dwdjki.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: [deltami.edu.pl

7 radoscig dzielimy si¢ wiadomoscia, ze
dr Marcin Kuczma zostal laureatem
Nagrody Gtéwnej PTM

im. Samuela Dicksteina za rok 2022.
Wyréznienie to jest przyznawane

za osiggniecia w dziedzinie

edukacji matematycznej,

popularyzacji i historii matematyki.
Laureatowi serdecznie gratulujemy!

Redakcja

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
847 (WT = 2,07) i 848 (WT = 2,13)
z numeru 10/2022

Stanistaw Bednarek  Lédz 45,84
Krzysztof Zygan Lubin 45,83
Tomasz Wietecha Tarnéw 44,88
Janusz Olszewski Warszawa 42,04
Mikotaj Pater Opole 41,88
Pawel Najman Krakéw 39,93
Adam Woryna Ruda S1. 38,27
Radostaw Kujawa ‘Wroctaw 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Norbert Porwol Essen 37,50

Trzy nazwiska — i trzy rézne poziomy
wciggniecia w nasza klubowg zabawe.
Pan Stanistaw Bednarek — wtasnie
zostal Weteranem Klubu 44 M.

Pan Krzysztof Zygan — nowa twarz

w Klubie 44 M. Za$ pan Tomasz
Wietecha — to juz czternasty raz;
biorac pod uwage szesnascie rund

w Klubie 44 F — jest czego gratulowad!

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
746 (WT = 2,63), 747 (WT = 2,43)

z numeru 11/2022

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 4-40,07

Zadania z matematyki nr 861, 862
Redaguje Marcin E. KUCZMA

861. Trojkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. Punkt D lezy na boku AC),
przy czym 2 AD = BD. Punkt E lezy na odcinku BD, przy czym 2 BE = AD.
Wykazaé, ze xCDE =2xCED.

862. Dany jest graf skierowany o skoficzenie wielu wierzchotkach (kazde dwa
rézne wierzcholki taczy co najwyzej jedna krawedz zorientowana). Kazda
krawedz jest pokolorowana jednym z m koloréw; zas z kazdego wierzchotka
wychodzi wiecej niz m krawedzi. Udowodnié, ze z kazdego wierzchotka mozna
poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele nieskonczonych Sciezek takich, ze dla kazdej
liczby naturalnej k krawedzie przechodzone w k-tym kroku na wszystkich tych
Sciezkach maja jednakowy kolor. (Nieskorniczona $ciezka to nieskoniczony ciag
kolejno przyleglych krawedzi — poczatkiem kolejnej jest koniec poprzedniej).

Zadanie 862 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Slgskiej.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

853. Rozstrzygnadé, czy suma skonczenie wielu czworokatéw wklestych o rozlgcznych wnetrzach
moze byé wielokatem wypuklym (czworokat wklesty to taki, w ktérym jeden z katéw wewnetrznych
jest wiekszy od kata poipelnego). Czy odpowiedz zmieni sie, jesli zamiast wklestych czworokatéw
bedziemy rozwazaé¢ wkleste pieciokaty?

854. Niech n bedzie dowolng liczbg catkowita dodatniag. Udowodnié, ze liczba przedstawien n

w postaci sumy dwéch nieujemnych liczb tréjkatnych jest réwna liczbie przedstawien liczby 4n + 1
w postaci sumy kwadratéw dwoéch nieujemnych liczb catkowitych (utozsamiamy przedstawienia
réznigce si¢ tylko kolejnoscia sktadnikéw).

853. Dla czworokatéw jest to niemozliwe. Dowdd: przypuséémy, ze suma

n czworokatow wklestych o roztacznych wnetrzach jest wielokatem wypuklym W.
Punkty bedace wierzchotkami wklestych katéw wewnetrznych tych czworokatow
nazwijmy punktami krytycznymi. Jasne, ze zaden z nich nie moze leze¢ na
brzegu wielokata W. Przy tym kazdy z czworokatéw ma dokladnie jeden
wierzchotek krytyczny oraz kazdy punkt krytyczny jest wierzchotkiem dokltadnie
jednego z owych czworokatéw. Ustala to bijekcje miedzy czworokatami oraz
punktami krytycznymi. Jest wiec dokladnie n punktéw krytycznych; i wszystkie
leza wewnatrz wielokata W.

Kat pelny wokoét dowolnie wybranego punktu krytycznego rozpada si¢ na

jeden kat wklesty pewnego czworokata oraz cze$¢ pozostata, ktéra jest katem
mniejszym od pdéipelnego — musi wiec by¢ albo katem wewnetrznym innego
czworokata, albo suma kilku katéw wewnetrznych innych czworokatow. W takim
razie miary katéw naszych czworokatéw przy wierzchotkach bedacych punktami
krytycznymi sumuja sie do wartosci n - 360°. Wszelako tyle samo wymnosi

suma miar wszystkich ich katéw wewnetrznych. To by znaczylo, ze zaden ich

ii&faﬁlﬁﬁfy Elilyjé‘)k 3732:2; wierzchotek nie lezy na brzegu wielokata W; nonsens. Sprzeczno$¢ uzasadnia
Marian Lupiezowiec ~Gliwice 2-33,38  odpowiedz nie na pierwsze pytanie zadania.
Ryszard Wozniak Krakéw 32,96 L B L . .
Tomasz Wietecha  Tarnéw 16-18,65 Dla pieciokgtéw odpowiedz brzmi tak. Przyklad: w dowolnym czworokacie
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-18,61 ki 1 d iwleol . holki k ta 1
Pawel Kubit Krakbo 1573 Wypuklym laczymy dwa przeciwlegle wierzcholki zygzakowaty lamang
Konrad Kapcia Poznaii 2-11,18 tréjodcinkowa, rozcinajac go na dwa pieciokaty wkleste.
854. Wezmy pod uwage dowolne przedstawienie liczby n Okreslamy:
w postaci sumy dwéch liczb tréjkatnych: bh—1 —b—1
(**)k‘:L, [ —— (wiec k=12 0);
n_k(k—i—l) I(1+1) 5 B)
Ustal . tk?b E>1>0 Okredl wowcezas:
stalmy oznaczenia tak, by k > 1 > 3 reslamy: Kk41) 10+1) (a+b)2—1 (a—b2—1
() a=k+1i+1, b=k-1 (wiec a>b=0); B) + 5 3 + 3 =
wowczas: a2 +0b2 -1
212 _ 91.2 2 _ =y = n
a®+b°=2k"+20"+2k+21+1=4n+ 1. 4

I na odwrét: niech bedzie dane dowolne przedstawienie
liczby 4n 4+ 1 w postaci sumy dwdch kwadratow:

4n + 1 = a? 4 b2. Liczby a, b musza byé réznej
parzystosci. Ustalmy oznaczenia tak, by a > b > 0.

20

Przyporzadkowania (k,l) — (a,b) oraz (a,b) — (k,1),
dane wzorami () i (xx), sa wzajemnie odwrotne.
Okreslaja zatem bijekcje miedzy rozwazanymi
przedstawieniami liczb n oraz 4n + 1.
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Zadania z fizyki nr 758, 759
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

758. Pozioma podstawka, na ktérej lezy klocek, drga harmonicznie

z czestotliwosdeia f = 10 Hz w kierunku tworzacym kat o = /4 z pionem (rys. 1).
Wspélezynnik tarcia klocka o podstawke: p = 0,5. Jakie warunki musi spetniaé
amplituda drgan, aby klocek zaczal pelzna¢ po podstawce, ale nie podskakiwal?

759. Dwie jednakowe okragle, ptaskie, metalowe ptytki umieszczone tak, jak
pokazano na rysunku 2, obracaja sie z predkoscia katowa w w przeciwne strony
w polu magnetycznym prostopadlym do powierzchni ptytek. Indukcja pola
magnetycznego wynosi B, a odleglo$¢ miedzy plytkami d. Osie plytek potaczono
przewodnikiem. Znalez¢ napiecie miedzy punktami plytek, ktére znajduja sie
naprzeciw siebie, a ich odleglo$é od srodka plytki wynosi r.

Rozwigzania zadain z numeru 1/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

750. Kolo rowerowe spada swobodnie z wysokosci H (rys. 1) i po odbiciu podskakuje na wysokosé h.
Koto to rozkrecono do predkosci katowej wp i puszczono swobodnie z tej samej wysokosci. Pod jakim
katem do pionu odbije si¢ ono od podtoza? Wspdlczynnik tarcia miedzy kotem a podlozem wynosi p,
promien kola R. Zakladamy, ze cala masa kola skupiona jest na jego obwodzie.

751. Kondensator ptaski naladowany ltadunkiem @ wypelnia ptytka z dielektryka o stalej
dielektrycznej €. Powierzchnia oktadek wynosi S, odlegto$é¢ miedzy okladkami jest rowna d. Znalezé
energie zgromadzona w dielektryku w wyniku jego polaryzacji. Przyja¢, ze dielektryk jest niepolarny.

Rys. 3

Rys. 4

750. Podczas zderzenia na koto dziala w kierunku pionowym zmienna w czasie
sita reakcji N(t) (rys. 4). Oznaczajac czas zderzenia kola z podlozem przez T,
predkosé kota w kierunku pionowym tuz przed zderzeniem przez v, a zaraz po
odbiciu przez u, mozemy napisac:

T
(1) Mw+u) :/ N(t)dt, gdzie M jest masg kola, v = \/2gH, u = +/2gh.
0

Poniewaz zderzenie trwa bardzo krétko, srednia wartosé sity reakcji znacznie
przewyzsza wartos¢ sity grawitacji, ktérej nie bedziemy uwzgledniaé. Dopdki
wystepuje poslizg, na koto dziala w kierunku poziomym sita tarcia Fr = uN, ktéra

nadaje przyspieszenie w ruchu postepowym i hamuje ruch obrotowy. Zatézmy, ze

czas poslizgu 7 jest nie wigkszy niz czas zderzenia,
i oznaczmy przez V (t) predko$é¢ w kierunku poziomym,
a przez w(t) predkosé katowa. Spelnione sa réwnania:

@ My = u [ Ny
(3)  Iw(r) —wo] = —pR /TN(t)dt, gdzie I = MR?,
0

4) V(7) = Rw(T), stad:

(5) /0 "N ()t = (MwoR)/2u < /O N(t)dt.

Z réwnan (1) i (5) otrzymujemy:

v4u = woR/2p,  wo < 2u(v+u)/R = wi.
Otrzymalismy krytyczna warto$¢ predkosci katowej wy,
dla ktorej poslizg konczy sie doktadnie w tej samej chwili,
kiedy koniczy sie odbicie. Gdy wy < wygr, po zakonczeniu
poélizgu sila tarcia znika, predko$¢ ruchu w kierunku
poziomym pozostaje stala i zgodnie z (2) i (5) wynosi
V(1) = woR/2. Szukany kat odbicia okresla wzdr:

tgar = woR/2u = woR/2~/2gh.
Gdy wg > wgr, zgodnie z (1) V = V(T) = p(v + u),
tgoy = p(v+u)/u=p(y/H/h+1).
751. Dielektryk w natadowanym kondensatorze ulega
polaryzacji — rozsuwaja sie tadunki w jego czasteczkach,
w wyniku tego na powierzchniach stykajacych sie
z okladkami kondensatora powstaja tadunki indukowane.
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Mozna je znalezé, wyrazajac natezenie pola E wewnatrz
kondensatora na dwa sposoby — za pomoca tadunkdw
indukowanych @1 lub za pomoca stalej dielektryczne;j:
E=(Q—Q1)/(c0S) = Q/(e0eS), gdzie e¢ jest
przenikalnoscia elektryczna prézni. Stad

(6) Q1 =Q(e—1)/e

Energia dielektryka Wy jest to praca, jaka trzeba
wykonaé, aby go spolaryzowaé. Zaltézmy, ze umiesciliSmy
dielektryk w nienaladowanym kondensatorze, w jakis
sposéb go spolaryzowalismy, wykonujac prace Wy

(np. rozsuwajac ladunki rekami), i na jego powierzchniach
powstaly tadunki F@;. Nastepnie tadujemy kondensator,
przenoszac tadunki z jednej oktadki na druga, caly czas
trzymajac tadunki w dielektryku. Wykonujemy przy tym
prace

Q
@ o= [ (E-D)a- L -29

Co Co B 260 Co

3 — SQS
gdzie ¢ = =%>.

Po natadowaniu przestajemy trzymac tadunki

w dielektryku, bo trzyma je sila elektryczna. Energia
natadowanego kondensatora wypelnionego dielektrykiem
wynosi W = Q?/2eco. W kolejnym kroku roztadowujemy
kondensator, przenoszac tadunki w druga strone.
Wydzieli sie przy tym ciepto W. Bilans energii ma postaé
Wq+ L =W, stad:

(8)  Wa=W —Wy+@Q1Q/co, gdzie Wy = Q*/2co.
Podstawiajac (6) do (8), otrzymujemy szukana energie
dielektryka: Wy = Q?(e — 1)d/2g0€S.



Prosto z nieba: Skrzydia motyla

Gwiazdy o masie mniejszej niz okoto 8 My zaczynaja
swoje gwiazdowe zycie na tzw. Ciagu Gléwnym,

»palac” wodér w jadrze, to znaczy zamieniajac go w hel
w procesie fuzji jadrowej. Po wypaleniu wodoru ewoluuja
do stadium podolbrzyma — zmieniaja kolor na bardziej
czerwony, staja sie wigksze i jadniejsze i zaczynaja
spala¢ wodor w otoczce helowego jadra. W nastepnej
kolejnoséci, po stadium czerwonego olbrzyma, zaczynaja
spala¢ hel na wegiel w jadrze, co jest zwiazane z kolejna
zmiang koloru (na bardziej niebieski) i zmniejszeniem
jasnoéci. Jeszcze pdzniej zndéw staja sie czerwonym
olbrzymem, tym razem palac hel w otoczce wokot
weglowego jadra. Na tym etapie w miare spokojna

ewolucja si¢ koniczy: gdy konczy sie paliwo helowe, czyli
zrodlo energii przeciwdziatajace silom grawitacji, jadro
czerwonego olbrzyma zapada si¢ — stajac sie bialym
kartem — a zewnetrzne czesci gwiazdy zostaja gwaltownie
odrzucone i rozrzedzone. Otoczka ta, wzbogacona

o wegiel, tworzy jedne z najpiekniejszych zjawisk
astronomicznych: mgtawice planetarne.

Mgtawice planetarne nie maja bezposredniego zwiazku
z planetami; nazywaja sie tak z historycznych powodéw,
poniewaz w niedoskonalych teleskopach dawnych
astronomoéw obiekty te sprawialy wrazenie rozciagtych,
tak jak planety.

Wiekszoé¢ mglawic planetarnych to mgltawice mniej wiecej sferyczne, ale kilka
z nich ma ksztalt pary skrzydel, czego najlepszym przyktadem jest mglawica
Motyl (NGC 6302, Caldwell 9). Wyglada tak, poniewaz prawdopodobnie powstala

w polu przyciagania grawitacyjnego drugiej gwiazdy, to znaczy w ukladzie
podwdjnym. Interakcja ta spowodowala rozszerzanie si¢ badz ,,rozdmuchiwanie”
materiatu do ksztattu skrzydet. Mglawica planetarna ewoluuje z czasem, a po
okotlo 10 tys. lat rozptywa sie¢ definitywnie w gazie miedzygwiazdowym, ktéry

z kolei pézniej wchodzi w interakcje z kolejnym pokoleniem gwiazd. W tym
kontekscie nazwa ,,mglawica planetarna” nabiera dodatkowego sensu — poniewaz
pierwiastki chemiczne w niej wytworzone, np. wegiel, moga staé sie sktadowa
tworzacych sie w przysztodci planet.

Pare lat réznicy pomiedzy kolejnymi obserwacjami to dostatecznie dlugi czas, by
moc stwierdzi¢ zmiany — np. w zawarto$ci materiatu rozszerzajacej si¢ otoczki
o$wietlanej przez znajdujacego si¢ w centrum bialego karta (gwiazde nieco

tylko wieksza od Ziemi, ale setki razy goretsza). W tym celu zespét Bruce’a
Balicka z Uniwersytetu Waszyngtonskiego poréwnal zdjecia zrobione przez
Teleskop Hubble’a w 2009 i 2020 roku. W analizie wykryto kilka ,,dzetéow” —
strug materii poruszajacej si¢ z predkoscia setek km/s — ktére sa powodem
skomplikowanego rozktadu materii w ,,skrzydtach motyla”. Nie jest oczywiste,

Zdjecie mglawicy NGC 6302 Motyl

jak i dlaczego powstaly dzety. By¢ moze gwiazda centralna (ktérej na zdjeciach
Hubble’a nie widaé, poniewaz jest przyslonieta przez pyl) potaczyla sie z drugim
skladnikiem, a w wyniku tego procesu powstala skomplikowana konfiguracja pola
magnetycznego bedaca przyczyna dzetéw.

Te hipotezy zostana wkrétce wyjasnione dzigki planowanym obserwacjom nastepcy
Hubble’a, Teleskopu Jamesa Webba (JWST), ktéry obserwujac w podczerwieni,

wykonane przez Kosmiczny Teleskop
Hubble’a

bedzie mégl przeniknaé pyt i zglebi¢ tajemnice centrum mglawicy.

Michat BEJGER

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika PAN,

Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtochy

Niebo w maju

W maju Storice kontynuuje wedréwke na péinoc,
zwigkszajac przez miesiac deklinacje o prawie 7°,

a w trzeciej dekadzie miesiaca przetnie réwnoleznik +20°
i okoto potudnia zacznie wznosi¢ si¢ powyzej 58°.

Jest to istotne o tyle, ze Storice musi znajdowaé sig¢

na co najmniej takiej wysokosci nad widnokregiem,

aby moglo doj$é¢ do wystapienia tzw. tuku

okolohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej stronie:

www.atoptics.co.uk/cha2.htm), czyli malej, lecz
intensywnej teczy 46° na poltudnie od Storica. W Polsce
szansa za zaistnienie tego zjawiska wystepuje od trzeciej
dekady maja do poczatku sierpnia (im blizej gér, tym
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dluzej). Jesli zatem w godzinach okolopotudniowych
po niebie wedruja cirrusy, warto przyjrze¢ si¢ okolicom
potudniowej czeéci niebosktonu przy horyzoncie.

Ekliptyka nadal tworzy duzy kat z widnokregiem
wieczorem i maly rano. Oczywidcie ma to ogromny
wplyw na widoczno$¢ znajdujacych si¢ blisko niej

i jednoczesnie niezbyt daleko od Stonca cial niebieskich.
Szczegdlnie wyraznie fakt ten wplywa na widocznosé
krazacej najblizej Stonca planety Merkury. W kwietniu
planeta oddalita sie od Stonica na niecale 20° i bez
ktopotu dato si¢ ja zaobserwowaé na wieczornym niebie.
Pod koniec maja natomiast oddali si¢ ona od Sloinca


www.atoptics.co.uk/cha2.htm

0 5° po jego drugiej stronie, a mimo to zginie w blasku
Stonica, wschodzac maksymalnie p6t godziny przed nim.

Gazowe olbrzymy Ukladu Stonecznego réwniez ulegna
stabemu nachyleniu ekliptyki do widnokregu. Uran
spotka si¢ ze Storicem na poczatku maja, Jowisz zrobit
to w kwietniu, Neptun w marcu, a Saturn w lutym.

I tylko ta ostatnia planeta zacznie wylania¢ sie z zorzy
porannej, pokazujac sie o $wicie kilka stopni nad
potudniowo-wschodnim horyzontem. W maju Saturn
$wieci blaskiem +1™, a zatem wyraznie stabiej od
znajdujacego sie znacznie wyzej Altaira z Orla. Planeta
znajduje sie¢ w odleglosdci 45° na godzinie 7 wzgledem
Altaira. Do odszukania Saturna mozna wykorzystaé
takze gwiazde Enif (¢ Peg), czyli najjasniejsza

i najbardziej na zachéd wysunieta gwiazde Pegaza.

O Swicie Saturn znajduje sie prawie dokladnie pod nig
(w odlegtosci niecalych 25°).

Na niebie wieczornym dobrze widoczne sa dwie najblizsze
Ziemi planety Ukladu Stonecznego. Wenus szybko
zbliza si¢ do swojej czerwcowej maksymalnej elongacji
wschodniej, wynoszacej w tym roku ponad 45°. Przez
caly miesiac planeta pokona na niebie odcinek dtugosci
ponad 32°, zaczynajac wedréowke 3° na potudnie od
gwiazdy El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy Byka,
i konczac jakies 4,5° od Polluksa, najjasniejszej gwiazdy
Bliznigt. W tym samym czasie Mars przesunie sie

o 17°, wedrujac od linii taczacej tego samego Polluksa

z gwiazda Wasat (§ Gem), by na koniec maja dotrzeé
na odleglo$é¢ niewiele ponad 1° do znanej gromady
otwartej gwiazd M44. Czerwona Planeta przejdzie na
jej tle 2 czerweca.

W maju Wenus zmniejszy dystans do Marsa

z ponad 25° do 11°. W tym czasie blask planety
zwigkszy sie od —4,1™ do —4,3™, jej tarcza urosnie

od 17" do 23", faza natomiast spadnie od 66% do 52%.
W przeciwienstwie do Wenus planeta Mars oddala si¢ od
nas, i jej warunki obserwacyjne si¢ pogarszaja. W maju
jej blask stabnie z +1,3™ do +1,6™, érednica tarczy
zmienia si¢ znacznie wolniej i zmniejszy si¢ ponizej 5.
Wenus 1,5 godziny po zachodzie Stonca przez caly
miesiac utrzyma wysokosé okoto 20° nad widnokregiem,
Mars natomiast w tym samym czasie zblizy si¢ wyraznie
do horyzontu, swiecac na poczatku maja znaczaco wyzej
od Wenus i praktycznie na tej samej wysokosci pod jego
koniec.

Ksigzyc rozéwietli nocne niebo na poczatku i pod
koniec miesigca. Srebrny Glob zacznie maj w fazie 85%,
zajmujac pozycje jakies 10° na potudnie od Deneboli,
drugiej co do jasnosci gwiazdy Lwa. Potem Ksigzyc
podazy ku pelni, przez ktora przejdzie 5 dnia miesiaca
wieczorem naszego czasu. Przedtem spotka si¢ jednak
ze Spika, najjasniejsza gwiazda Panny, zblizajac

sie don rankiem 4 maja na odlegtosé niecatych 4°.

W tym miesiacu podczas pelni Ksiezyc przejdzie przez
pélcien Ziemi, dojdzie zatem do jego pdlcieniowego
za¢mienia. Niestety obszar Polski ma pecha, gdyz

w momencie za¢mienia Ksiezyc zacznie dopiero
wschodzi¢ nad naszym krajem, stad zjawisko w zasadzie
pozostanie nieobserwowalne. Zwtlaszcza ze podczas

fazy maksymalnej Ksiezyc nie zdola schowaé sie
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w poélcieniu Ziemi w calosci. Faza maksymalna zaémienia
wypadnie o godzinie 19:24 naszego czasu i wyniesie 96%.
A w Bieszczadach Ksiezyc pojawi sie nad widnokregiem
mniej wiecej pét godziny pdzniej. Zjawisko skoriczy sie

o godzinie 21:30, gdy Srebrny Glob zdazy sie wznie$¢

na wysokos¢ 10°. Podczas za¢mienia towarzystwa
Ksiezycowi dotrzyma Zuben Elgenubi, gwiazda o Wagi,
znajdujaca sie wtedy jakies 2,5° nad nim.

W dniach 7 i 8 maja Ksiezyc odwiedzi Antaresa,
najjasniejsza gwiazde Skorpiona, zmniejszajac w tym
czasie faze do 93%. Podczas obu nocy odleglo$é miedzy
wspomnianymi ciatami niebieskimi wyniesie okoto 6°,
przy czym podczas pierwszej z nich Ksiezyc przejdzie
mniej wiecej 1,5° od Dschubby, jednej z jasnych gwiazd
charakterystycznego tuku z péinocno-zachodniej czesci
Skorpiona.

Srebrny Glob przejdzie przez ostatnig kwadre 12 maja
i podazy ku nowiu, by dobe pdzniej zblizy¢ si¢ na
odleglos$é 9° do stabo widocznego Saturna. Ale do
konca widocznosci porannej jego warunki obserwacyjne
pozostana stabe, gdyz Ksiezyc znajdzie si¢ wtedy
maksymalnie na potudnie od ekliptyki i podczas
spotkania z Saturnem wzniesie sie na wysokosé
zaledwie 7°.

Ksiezyc minie Stonice 19 maja i zacznie pojawiaé sie na
niebie wieczornym. 20 maja mozna probowaé dostrzec
bardzo cienki sierp Srebrnego Globu w fazie okolo 1%.
Jednak raczej nie uda si¢ to bez lornetki czy teleskopu,
poniewaz godzine po zachodzie Slonica tego dnia zajmie
on pozycje na wysokosci zaledwie 3°. Znacznie latwiejszy
do dostrzezenia stanie sie Ksiezyc w kolejnych dniach.
23 dnia miesigca jego sierp w fazie 17% przetnie prawie
w potowie linie taczaca Wenus z Polluksem, by dobe
p6zniej w fazie 24% przej$é 3° na péinoc od Marsa

i 5° od gromady M44. 26 maja Ksiezyc zblizy sie na
nieco ponad 4° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy
Lwa, a dobe¢ p6zniej przejdzie przez I kwadre. Do konca
miesiaca Srebrny Glob przejdzie jeszcze raz 10° na
potudnie od Deneboli — 28 maja, tym razem w fazie 62%,
i 4,5° od Spiki 31 maja, w fazie 88%.

W maju maksimum swojego blasku osiagna dwie
dlugookresowe gwiazdy zmienne typu Mira Ceti.

21 maja zrobi to gwiazda R Leo, 29 maja x Cygni.
Pierwsza z wymienionych gwiazd moze przekroczyé
jasno$¢ +4,5™, druga natomiast moze stac sie jeszcze

o ponad 1 wielko$¢ gwiazdowa jasniejsza. Obie zatem
podczas maksimum jasnosci mozna dostrzec gotym
okiem. Dodatkowo R Leo ma wyrazng wisniowa barwe.
Gwiazda znajduje sie okolo 5° na zachéd od Regulusa,
a jej blask mozna poréwnywaé z towarzyszacymi jej
gwiazdami 5. 1 6. wielkosci 18 1 19 Leo. Ten obszar
nieba okolo godziny 23 zajmuje pozycje na wysokosci
25° nad zachodnig czescia niebosklonu, a sama gwiazda
znika za widnokregiem okolo 1:30. Znacznie lepiej jest
widoczna y Cyg. O godzinie 2 wznosi sie na wysokosci
przekraczajacej 50°, a znajduje si¢ w szyi Labedzia na
przedtuzeniu linii taczacej gwiazdy Sadr (y Cyg) i n Cyg.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Lutet w Las Vegas

Las Vegas przywodzi zwykle na my$l kasyna, gry hazardowe, plastikowy
luksus, szalone imprezy i szybkie sluby. Raczej nie fizyke. Na konferencji
Amerykanskiego Towarzystwa Fizycznego, ktéra odbywala sie w tym miescie
na poczatku marca, wydarzylto sie jednak co$, co moze zmienié¢ te skojarzenia.

Ranga P. Dias z Uniwersytetu z Rochester oglosil w swoim referacie odkrycie
nowego nadprzewodnika wysokotemperaturowego.

Prad elektryczny zwykle napotyka opér podczas przepltywu przez transportujace
go przewody. Mozna sobie wyobrazaé, ze zjawisko to jest podobne do tarcia,
tym bardziej ze cze$¢ energii poruszajacych sie ladunkoéw elektrycznych jest
tracona w postaci ciepta. Nie dzieje sie tak jednak zawsze. Ponad sto lat temu
Heike Kamerlingh Onnes odkryt, ze istnieja materialy, zwane nadprzewodnikami,
w ktérych tadunki elektryczne moga ptyna¢ bez oporu. Niestety zjawisko

to wystepuje jedynie w ekstremalnie niskich temperaturach, co ogranicza
praktyczne zastosowania nadprzewodnictwa. Dlatego przez dziesieciolecia

O nadprzewodnictwie (réwniez
wysokotemperaturowym) pisal tez
Piotr Zalewski w AS i A}}) oraz
Andrzej Wisniewski w A};.

Nowy nadprzewodnik sklada sie z lutetu —
srebrzystobialego metalu ziem rzadkich, o ktérym na
co dzien pamiegtajg chyba tylko najwieksi fani tablicy
Mendelejewa — oraz wodoru i niewielkiej domieszki
azotu. Cienkg folie lutetowa Sciska sie pomiedzy dwoma
diamentami i pod wysokim ci$nieniem przez prébke
przepuszcza sie gaz skladajacy sie w 99 procentach

z wodoru i w 1 procencie z azotu. Probke ogrzewa

sie nastepnie przez dobe w temperaturze 65°C.

Tak przygotowany material wykazuje wlasnosci
nadprzewodzace w temperaturach do 20°C. Nie ma
jednak rézy bez kolcéw, dzieje sie tak jedynie wtedy,
gdy do probki przylozy¢ ci$nienie rzedu gigapaskala,
czyli dziesieciokrotnie wieksze, niz panuje na dnie Rowu
Marianskiego. Trudno uzyskaé takie warunki na co
dzien.

Jest jednak jeszcze jedno ,ale”. Poprzednia praca
Diasa i wspélpracownikéw (2020), dotyczaca takze
nowego nadprzewodnika wysokotemperaturowego
(wymagajacego, notabene, przylozenia jeszcze wigkszych
ci$nien), zostala niedawno wycofana z czasopisma
»2Nature” — wbrew stanowisku autora. Powodem
takiego kroku byl fakt, ze innym naukowcom nie udato
sie powtoérzy¢ doswiadczen opisanych w artykule,

naukowcy poszukiwali nadprzewodnikéow dzialajacych w bardziej przyjaznych
temperaturach, marzac w szczegélnosci o odkryciu materialu nadprzewodzacego
w temperaturze pokojowej.

a udostepnione innym badaczom surowe dane byty
znacznie mniej zaszumione, niz nalezalo tego oczekiwac.
Co gorsza, w opublikowanym tekscie znaleziono cale
ustepy przepisane z rozprawy doktorskiej cztonka
innego zespolu naukowego. Wszystko to powoduje, ze
badacze podchodza do wynikéw doswiadczen Diasa

z duza ostroznoécia. W rozwianiu watpliwosci nie
pomaga fakt, ze Ranga P. Dias planuje wdrazanie
wynikéw swoich badan. W tym celu zalozyl wlasng
firme, Unearthly Materials, i pracuje nad zgloszeniem
patentowym, nie udostepnia wiec publicznie doktadnego
przepisu na nowy nadprzewodnik.

A zatem: geniusz czy hochsztapler? Dylemat ten uda sie
zapewne rozstrzygnaé jeszcze w tym roku, gdyz wiele
innych zespoléw badawczych planuje probe odtworzenia
eksperymentéw Diasa. W kazdym razie dotychczasowe
przygody tego uczonego pokazuja bardzo dobitnie, ze

— wywierana przez osrodki badawcze czy instytucje
finansujace badania — presja na to, zeby wszystkie nowe
wyniki byly niezwykle i przetlomowe, zacheca wrecz do
szukania ,drogi na skroty” i czasami hamuje postep
naukowy, zamiast go stymulowac.

Krzysztof TURZYNSKI

Oddzial Gdanski Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Wydzial Fizyki Technicznej i Matematyki
Stosowanej Politechniki Gdanskiej oraz Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu
Gdanskiego serdecznie zapraszaja do Gdanska na 48. Zjazd Fizykéw Polskich, ktéry odbedzie si¢
w dniach 1-7 wrzeénia 2023 roku.

W czasie Zjazdu odbedzie si¢ 8 sesji plenarnych, 9 sesji réwnolegtych, wyktad otwarty, sesja
plakatowa, zebranie delegatéw PTF, panel dyskusyjny Kondycja nauczania fizyki w polskich
szkolach — szanse © ryzyko, pokazy z fizyki oraz bazar dobrych praktyk dla nauczycieli fizyki,
wyklady i pokazy do$wiadczen z fizyki dla mlodziezy szkolnej.

Wydarzenie jest skierowane do szeroko rozumianego $rodowiska fizykéw. Spodziewamy sie udziatu
okoto 500 uczestnikéw, w tym naukowcéw zaréwno o ugruntowanej pozycji w srodowisku, jak

i mltodych fizykéw, a takze nauczycieli fizyki oraz ich uczniéw. Przewidujemy réznego rodzaju
wystawy, instalacje popularyzujace fizyke i konkursy dla mlodziezy szkolnej. Waznym wydarzeniem

towarzyszacym Zjazdowi bedzie doroczny Rejs Fizykéw koriczacy sie w Gdansku w dniu rozpoczecia

48. ZJAZD
FIZYKOW POLSKICH

Zjazdu.

Informacje na temat 48. ZFP znajdujg si¢ na uaktualnianej i wzbogacanej na biezgco stronie:

1-7 wrzesnia 2023 r., Gdansk
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http://ftims.pg.edu.pl/48zfp.


https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/materialy/2010/05/12/Nadprzewodzacy_poltorak/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/materialy/2015/10/17/Nadprzewodzacy_litografen/
https://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/materialy/2018/11/26/2018-12-delta-wisniewski.pdf
http://ftims.pg.edu.pl/48zfp
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Wilasciwy punkt na wlasciwym miejscu
Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem bedzie o zadaniach, w ktérych pojawia sie¢ motyw dlugosci jednego
odcinka jako sumy dlugoséci dwoch innych. Jezeli mamy jako zalozenie réwnosé
|AB| + |CD| = |EF]|, to zawsze warto sprébowaé zaznaczy¢ na odcinku EF
taki punkt X, ze |EX| = |AB| — wtedy |FX| = |CD|. Inny wariant: jesli nalezy
wykazaé, ze |AB| + |CD| = |EF)|, to po zaznaczeniu takiego punktu X jak wyzej
pozostanie do udowodnienia, ze |FX| = |CD|.

Zaprezentuje opisane powyzej postepowanie na dwoch przykladach. Pierwszy
pochodzi z I Wielkopolskiej Ligi Matematycznej, a drugi z XII Olimpiady
Matematycznej Juniorow.

Przyklad 1. Czworokat ABCD spelnia warunek |AB| = |BC| + |DA|.
Dwusieczne katow ABC i DAB przecinaja sie w punkcie P. Udowodni¢, ze
|CP| = |DP|.

Rozwigzanie. Wybierzmy na odcinku AB punkt X spelniajacy warunek

|AX| = |AD|. Zachodzi wtedy takze réwnosé¢ |BX| = |BC| (rys. 1). W tej sytuacji
dwusieczne katéw ABC i DAB sa jednoczesnie symetralnymi odcinkéw C'X

i DX. Wnioskujemy zatem, ze punkt P jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie CDX, a wiec zachodzi réwnosé |CP| = |DP|.

Rys. 1 Rys. 2

Przyklad 2. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag, przy czym |£xABC| = 60°
oraz |BC| = |CD|. Udowodnié, ze |AB| = |AD| + |CD].

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze |xCAD| = |xCAB)|, poniewaz sa to

katy wpisane, oparte na tukach rownej dlugoéci. Wybierzmy taki punkt X na
odcinku AB, ze |AX| = |AD| (rys. 2). Chcemy udowodnié, ze |BX| = |CD|.
Trojkaty CAD i CAX sa przystajace (bkb), wigc |CX| = |CD| = |BC/|. Tréjkat
BCX jest réwnoramienny i ma kat o mierze 60°, wiec jest rGwnoboczny. Z tego
wynika, ze |BX| = |CX| = |CD|, i dowdd jest zakoriczony.

Zadania

1. W trapezie ABCD o podstawach AB i C'D zachodzi réwnosé
|AB| + |CD| = |AD|. Udowodnié, ze okrag o $rednicy BC ma co najmniej
jeden punkt wspélny z odcinkiem AD.

2. W okrag wpisano czworokat ABCD, w ktérym |AB| = |BD|. Punkt M
jest rzutem prostokatnym wierzchotka B na przekatng AC. Wykazaé, ze
|AM| = |DC| + |CM].

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag. Przekatne AC' i BD
przecinaja si¢ w punkcie P, przy czym |BP| = |AD| + |DC|. Punkt X lezy
na odcinku BC, przy czym |BX| = |AC|. Dowiesé, ze 2|xBPX| = |xADC|.
(LXXIV Olimpiada Matematyczna)

4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta Al przecina
bok BC' w punkcie D. Dowiesé, ze |AI| + |CD| = |AC| wtedy i tylko wtedy,
gdy |%ABC| = 60° + %|xBCA|. (LII Olimpiada Matematyczna,)

5. W tréjkacie ABC zachodzi nieréwnos$é |AB| > |AC|. Punkt D jest $rodkiem
boku BC, punkt E lezy na odcinku AC. Punkty P i @) sa odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktéw B i E na prosta AD. Dowies¢, ze jesli
|BE| = |AE| + |AC|, to |AD| = |PQ)|.

(XLIX Olimpiada Matematyczna, zmodyfikowane)
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KONKURS PTM
im. WITOLDA WILKOSZA

na Najlepsza, studencka prace
popularyzujacg matematyke

Na Konkurs mozna nadsytac prace
majqce na celu
popularyzacje matematyki

Termin zgtoszen: 30 wrzesnia 2023 r.

http://ok-ptm.im.uj.edu.pl/wilkosz.php

Organizator Konkursu

e Oddziat Krakowski

p m Polskiego Towarzystwa

Matematycznego

Sponsor Konkursu
UNIWERSYTET JAGIELLONSKI
W KRAKOWIE

Wydzial

Matematyki 1 Informatyki
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