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Wilasciwy punkt na wlasciwym miejscu
Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem bedzie o zadaniach, w ktérych pojawia sie¢ motyw dlugosci jednego
odcinka jako sumy dlugoséci dwoch innych. Jezeli mamy jako zalozenie réwnosé
|AB| + |CD| = |EF]|, to zawsze warto sprébowaé zaznaczy¢ na odcinku EF
taki punkt X, ze |EX| = |AB| — wtedy |FX| = |CD|. Inny wariant: jesli nalezy
wykazaé, ze |AB| + |CD| = |EF)|, to po zaznaczeniu takiego punktu X jak wyzej
pozostanie do udowodnienia, ze |FX| = |CD|.

Zaprezentuje opisane powyzej postepowanie na dwoch przykladach. Pierwszy
pochodzi z I Wielkopolskiej Ligi Matematycznej, a drugi z XII Olimpiady
Matematycznej Juniorow.

Przyklad 1. Czworokat ABCD spelnia warunek |AB| = |BC| + |DA|.
Dwusieczne katow ABC i DAB przecinaja sie w punkcie P. Udowodni¢, ze
|CP| = |DP|.

Rozwigzanie. Wybierzmy na odcinku AB punkt X spelniajacy warunek

|AX| = |AD|. Zachodzi wtedy takze réwnosé¢ |BX| = |BC| (rys. 1). W tej sytuacji
dwusieczne katéw ABC i DAB sa jednoczesnie symetralnymi odcinkéw C'X

i DX. Wnioskujemy zatem, ze punkt P jest érodkiem okregu opisanego na
tréjkacie CDX, a wiec zachodzi réwnosé |CP| = |DP|.

Rys. 1 Rys. 2

Przyklad 2. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag, przy czym |£xABC| = 60°
oraz |BC| = |CD|. Udowodnié, ze |AB| = |AD| + |CD].

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze |xCAD| = |xCAB)|, poniewaz sa to

katy wpisane, oparte na tukach rownej dlugoéci. Wybierzmy taki punkt X na
odcinku AB, ze |AX| = |AD| (rys. 2). Chcemy udowodnié, ze |BX| = |CD|.
Trojkaty CAD i CAX sa przystajace (bkb), wigc |CX| = |CD| = |BC/|. Tréjkat
BCX jest réwnoramienny i ma kat o mierze 60°, wiec jest rGwnoboczny. Z tego
wynika, ze |BX| = |CX| = |CD|, i dowdd jest zakoriczony.

Zadania

1. W trapezie ABCD o podstawach AB i C'D zachodzi réwnosé
|AB| + |CD| = |AD|. Udowodnié, ze okrag o $rednicy BC ma co najmniej
jeden punkt wspélny z odcinkiem AD.

2. W okrag wpisano czworokat ABCD, w ktérym |AB| = |BD|. Punkt M
jest rzutem prostokatnym wierzchotka B na przekatng AC. Wykazaé, ze
|AM| = |DC| + |CM].

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag. Przekatne AC' i BD
przecinaja si¢ w punkcie P, przy czym |BP| = |AD| + |DC|. Punkt X lezy
na odcinku BC, przy czym |BX| = |AC|. Dowiesé, ze 2|xBPX| = |xADC|.
(LXXIV Olimpiada Matematyczna)

4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta Al przecina
bok BC' w punkcie D. Dowiesé, ze |AI| + |CD| = |AC| wtedy i tylko wtedy,
gdy |%ABC| = 60° + %|xBCA|. (LII Olimpiada Matematyczna,)

5. W tréjkacie ABC zachodzi nieréwnos$é |AB| > |AC|. Punkt D jest $rodkiem
boku BC, punkt E lezy na odcinku AC. Punkty P i @) sa odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktéw B i E na prosta AD. Dowies¢, ze jesli
|BE| = |AE| + |AC|, to |AD| = |PQ)|.

(XLIX Olimpiada Matematyczna, zmodyfikowane)
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