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Z radością dzielimy się wiadomością, że
dr Marcin Kuczma został laureatem
Nagrody Głównej PTM
im. Samuela Dicksteina za rok 2022.
Wyróżnienie to jest przyznawane
za osiągnięcia w dziedzinie
edukacji matematycznej,
popularyzacji i historii matematyki.
Laureatowi serdecznie gratulujemy!

Redakcja

Czołówka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań

847 (W T = 2,07) i 848 (W T = 2,13)
z numeru 10/2022

Stanisław Bednarek Łódź 45,84
Krzysztof Zygan Lubin 45,83
Tomasz Wietecha Tarnów 44,88
Janusz Olszewski Warszawa 42,04
Mikołaj Pater Opole 41,88
Paweł Najman Kraków 39,93
Adam Woryna Ruda Śl. 38,27
Radosław Kujawa Wrocław 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Norbert Porwol Essen 37,50

Trzy nazwiska – i trzy różne poziomy
wciągnięcia w naszą klubową zabawę.
Pan Stanisław Bednarek – właśnie
został Weteranem Klubu 44 M.
Pan Krzysztof Zygan – nowa twarz
w Klubie 44 M. Zaś pan Tomasz
Wietecha – to już czternasty raz;
biorąc pod uwagę szesnaście rund
w Klubie 44 F – jest czego gratulować!

Czołówka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzględnieniu ocen rozwiązań zadań

746 (W T = 2,63), 747 (W T = 2,43)
z numeru 11/2022

Paweł Perkowski Ożarów Maz. 4–40,07
Jan Zambrzycki Białystok 3–39,61
Jacek Konieczny Poznań 33,68
Marian Łupieżowiec Gliwice 2–33,38
Ryszard Woźniak Kraków 32,96
Tomasz Wietecha Tarnów 16–18,65
Andrzej Nowogrodzki Chocianów 3–18,61
Paweł Kubit Kraków 15,73
Konrad Kapcia Poznań 2–11,18

Redaguje Marcin E. KUCZMA
861. Trójkąt ABC jest równoramienny: AC = BC. Punkt D leży na boku AC,
przy czym 2 AD = BD. Punkt E leży na odcinku BD, przy czym 2 BE = AD.
Wykazać, że ?CDE = 2?CED.
862. Dany jest graf skierowany o skończenie wielu wierzchołkach (każde dwa
różne wierzchołki łączy co najwyżej jedna krawędź zorientowana). Każda
krawędź jest pokolorowana jednym z m kolorów; zaś z każdego wierzchołka
wychodzi więcej niż m krawędzi. Udowodnić, że z każdego wierzchołka można
poprowadzić nieskończenie wiele nieskończonych ścieżek takich, że dla każdej
liczby naturalnej k krawędzie przechodzone w k-tym kroku na wszystkich tych
ścieżkach mają jednakowy kolor. (Nieskończona ścieżka to nieskończony ciąg
kolejno przyległych krawędzi – początkiem kolejnej jest koniec poprzedniej).
Zadanie 862 zaproponował pan Adam Woryna z Rudy Śląskiej.

Rozwiązania zadań z numeru 1/2023
Przypominamy treść zadań:
853. Rozstrzygnąć, czy suma skończenie wielu czworokątów wklęsłych o rozłącznych wnętrzach
może być wielokątem wypukłym (czworokąt wklęsły to taki, w którym jeden z kątów wewnętrznych
jest większy od kąta półpełnego). Czy odpowiedź zmieni się, jeśli zamiast wklęsłych czworokątów
będziemy rozważać wklęsłe pięciokąty?
854. Niech n będzie dowolną liczbą całkowitą dodatnią. Udowodnić, że liczba przedstawień n
w postaci sumy dwóch nieujemnych liczb trójkątnych jest równa liczbie przedstawień liczby 4n + 1
w postaci sumy kwadratów dwóch nieujemnych liczb całkowitych (utożsamiamy przedstawienia
różniące się tylko kolejnością składników).

853. Dla czworokątów jest to niemożliwe. Dowód: przypuśćmy, że suma
n czworokątów wklęsłych o rozłącznych wnętrzach jest wielokątem wypukłym W .
Punkty będące wierzchołkami wklęsłych kątów wewnętrznych tych czworokątów
nazwijmy punktami krytycznymi. Jasne, że żaden z nich nie może leżeć na
brzegu wielokąta W . Przy tym każdy z czworokątów ma dokładnie jeden
wierzchołek krytyczny oraz każdy punkt krytyczny jest wierzchołkiem dokładnie
jednego z owych czworokątów. Ustala to bijekcję między czworokątami oraz
punktami krytycznymi. Jest więc dokładnie n punktów krytycznych; i wszystkie
leżą wewnątrz wielokąta W .
Kąt pełny wokół dowolnie wybranego punktu krytycznego rozpada się na
jeden kąt wklęsły pewnego czworokąta oraz część pozostałą, która jest kątem
mniejszym od półpełnego – musi więc być albo kątem wewnętrznym innego
czworokąta, albo sumą kilku kątów wewnętrznych innych czworokątów. W takim
razie miary kątów naszych czworokątów przy wierzchołkach będących punktami
krytycznymi sumują się do wartości n · 360◦. Wszelako tyle samo wynosi
suma miar wszystkich ich kątów wewnętrznych. To by znaczyło, że żaden ich
wierzchołek nie leży na brzegu wielokąta W ; nonsens. Sprzeczność uzasadnia
odpowiedź nie na pierwsze pytanie zadania.
Dla pięciokątów odpowiedź brzmi tak. Przykład: w dowolnym czworokącie
wypukłym łączymy dwa przeciwległe wierzchołki zygzakowatą łamaną
trójodcinkową, rozcinając go na dwa pięciokąty wklęsłe.

854. Weźmy pod uwagę dowolne przedstawienie liczby n
w postaci sumy dwóch liczb trójkątnych:

n = k(k + 1)
2 + l(l + 1)

2 .

Ustalmy oznaczenia tak, by k ⩾ l ⩾ 0. Określamy:
(∗) a = k + l + 1, b = k − l (więc a > b ⩾ 0);
wówczas:

a2 + b2 = 2k2 + 2l2 + 2k + 2l + 1 = 4n + 1.

I na odwrót: niech będzie dane dowolne przedstawienie
liczby 4n + 1 w postaci sumy dwóch kwadratów:
4n + 1 = a2 + b2. Liczby a, b muszą być różnej
parzystości. Ustalmy oznaczenia tak, by a > b ⩾ 0.

Określamy:

(∗∗) k = a + b − 1
2 , l = a − b − 1

2 (więc k ⩾ l ⩾ 0);

wówczas:
k(k + 1)

2 + l(l + 1)
2 = (a + b)2 − 1

8 + (a − b)2 − 1
8 =

= a2 + b2 − 1
4 = n.

Przyporządkowania (k, l) 7→ (a, b) oraz (a, b) 7→ (k, l),
dane wzorami (∗) i (∗∗), są wzajemnie odwrotne.
Określają zatem bijekcję między rozważanymi
przedstawieniami liczb n oraz 4n + 1.
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