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O pozytkach z operacji XOR w kontekscie
zagadek logicznych pisal réwniez Tomasz
Janiszewski w artykule Samotne zwierze
na Arce Noego z Agl. W tym za$
numerze Delty Bartosz Klin opisuje, jak
XOR przydaje si¢ w szyfrowaniu.

Rozwigzanie (nie)mozliwej do rozwigzania
zagadki ze strony

Na stronie 1 przeczytaliSmy juz, ze wieZniowie wiedzieli wczesniej, na czym
bedzie polegaé¢ zadanie, i mogli sie naradzi¢ nad strategia. Jednak nie znali oni
utozenia monet na planszy. Co wiecej, calej rozmowie mogt sie przyshuchiwaé
straznik i potem tak poodwraca¢ monety, zeby nieudolnie wybrany plan nie
zadziatal. W takim przypadku nie ma miejsca na blad. Strategia musi pozwolié
pierwszemu wiezniowi na wskazanie dowolnego pola na planszy.

Ponumerujmy pola planszy, zaczynajac od zera. Nie rébmy tego jednak

w systemie dziesigtnym, tylko binarnym. Tak wiec pole A1 bedzie miato
numer 000000, pole A2 numer 000001 i tak dalej, az do pola H8 o numerze
111111 (rys. 1).

Zdefiniujmy na szachownicy sze$é¢ obszarow — obszar A; tworza pola, ktérych
numery maja jedynke na i-tym miejscu (rys. 2). Ponizej schematyczne
przedstawienie pierwszych trzech z nich (kolejne trzy wygladaja podobnie, tylko
zaznaczone sa kolumny, nie wiersze).

A1 == AQ = A3 =
Rys. 2

Przyjmijmy ponadto, ze kazde ustawienie monet na szachownicy koduje pewne
pole w nastepujacy sposéb: na i-tym miejscu numeru tego pola ma znajdowad
sie reszta z dzielenia przez 2 liczby reszek w obszarze A;. W przykladzie na
rysunku 3 w kolejnych obszarach A; znajduje sie odpowiednio 16, 17, 16, 17,
20 i 18 reszek, wiec koduje on pole o numerze 010100, czyli E3.

Mamy zatem jaki$ pomyst na system kodowania, ale czy faktycznie pozwala

on na rozwiazanie zagadki? Okazuje sie, ze tak. ZdefiniowaliSmy obszary A;

w taki sposdb, ze pole o numerze w = WiWaW3W4WsWe (PO prawej stronie
réwnoéci znajduje sie szeSciobitowy zapis dwéjkowy) nalezy wylacznie do tych
obszaréw A;, dla ktérych w; = 1. Odwrdcenie monety na polu w powoduje
zatem zmiane parzystosci liczby reszek w tych wlasnie obszarach (i tylko w nich).
Oznacza to, ze jesli poczatkowe ustawienie monet przez straznika koduje pole

0 numerze ¥ = T1Z2T3L4T5Lg, t0 nowe ustawienie (po odwrdceniu monety) koduje
pole o numerze, w ktérym zamienione zostaly cyfry (bity) z x na pozycjach i
takich, ze w; = 1. Informatycy powiedzieliby, ze jest to XOR liczb x i w,
oznaczany czesto jako x @ w.

Pierwszy wiezien ma niejako do rozwigzania problem odwrotny: straznik
wskazuje mu pewne pole o numerze y = y192y391Y5Ys 1 wiezien ma znalezé
takie z, dla ktérego x & z = y. Wystarczy jednak, ze wybierze pole, ktére zmienia
wszystkie cyfry = rézne od odpowiadajacych im cyfr y. Jest to zatem pole

2z = Z122232425 %26 takie, ze z; = 1 dokladnie wtedy, gdy vy; # x;. To swoja droga
rowniez mozna zgrabnie wyrazi¢ przy uzyciu operacji XOR, z =z ® y.

Jesli kogos odstrasza formalizm powyzszego opisu, proponuje analize
nastepujacego przykladu. Rozwazmy takie utozenie monet jak na rysunku 3.
Zalézmy, ze straznik wskazal na pole H4 o numerze 011111.

Sprawdzamy, co sie dzieje na obszarze odpowiedzialnym za pierwsza pozycje.
Liczba orléw jest parzysta. Liczba, ktéra chcemy zakomunikowa¢ drugiemu
wiezniowi, ma na tej pozycji 0, czyli liczbe parzysta, wiec nie chcemy tego
zmienia¢. Teraz kolej na druga pozycje. Tutaj tez sie zgadza — nieparzysta liczba
ortéw oraz cyfra 1 w naszej liczbie. Co z trzecia? O! Tutaj sie nie zgadza! Co

to oznacza? Monete, ktéra bedziemy odwracaé, trzeba wybraé¢ spoérod tych

z obszaru odpowiedzialnego za te pozycje. Jednak zauwazmy, ze jednoczesnie
nie mozemy przy tym nic zmieni¢ w strefach przypisanych pierwszej i drugiej
pozycji. W takim razie jasno wskazuje to, ze musimy zmienié¢ cos w drugim
wierszu.
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Teraz to samo rozumowanie bedziemy przeprowadzaé¢ na ostatnich trzech
pozycjach, czyli bedziemy patrzyli na kolumny planszy. I tak na czwartej pozycji
widzimy, ze sie zgadza, natomiast na piatej i szostej nie. Stad szukamy wiersza,
ktory jest czescia obszaru zwiazanego z pozycja 5 i 6, ale nie z pozycja 4.
Widzimy, ze jest to czwarta kolumna. W takim razie pierwszy wiezien powinien
odwrécié monete na polu D2 (rys. 4). Korzystajac z wezeéniejszych rozwazan,
mogliby$my dojé¢ do tego inaczej: obliczajac 010100 ¢ 011111 = 001011 — ciag po
prawej stronie koduje wladnie pole D2.

Skomentujmy jeszcze sytuacje, gdy numer wskazywany przez szachownice
zgadza sie z numerem pola wskazanego przez straznika. Moze to budzi¢ pewien
niepokédj, przeciez wiezien musi odwrécié¢ jakas monete. Ktora wiec powinien
wybraé, gdy wszystko jest w porzadku? Zauwazmy, ze jesli rozwazylibySmy
wszystkie z naszych obszaréw na raz, to zaden z nich nie zawiera pola

numer 000000. Stad w takim wypadku wystarczy, ze odwrécimy monete wlasnie
na tym polu, bo ona jako jedyna nie wplywa na wiadomosé, ktéra mozemy
odczytaé z planszy.

Jesli sie zastanawiasz, Czytelniku, czy metoda zastosowana w tej zagadce moze
sie¢ przydaé gdziekolwiek indziej, to odpowiedZ brzmi: tak, jeszcze jak! Byé moze
pamietasz, jak kiedys zwracano uwage na to, zeby ptyty CD lub DVD trzymaé
za brzegi, bo inaczej moga sie zniszczy¢? Mimo ze nie zawsze tego przestrzegano,
one nadal dzialaly, nawet lekko porysowane. Jest to zastuga kodéw korygujacych,
dzigki ktérym lekko uszkodzona wiadomo$é adresat wciaz jest w stanie
odczytac bez bledu. Jednym z pierwszych tego typu kodéw byl kod Hamminga,

ktory korzystatl z technik bardzo podobnych do przedstawionego rozwiazania

Artykul powstal na podstawie filmiku
The almost impossible chessboard puzzle
na kanale Stand-up Maths oraz filmiku
How to send a self-correcting message
(Hamming codes) na kanale
3BluelBrown. Oba sg dostepne w serwisie
youtube.com.

historia.

Komentarz na deser. Wyobrazmy sobie, ze straznik
w przyplywie pozorowanej dobroci oznajmil wiezniom,
ze zamiast szachownicy 8 x 8 przygotowal dla nich
szachownice 7 x 7. Wszak mniej pél do odgadniecia
powinno ulatwié¢ problem! Nie jest to jednak prawda —
okazuje sie, ze aby wieZniowie mieli pewnos¢ wyjscia
na wolnoé¢, liczba pél na szachownicy musi by¢ potega
dwdjki! Uzasadnienie nie jest bardzo skomplikowane

i chyba najprosciej przesledzi¢ je na przykltadzie trzech
pdl (choé wtedy ciezko ulozy¢ je w szachownice. . .).

Jesli mamy do dyspozycji 3 pola, to mozliwych ustawien
monet jest 23 = 8. Mozemy przyjaé, ze ustawienia te
odpowiadaja wspélrzednym punktow w trojwymiarze
(np. orzel koduje 0, a reszka 1, wtedy ustawienie

ORR odpowiada punktowi (0, 1,1)). Wszystkie
ustawienia ukladaja sie zatem w wierzcholki szescianu
jednostkowego.

Poczatkowe ustawienie monet przez straznika
odpowiada wyborowi jednego wierzchotka szescianu,
odwrocenie zas jednej monety przez wieznia to przejscie
do jednego z sasiadéw wspomnianego wierzchotka.

Na przyktad, jesli straznik wybral wierzchotek (0,1, 0),
to wigzienn moze uzyska¢ ustawienia odpowiadajace
wierzchotkom (1,1,0), (0,0,0) i (0,1,1) — wszystkie sa
sasiadami (0,1,0) w szeScianie.

Kazde ustawienie musi by¢ mozliwe do zinterpretowania
przez drugiego wieznia jako jedno z trzech pdl (tylko

w taki sposéb pierwszy wigzien moze drugiemu
przekaza¢ informacje). Innymi stowy, jesli pola maja
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zagadki. Jego algorytm mozna uprosci¢ wlasnie do sprawdzania parzystosci

w wyznaczonych obszarach wiadomosci. Ma to zapewnié¢ znalezienie bledéw, jesli
oczywiscie jakiekolwiek wystapia. Kod Hamminga dzialal jednak tylko wtedy,
gdy bledéw nie pojawilo si¢ zbyt wiele. Metoda ta byla dopracowywana, a cala
dziedzina preznie si¢ rozwijala na przelomie wiekéw, ale to jest zupelnie inna

kolory (powiedzmy, bialy, czarny i ciemnorézowy),

to wiezniowie musza ustali¢ pewne kolorowanie
wierzchotkéw szesScianu na te trzy kolory. Beda oni
mieli pewnos¢ zwyciestwa tylko wtedy, gdy sasiedzi
dowolnego wierzchotka beda reprezentowali wszystkie
mozliwe kolory.

Rys. 5. Lewy dolny wierzchotek ma
sgsiadéw we wszystkich kolorach,
ale prawy dolny juz nie

Poniewaz zarowno sasiadéw, jak i koloréw, jest

po 3, oznacza to, ze kazdy wierzcholek musi mieé¢
doktadnie jednego sasiada kazdego z koloréw. Z tego
ostatniego stwierdzenia wynika, ze kazdemu czarnemu
wierzchotkowi odpowiada doktadnie jedna czarno-biata
krawedz. Z kolei kazdemu bialemu wierzchotkowi
odpowiada. . . coz, tez dokladnie jedna czarno-biata
krawedz. Wynika stad, ze biatych i czarnych
wierzchotkéw musi by¢ tyle samo! A Ze zaden z tych
koloréw nie byt szczegdlnie wyrdézniony, tylez samo musi
by¢ réwniez wierzchotkéw ciemnorézowych. Oznacza
to, ze liczba wszystkich wierzchotkéw (8) jest podzielna
przez liczbe koloréw (3), a to jest sprzecznosé. Proste
uogolnienie tego rozumowania dowodzi, ze aby zagadka
miala rozwiagzanie, liczba pdl (n) musi byé dzielnikiem
liczby wszystkich ustawienn monet (2™), co oznacza, ze
n musi by¢ potega dwdjki.



