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Zgoda. Tytul artykulu powinien brzmieé:
Nie czytaj, jesli nie wiesz, co to jest
wzor Taylora.

Rachunki przeprowadzilismy w GNU
Octave, ale to samo dostaniesz,
prowadzac obliczenia w podwdéjnej
precyzji w dowolnym jezyku (C/C++,
Pythonie, MATLAB-ie, Julii itd.).

Czytelnik Dotychczas Nieznajacy
Pochodnej (a mimo to $ledzacy nasz
wywod) tatwo sprawdzi, ze dla h — 0

F(x+ h) — F(x)

=2 h — 2z,
n x + xT

zatem F’'(z) = 2z i podobnie G'(z) = 3z2.

Ponadto ze wzoru
sin(z + h) = sinz cosh + cosz sin h

wywnioskuje, ze S’(z) = cos z, gdyz
(sinh)/h — 11i (cosh —1)/h — 0
dla h — 0.

Méwimy tu o tzw. maszynowych liczbach
zmiennopozycyjnych podwdjnej precyzji,
domys$lnie wykorzystywanych przez rézne
pakiety obliczeniowe.

Nie czytaj, jesli nie wiesz,
czym jest pochodna
Piotr KRZYZANOWSKI*

No dobrze. Mimo ze nadal czytasz, na wszelki wypadek przypomnienie:
pochodng funkcji f: R — R w punkcie x nazywamy wartos¢ granicy
h) —
L f et h) — f()
h—0 h
i oznaczamy f’(x). Mozemy wspomoéce sie komputerem, by ja obliczyé w sposéb
przyblizony: przeciez dla bardzo malego h wartosé ilorazu
fl+h)—f(=z)
1) ) = RS
powinna by¢ bardzo bliska wartosci granicznej. Wykorzystanie przyblizenia
moze byé w praktycznych zastosowaniach jedyna rozsadna opcja numerycznego
wyznaczenia wartoéci f/(x): czesto bowiem sie zdarza, ze nasza funkcja f nie
jest zadana jawnym wzorem, tylko przez ,czarna skrzynke” — tzn. program
komputerowy o nieznanej tresci, ktéry dla zadanego = po prostu zwraca f(x)
(i nic wiecej).
Intuicja podpowiada, ze im mniejsze bedzie h, tym lepsza powinna by¢ ta
aproksymacja — i rzeczywidcie, korzystajac ze wzoru Taylora, mozna tatwo
pokazaé, ze
(2)
gdzie C' = |f"(x)]/2.

Zrébmy wiec szybki eksperyment i, korzystajac z , obliczmy na komputerze
przyblizenia wartoéci pochodnej, powiedzmy w x = 1, nastepujacych funkcji:

[fa(@) = f'(z)] = C|hl,

F(z) = 22, G(z) = 23, S(x) = sinz.
Oto wyniki uzyskane dla kilku catkiem maltych wartosci h:
h () G (1) 5.(1)
10—2°  0,0000000000  0,0000000000 0,0000000000
10—3°  0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000
10—4°  0,0000000000 0,0000000000 0,0000000000

Jak si¢ okazuje, otrzymamy identyczny wynik, nawet jesli jeszcze bardziej
zmniejszymy h. .. Wszystko wskazuje wiec na to, ze dla kazdej z trzech funkcji
,graniczna” wartoscia ilorazu jest zero — tyle ze to oczywista nieprawdal
Powinnismy byli przeciez otrzymac:

funkcja jej pochodna  warto$¢ pochodnej w x =1
F(z) = 2? F'(z) =2z 2
G(z) =23 G'(z) =322 3

S(z) =sinz  S'(z) =cosz  ~ 0,5403023058681397

Co sie stalo? Przyczyna tkwi gleboko we wnetrznodciach komputera.
Namiastka liczb rzeczywistych, z ktorej korzysta procesor — tzw. liczby
maszynowe — to zbiér skoriczony. W przedziale [1,2) jest ich dokladnie 2°2,
a najmniejsza liczba maszynows wieksza od 1 jest 1 +2792 ~ 1+ 2,2-10716,

Wobec tego dla dowolnego 0 < h < 27°3 a2 10716 obliczona w komputerze wartosé
1+ h < 1+ 2753 zostanie zaokraglona do najblizej lezacej liczby maszynowej,
czyli... do 1. W efekcie, wyznaczajac dla dostatecznie malego h réznice

f(1 4+ h) — f(1), komputer w rzeczywistosci obliczal f(1) — f(1), co oczywiscie
musialo da¢ w wyniku zero.

Czy wiec przyblizenie f’(x) przez f](x) jest bezwartoéciowe? Nie
przesadzajmy — metoda nie jest wcale taka zla — chociaz, jak przekonaliSmy
sie na poczatku, ma pewne ograniczenia. Jak wida¢ z tabelki na nastepnej
stronie, dla kazdej z funkcji F, G, S, gdy h maleje (ale nie za bardzo), obliczane
ilorazy stabilizuja si¢ do pewnego momentu na poziomie prawdziwej wartosci
pochodne;j.
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10°5 0 o

h (1) (1) Sp(1)
10~°  2,0000100000 3,0000300001 0,5402980985 10-4 1
1075 2,0000009999 3,0000029998  0,5403018851
10~7  2,0000001011  3,0000003015  0,5403022640
1078 1,9999999878  3,0000000040  0,5403023029 10-8|
1072 2,0000001655 3,0000002482  0,5403023584
10~1%  2,0000001655 3,0000002482  0,5403022474
10~ 2,0000001655 3,0000002482 0,5403011372 10-12 |
10712 2,0001778012 3,0002667017 0,5403455461
10—16 1.7 | e | |
10720 10716 10712 1078 1074 10°
h

Jeszcze lepiej zobaczymy to na wykresie pokazujacym, jak od h zalezy blad
|S7(1) — S}, (1)| (na rysunku powyzej zaznaczyliSmy go kolorowymi kéteczkami).
Dodatkowo czarna linia przerywana obrazuje przyblizony poziom bledu
przewidywany przez (2)). Wyglada wiec na to, ze przez jaki$ czas — gdy h jest
w miare duze — aproksymacja pochodnej przez rzeczywiscie stucha sie
matematyki. Jednak potem, gdzie$ tak dla h ~ 108, zaczyna sie dziaé¢ co$
dziwnego, powodujacego, ze wbhrew blad aproksymacji przestaje male¢ —

a nawet zaczyna wyraziécie rosnaé! Jak mozna sie domysli¢, wina* znéw lezy
po stronie komputera — a doktadniej tego, jak wykonywane sa w nim dzialania
matematyczne.

Dla F i G zalezno$é ta wygladataby
bardzo podobnie.

Omawiany eksperyment czesto
pokazujemy studentom MIM UW jako
przyktad zjawiska tzw. redukcji cyfr przy
odejmowaniu.

*Wtasciwie stowo wina powinniémy wziagé
w cudzystéw, bo procesor specjalnie
zaprojektowano, zeby wlasnie tak dziatal:
nieco niedoktladnie, ale za to piekielnie
szybko.

Jak wiec wybieraé¢ h? Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze h > 0, i przyjrzyjmy
si¢ najprostszemu przypadkowi, czyli F(z) = 2%2. W zwiazku z tym, ze liczb
maszynowych jest skonczenie wiele, wynik kazdego dziatania arytmetycznego
podlega potencjalnemu zaokragleniu (do najblizszej liczby maszynowej). Dla
uproszczenia przyjmiemy, ze tak sie zdarzy tylko raz: wylacznie w przypadku
podnoszenia do kwadratu wartosci (z + h). Z tego, jak zostala zaprojektowana
komputerowa arytmetyka, wynika, ze zamiast doktadnej wartosci z = (x + h)?
komputer obliczy Z = z(1 + n), przy czym |n| < 275 =: v. Wobec tego na koniec
dostaniemy z komputera wcale nie Fj (x), tylko raczej

Fie) = (x+h) (1h+77)—x

= Fj(z) + F(z + h)%,

skad blad miedzy faktycznie obliczong na komputerze wartoscia FJ (x)
a prawdziwa F'/(z) da sie z grubsza oszacowad, na mocy , przez
@), F@]

2 h
Dla ustalonego = wyrazenie po prawej stronie nieréwnosci jest funkcja h,
ktoérej wykres zaznaczylidémy linia ciagla na rysunku powyzej. Jak wida¢, catkiem
trafnie przewiduje realistyczne zachowanie sie btedu, a jej minimum wypada

w punkcie
_ [2F@l
"=\ F @)

— co potwierdza, ze optymalna warto$é h powinna by¢é rzedu /v ~ 1078,
zgodnie z tym, co widzieliSmy na wykresie powyzej. Podstawiajac do , btad
aproksymacji F’(z) przez F\’ﬁ(x) powinien wowcezas by¢ réwniez rzedu /v.

Tak, daje si¢ to zrobié Scidle, ale nam tu
zalezy tylko na odpowiedzi o charakterze
jakosciowym — wszak juz na poczatku 3
poczyniliSmy pewne uproszczenia. ( )

[F' () = Fi(2)] S

4
S

Czy mozna lepiej numerycznie przyblizaé¢ pochodna? Owszem,

mozna — i to na kilka sposobéw — ale tutaj wspomnimy tylko o jednym, za to
zaskakujacym (przynajmniej na pierwszy rzut oka). Gdyby bowiem szczesliwie
zdarzylo sie, ze funkcja f daje sie rozszerzy¢ do funkcji analitycznej w dziedzinie
zespolonej — a przypadkiem nasze funkcje F, G, S wlasnie takie sg — to mozna

W. Squire i G. Trapp, Using Complex skorzystaé Z przybliienia

Variables to Estimate Derivatives of
Real Functions, STAM Review 40 (1),
1998. 5



Btledy przyblizenia S’ (1) przez 95, 5(1),
zaznaczone kolorowymi gwiazdkami,
mozna tez zobaczy¢ na wykresie na
poprzedniej stronie.

m Zadania

W zeszlym miesiagcu umiedciliSmy w tym
miejscu matematyczne ,,zadania

z myszka”, ktére ukazaly sie¢ w Delcie
réwniez rok wczesniej. Chcieliby$Smy
uznaé to za nieSmieszny primaaprilisowy
zart, jednak niestety byta to po prostu
nasza pomytka. Opiekuna dziatu,

dra Dominika Burka, oraz wszystkich
naszych Czytelnikéw najmocniej za nig
przepraszamy.

Redakcja

(%)

/(@) % 00 f(@) = 33 (fla+ih)

gdzie 3(z) oznacza czesé urojona liczby zespolonej z, natomiast i = v/—1 to
jednostka urojona. To przyblizenie nie psuje sie nawet przy bardzo matych h,
a dodatkowo blad maleje w znacznie szybszym tempie, co pokazuje ponizsza

tabela.
h OnF (1) oG(1) orS(1)
10=Y  2,0000000000000000 2,9900000000000000 0,5412032600703925
1072 2,0000000000000000  2,9999000000000000  0,5403113109515962
10~4  2,0000000000000000  2,9999999900000000  0,5403023067686435
10—%  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681399
10—3%  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10~1%9  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10739 2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681398
10—319  2,0000000000000000 3,0000000000000000 0,5403023058681550

Ostatni wiersz tabeli powinien zwréci¢ Twoja uwage. Dla patologicznie matych h,
ponizej okoto 107398, coé jednak znowu. .. zaczyna sie psué! Czy wiesz, dlaczego?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1744. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f : R — R taka, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y (x > y) spetniona jest nieréwnosc¢:

flx) = fly) = Vo —vy.

Rozwigzanie na str. [2]

M 1745. Dane sa liczby caltkowite dodatnie a # b takie, ze

(a —b)* =a® -0
Udowodni¢, ze liczba 9a — 1 jest szeScianem liczby caltkowite;j.
Rozwigzanie na str.

M 1746. Dane sg trzy szkoly, w kazdej z nich uczy sie 200 uczniéw. Kazdy
uczerl ma przynajmniej jednego znajomego w kazdej ze szk6l (znajomosé jest
wzajemna oraz nikt nie jest znajomym samego siebie). Przypusémy, ze istnieje
zbiér A, zawierajacy 300 uczniéow, o nastepujacej wiasnosci: dla dowolnej
szkoly S oraz dwoch uczniéw x,y ze zbioru A, ktérzy nie ucza sie w S, x iy
maja rézng liczbe znajomych uczacych sie w szkole S. Udowodnié, ze istnieje
trzech uczniéw z trzech réznych szkoél, ktorzy wzajemnie sig znaja.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1071. Podczas jazdy z predkoscia v na samochéd dziala sita oporu
powietrza opisana wzorem: Iy, = %C’pS’zﬂ, w ktérym p jest gestoscia powietrza,
S powierzchnig przekroju samochodu prostopadla do predkosci, a C' jest
wspolczynnikiem zwiazanym z ksztaltem samochodu. Na jakim odcinku drogi [
energia W potrzebna do pokonania oporu powietrza podczas jazdy ze stala
predkoscia rowna jest energii kinetycznej Ej samochodu? W obliczeniach
przyjmij p = 1,3 kg/m?® oraz wartosci typowe dla samochodu osobowego:
m=1,3-103kg, S =2m?, C =0,3.

Rozwigzanie na str.

F 1072. Ciezar Q wskazywany przez wage na powierzchni Ziemi jest
pomniejszony o site wyporu powietrza. Gdyby nie bylo atmosfery, to na jaka
wysokos$¢ h nad powierzchnia Ziemi musielibySmy sie wznie$¢, zeby nasz cigzar
(sita przyciagania przez Ziemig) byl rowny Q7 W obliczeniach przyjmij: gestosé
powietrza na powierzchni Ziemi p = 1,3 kg/m3, promien Ziemi R = 6400 km,
gestoéé wody po = 10% kg/m3.

Rozwiazanie na str. [I0]
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