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Oto, co mégl zobaczyé Ed. Czy Bob mégl mu

w ten sposéb przekazaé informacje o polu
wskazanym przez straznika?
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(Nie)mozliwa do rozwigzania zagadka
Izabela MANDLA*

Wyobrazmy sobie taka sytuacje: dwoch wiezniéw dostaje mozliwo$é wydostania
sie na wolno$é¢ pod warunkiem, ze uda im sie rozwiazaé¢ pewna zagadke.

(Chyba nie ma na $wiecie systemu penitencjarnego, ktéry dopuszczalby taka
ewentualno$é, ale nie psujmy opowiesci roztrzasaniem takich szczegdtow!).
Straznik, ktéry ich pilnuje, przygotowat dla nich problem logiczny, ktory na
pierwszy rzut oka mégltby sie wydawaé¢ niemozliwy do rozwiazania. A oto, co im
powiedzial:

W celi obok na stole lezy zwykla szachownica 8 na 8. Jednak na jej polach nie
lezg pionki, a monety. Na kazdym polu lezy dokladnie jedna moneta i moze

ona bycé odwrécona do gory ortem lub reszkq. Za godzine przyjde po ciebie — tu
wskazal na wieznia o imieniu Bob — zaprowadze do tej celi i wskaze ci pewne
pole na szachownicy. Nastepnie bedziesz musiat odwroci¢ dokladnie jedng monete.
Potem do celi przyprowadze FEda — tu pokazal na drugiego wieznia — 7 jego
zadaniem bedzie odgadngc, ktore pole wskazatem. Jesli mu sie to uda, obaj
wychodzicie na wolnosé.

Czy jest mozliwe, aby wiezniowie mieli pewno$é¢ wyjscia na wolno$é?
Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze nie. Oczywiscie nie bierzemy
pod uwage sytuacji, ze pierwszy wiezien powiedzial drugiemu
pélgebkiem czy tez pokazal na migi, ktore pole wskazal straznik.
Niezaleznie od powoddéw, dla ktérych wyladowali za kratkami, na
pewno nie dopudciliby sie zbrodni zepsucia dobrej zagadki, nawet
gdy stawka jest ich wolnoé¢! Zostaje tylko plansza i to, co na niej
lezy. Dobrze, ale czy da sie to wykorzystac? Czy jest jakas strategia,
na ktéra moga uméwic¢ sie wiezniowie, przy ktérej dzieki odwrdceniu
jednej monety da sie przekazaé¢ informacje o polu wskazanym przez
straznika?
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O dziwo, odpowiedz jest twierdzaca! Jest to wspaniala zagadka,
ktora zdecydowanie zastuguje na odrobine samodzielnego
zastanowienia, aby nalezycie docenié jej trudnoéé. Dlatego — by nie
zepsué zabawy Czytelnikowi Ambitnemu, ktéry sam zechciatby sie

z nia zmierzy¢ — rozwigzanie przedstawione jest dopiero na stronie [I§]
tego wydania Delty.
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Przekatna kwadratu nie jest wspélmierna z jego bokiem

*Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

Eksponat YBC 7298, Yale Babylonian
Collection (New Haven). Wigcej
informacji o tabliczce mozna znalezé tu:
https://news.yale.edu/2016/04/11/
3800-year- journey-classroom-classroom

Jarostaw GORNICKI*

W starozytnej Mezopotamii — kraju potozonym miedzy Eufratem a Tygrysem —
okoto 4000 lat temu postugiwano si¢ szesédziesiatkowym systemem pozycyjnym.
Oznacza to, ze w charakterze cyfr uzywano liczb od 0 do 59 zamiast od 0 do 9
(,podreczna” tabliczka mnozenia w tym systemie zawiera 1830 iloczynéw,

od 1 x 1 do 60 x 60). Przyjmowano wéwczas, ze dlugo$é przekatnej kwadratu
jednostkowego jest réwna

24 51 10
L=(1;245110)60 =14+ — + — + —5 = 1,414213962962.. . .
(L Joo =1+ 5+ emt o =1
To $wietny wynik, bo liczba [(1;24 51 10)60)? = (1;59 59 59 38 1 40)60 &~ 1,999998
jest bardzo bliska 2. Dlugo$¢ przekatnej kwadratu o boku a wyznaczano

ze wzoru L - a.

Dowodem na to, ze starozytni mieszkancy Mezopotamii posiadali taka wiedze,
jest babiloniska gliniana tabliczka (okolo 1700 roku p.n.e.).
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Zrédlo: A. Aaboe, Episodes from
the Early History of Mathematics,
Washington, DC, MAA, 1964

Rozwigzanie zadania M 1744.
Przypusémy, ze istnieje funkcja f

spelniajaca opisany w zadaniu warunek.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi

S(1) = f(0) =

SO A

Biorac n takie, ze f(1) — f(0) < v/n,
otrzymujemy sprzecznosc.

Bok kwadratu oznaczono liczba 30. Na jednej przekatnej napisano 1;24 51 10,
a pod nig 42;25 35, co jest wynikiem pomnozenia pierwszej liczby przez 30,
czyli stanowi dtugosé przekatnej. Przeprowadzone obliczenia budza szacunek!
A wszystko to 1200 lat przed okresem, w ktérym przypuszczalnie zyt Pitagoras.

Pod koniec V lub na poczatku IV wieku p.n.e. Pitagorejczycy pokazali, ze
przekatna kwadratu nie jest wspdélmierna z jego bokiem, czyli iloraz przekatnej
i boku nie jest liczba wymierna (pisal o tym Platon w Teajtecie i Arystoteles

w Analitykach pierwszych). Swiat dowiedzial sie o istnieniu liczb niewymiernych.
Okoto 370 roku p.n.e. Eudoksos stworzyl teorie proporcji sankcjonujaca
postugiwanie sig¢ liczbami niewymiernymi i metode wyczerpywania. Kropke

nad ,,i” postawit w XIX wieku Richard Dedekind, konczac konstrukcje zbioru
liczb rzeczywistych, ale to inna historia... Dokonania Eudoksosa opisal Euklides
w Elementach (IIT w. p.n.e.). Choé Elementy sa najdonioslejszym dzielem
naukowym $wiata, to jak dotad nie doczekaly sie kompletnego tlumaczenia na
jezyk polski (istnieja tlumaczenia wybranych ksiag).

Z Elementow Euklidesa (ksigga X) znamy uzasadnienie, ze:

Przekgtna kwadratu nie jest wspolmierna z jego bokiem.

Dowdéd. Niech AC bedzie przekatna kwadratu, a AB D ¢
jego bokiem. Zalézmy, ze AC' jest wspélmierne z AB,
niech a : b bedzie ich stosunkiem liczbowym wyrazonym
przez mozliwie najmniejsze liczby naturalne.

Mamy AC : AB = a: b. Zatem AC? : AB? = a? : b%. Ale
(z twierdzenia Pitagorasa, Elementy, 1.47) AC? =2 - AB2.
Stad a? = 2b%. Wynika z tego, ze a?, a co za tym idzie A B
réwniez a, jest parzyste; skoro za$ a : b jest wyrazone

przez mozliwie najmniejsze liczby, b jest nieparzyste.

Skoro a jest parzyste, niech a = 2c. Woweczas 4¢? = 2b%, czyli 2¢* = b?, z czego
wynika, ze b jest parzyste.

Zaltozenie, ze AC jest wspOlmierne z AB, prowadzi do wniosku, Ze ta sama
liczba b jest jednocze$nie parzysta i nieparzysta, wiec musi by¢ falszywe. O

W szczegdlnodci, diugosci przekgtnej kwadratu jednostkowego nie mozna wyrazic¢
jako proporcji miedzy dwoma liczbami naturalnymi (co oznacza, ze rozwiniecie
dziesigtne nie konczy si¢ ani nie zawiera okresu).

Godfrey H. Hardy w Apologii matematyka (1940) pisal o tym odkryciu

tak: ,(...) [jest] to proste twierdzenie — proste zaréwno w zamysle, jak

i zastosowaniu — lecz nie ma cienia watpliwosci, ze nalezy do twierdzen
najwyzszej klasy. (...) jest réwnie aktualne i istotne jak wtedy, gdy zostalo
odkryte — dwa tysiace lat nie naznaczyly [go] zadna zmarszczka”.

Pozostajac w klimacie matematyki greckiej, zastosujemy dowody poprzez
reductio ad absurdum (sprowadzenie do sprzecznosci) i przedstawimy dwa
kolejne — pelne matematycznego uroku — uzasadnienia ostatniego wniosku.

Rozumowanie 1. (Tom M. Apostol, Irrationality of The Square Root of

Two — A Geometric Proof, 2000). Zalézmy, ze dlugoéé¢ przekatnej kwadratu
jednostkowego jest liczba wymierna. Istnieja wtedy tréjkaty réwnoramienne

i prostokatne, ktérych wszystkie boki sa catkowitej dlugosci. Niech tréjkat ABC
bedzie najmniejszym tréjkatem o tych wlasnosciach.

Na przeciwprostokatnej odkladamy odcinek C'D o dlugosci odcinka C'B

i w punkcie D wystawiamy prostopadla, ktéra przecina bok AB w punkcie E.
Wowczas trojkat ADE jest mniejszym tréjkatem réwnoramiennym

i prostokatnym, ktérego wszystkie boki maja dlugosci calkowite (patrz rysunek
obok). Sprzecznos¢. Zatem dlugosé przekatnej kwadratu jednostkowego jest
liczba niewymierna! O
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Jeszcze inne uzasadnienie
niewymiernoéci v/2 mozna znalezé

w artykule Adama Baranskiego
Uogdlnienie algorytmu Euklidesa, Agl.

O metodzie Herona mozna przeczytaé

w Delcie, na przyktad w artykule Piotra
Krzyzanowskiego i Grzegorza
Fukaszewicza Przez wieki z metodq
Newtona, Agl.
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Rozwigzanie zadania M 1745.
Dzielagc obustronnie réwnosé z tresci

zadania przez a — b # 0, otrzymamy
(a —b)® =a® + ab+ b
Niech k = a — b, wéwczas
kS = k2 + 3ab = 2 + 3bk + 3b2.

Roéwnanie kwadratowe

3X% +3kX + k> — k¥ =0
ma wspoélezynniki catkowite oraz
pierwiastek calkowity b, zatem wyréznik
tego réwnania A = k2(12k — 3) jest
kwadratem liczby catkowitej. Stad
12k — 3 = (2 dla pewnej liczby
catkowitej £. Rozpatrujac uzyskane
réwnanie modulo 6, tatwo zauwazymy,
ze £ = 6m — 3 dla pewnej liczby
catkowitej m. Wobec tego

1 - 5
k= E(lZ +3) = 3m? — 3m + 1

i kolejno

—3k+ VA  —3k+kl
6 N 6 N
= (m —1)(3m* —3m + 1),

b=

a=b+ k= 'm(37r12 —3m+1)

oraz 9a — 1 = (3m — 1)3.

Wartoéé v/2 ma praktyczne zastosowanie!
Rozmiary papieru formatu A0, Al,
A2,...(normy ISO 216) zostaly tak
zaprojektowane, zeby po podzieleniu na
dwie réwne czesci wzdluz dltuzszego boku
uzyskaé¢ dwa arkusze o tych samych
proporcjach diugosci do szerokosci. Jest
to mozliwe tylko, jesli ten stosunek
wynosi v/2. Oczywiscie rzeczywiste
wymiary sa zaokraglone do pelnych
milimetréw.

Rozumowanie 2. Zalézmy, ze /2 jest liczbg wymierna. Istnieje wtedy
najmniejsza liczba naturalna k taka, ze kv/2 jest liczba naturalna. Wéwczas

kv/2 — k jest mniejszq liczba o tej wlasnosci. Sprzecznosé! O
Pozostal problem wyznaczenia przyblizonej wartosci v/2. Heron z Aleksandrii
okolo 60 roku n.e. opisal rekurencyjne postepowanie: 1 =21 xp41 = %(In + %)

dlan =1,2,..., w ktérym kazda kolejna iteracja coraz doktadniej przybliza
warto$é¢ /2, podwajajac liczbe cyfr znaczacych po przecinku:

To = 3 :1,5,

‘»—A [\l

x5 = 11 =1,4166.. .,
xy = 57T =1,4142156. . .,

408
__ 665857 __
a5 = 995857 _ 1,4142135623745. ..,
__ 886731088897 __ :
g = SSOTSLOSSSIT _ 1 4142135623730950488016896 . . . itd.

Podstawa tej idei jest pomysl, ze jesli x,, jest przeszacowaniem, a % jest
niedoszacowaniem, lub odwrotnie, to $rednia arytmetyczna tych liczb moze by¢
lepszym przyblizeniem /2 niz kazda z nich z osobna. Pokazemy, ze procedura
Herona jest zbiezna.

(1) Ciag {x,} jest ograniczony z dotu przez v/2, bo

2 2 2 2 2
9 [z, +2 22y \~ [Ty —2
%+12<2xn) 2<zmn =\, ) 2°

(2) zpyo < zpypr dlan=1,2,..., bo

1
Tnt2 = Tntl = 5 | Tnt1 +

2 2 — a2
+1
g = L <,
LTn41 2mn+1

gdyz a3y > 2.

Skoro ciag {x,} jest ograniczony z dotu i nierosnacy, to jest zbiezny. Jego
granica jest pierwiastek réwnania g = %(g + %) speliajacy nieréwnoéé g > v/2,

czyli w tym przypadku ¢ = v/2.

Zbieznosé ciagu {r,} do granicy v/2 jest kwadratowa, tzn. réznica miedzy

kolejnym przyblizeniem a granica /2 maleje jak kwadrat poprzedniej réznicy:
n _\/5 2

(3) owr = V2] = |L(on+ 2) = V3| = 202 < L P,

To wlaénie kwadratowa zbieznoéé jest odpowiedzialna za to, ze liczba cyfr
znaczacych podwaja si¢ przy kazdej iteracji.

Algorytm Herona jest skuteczny w przypadku obliczania pierwiastka
kwadratowego v/A dla dowolnego A > 0, gdzie jako pierwsze przyblizenie mozna
wybra¢ dowolna liczbe dodatnia.

Prostota, pomystowosé, pigkno i uzyteczno$¢ w jednym, uzyskana w wyniku
pracy wielu pokolen! To wszystko dzigki temu, ze matematyka przemieszcza
sie z pokolenia na pokolenie, z miejsca na miejsce i rozwija, jest ,zywym
organizmem”.

Pitagoras wywodzi swoja matematyke z Jonii, gdzie jeszcze 100 lat przed nim
Tales odkrywal pierwsze twierdzenia i dostrzegatl wielka warto$¢ dowodzenia
ich prawdziwosci. Obaj, zanim zaczna zajmowaé sie matematyka, odbywaja
podroéze do Egiptu i Mezopotamii. Od ostatniego Pitagorejczyka Archytasa

z Tarentu uczy sie jej Eudoksos oraz Platon, i w ten sposéb matematyka trafia
do Aten. Stamtad wedruje do Aleksandrii. Tam pisze swoje Elementy Euklides,
tam studiuja Archimedes i Apoloniusz, a w p6zniejszych wiekach dzialaja Heron,
Ptolemeusz, Diofantos, Pappus. Pax Romana, powstanie chrzedcijanstwa i islamu
zmieniaja Swiat. Justynian edyktem z 529 roku likwiduje Akademie¢ Platona,

a matematykéw umieszcza wsrdd ztoczynicéw i innych podobnych. Matematyka
przenosi sie do Indii (Arjabhata, Brahmagupta, Bhaskara), a p6Zniej

z powrotem do Mezopotamii i Azji Srodkowej (Muhammad al-Chwarizmi, Omar
Chajjam), i kolo sie zamyka. Spuscizne arabska przejmuje nauka europejska,
matematyka ponownie rozkwita w Europie. Wspanialy owoc pojawia si¢ w XVII
wieku, to rachunek rézniczkowy i catkowy.
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