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Rys. 1. Wielosciany foremne z dualnymi
w $rodku

Rys. 2. Siatka nadmuchanego
czworo$cianu oraz siatka do niej dualna

Wigcej o charakterystyce Eulera
przeczytaé (i zobaczy¢) mozna
w ponizszych zrédlach:

[1] Joanna Jaszunska, W — K + S = 2,
3

Al

[2] Michal Miskiewicz, O tréjkgtach na
sferze, |A2,

[3] Jan Rempala, Jeszcze raz o wzorze
Eulera, czyli zastosowanie stawdw
i grobli w stereometrii, A;G

[4] 3BluelBrown, Euler’s Formula and
Graph Duality, youtu.be/-90Uyo8NFZg

Kazde z nich zawiera dowéd wzoru Eulera
lub tez odno$nik do dowodu. Historig
tego twierdzenia omawia w obecnym
numerze na str. @ Grzegorz Lukaszewicz.

Rys. 3. Przykladowa siatka na torusie

ztozona z 6 wierzchotkéw, 12 krawedzi

i 6 czworokatnych $cian, a wiec

o charakterystyce Eulera réwnej 0. Tak
jest zreszta dla kazdej siatki na torusie

Oblicza dualnosci Michal MISKIEWICZ*

7 dualnoscia spotykamy sie juz w szkole — wiszace w wielu pracowniach
matematycznych modele bryl platonskich naturalnie lacza sie w dualne

pary. Jedli w szedcianie polaczymy érodki sasiednich $cian krawedziami, to

we wnetrzu szedcianu powstanie o$mioscian foremny (rys. 1). Gdyby$my
podobng procedure przeprowadzili dla o$miodcianu, dostaliby$my z powrotem
szescian, tylko mniejszy. W taki sam sposéb dualng pare tworza dwunastoscian
z dwudziestoscianem, jak réwniez czworoscian. ..z samym soba. Nic nie stoi

na przeszkodzie, by sprobowac tej konstrukeji dla dowolnych wielo$cianéw
wypuktych. No, prawie nic.

adanie 1.|Skonstruowaé¢ wielo$cian wypuktly, dla ktérego potaczenie srodkow
ciezkoéci sasiednich Scian krawedziami nie daje w wyniku wieloScianu.

(Rozwigzania zadan zamieszczonych w niniejszym artykule znajdujq sie na str. .

Jak widaé¢, dotychczasowa konstrukcja zawodzi w ogdlnym przypadku.
Nadmuchajmy wiec nasz wieloscian jak balon. Traci on wtedy swdéj kanciasty
ksztalt, ale na powierzchni powstalej sfery nadal widzimy krzywoliniowa

siatke S wielodcianu (rys. 2), i to na niej skupimy uwage. Na kazdej ze $cian S
wyréznijmy jeden punkt, a nastepnie polaczmy tukami wyrédznione punkty

z sasiednich Scian. Nalezy tylko zadbaé, by dany tuk przecinal jedynie krawedz
oddzielajaca te dwie $ciany oraz by tuki na siebie nie zachodzily. W ten sposéb
powstala nowa, dualna siatka S’ — jej Scianami nazwiemy obszary wyciete
poprzez wybrane przez nas tuki.

W tym przypadku rysunek jest mniej estetyczny, ale nadal mozemy
przyporzadkowaé Scianom S wierzchotki 8’ i na odwrét, bo kazda ze Scian S’
zawiera dokladnie jeden wierzchotek S. Krawedzie S i 8’ tez laczymy w pary,
patrzac na przeciecia miedzy nimi.

Dualnoéé a charakterystyka Eulera. Oznaczmy liczbe wierzchotkéw,
krawedzi i $cian siatki S odpowiednio przez Vj, Vi, Vo. Charakterystyka Eulera
tej siatki, oznaczana przez x(S), jest zdefiniowana jako naprzemienna suma

i réznica Vo — Vi + Vs,

Obliczy¢ y dla siatek wyznaczonych na sferze przez wieloéciany
foremne.

W rozwiazaniu zadania 2 moze nieznacznie pomoc dualnosé. Otoz o ile

liczba $cian dwudziestoécianu foremnego jest dobrze znana (jest ich 20), to
przy liczeniu wierzchotkéw mozna napotkaé trudnoséé. Jesli jednak mamy

w pamieci wielodcian dualny, to wiemy, ze wierzchotkéw jest 12 — tyle, co $cian
w dwunastoscianie foremnym. Z policzeniem krawedzi nie pdjdziemy jednak na
skroty; z dualnosci wynika jedynie, ze dwudziesto$cian i dwunastoscian maja ich
tyle samo.

Taka sama obserwacje mozna poczynié¢ nieco ogdlniej: jesli siatka S ma
wierzcholkéw, krawedzi i $cian odpowiednio Vy, V1, Vs, to siatka dualna S’ ma ich
odpowiednio V3, Vi, Vy. W szczegllnosci zachodzi réwnosé x(S) = x(87).

Jesli Czytelnik rozwiazal zadanie 2, to wie juz, ze w kazdym przypadku

wyszlo 2. I jest to ogdlna zasada, znana jako wzér Eulera: x(S) = 2 dla dowolnej
siatki S na sferze. Skadinad jeden z mozliwych dowodéw tego twierdzenia opiera
sie na dualno$ci — mozna sie z nim zapozna¢ w artykule Jana Rempaly lub
filmiku 3BluelBrown (szczegdly na marginesie).

Siatka na torusie moze mie¢ charakterystyke Eulera rézng od 2
(zob. rys. 3). Gdyby w tym przypadku sprébowaé powtérzyé wspomniany wyzej
dowdd, to najwyrazniej w ktéryms miejscu sie zatamuje — gdzie dokladnie?

Regularne siatki dwu- i trzywymiarowe. Od teraz skupimy sie na siatkach
ztozonych z tréjkatéw, czyli tzw. triangulacjach. Nie ogranicza to znaczaco
ogblnosci naszych rozwazan, poniewaz kazdy n-kat wypukly mozna pociaé na

n — 2 tréjkaty, a w konsekwencji kazda siatke wielokatng mozna rozdrobni¢ do
siatki tréjkatne;j.
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Rys. 4. Przyktadowe siatki: 1) sfera,
2) torus, 3) ,ksiagzka”, 4) powierzchnia
boczna walca

W literaturze fachowej obiekt otrzymany
ze sklejenia regularnej siatki trojkatnej
nazywa si¢ topologiczng rozmaitosciq
dwuwymiarowq zamknietq lub prosciej —
topologiczng powierzchniq zamknietq.
W przypadku siatki tréojwymiarowej
(zlozonej z czworo$cianéw) méwimy

o topologicznej rozmaitosci
tréjwymiarowej zamkniete;.

Moéwienie o $cianach réznego wymiaru
(0,1, 2, 3) nalezy do standardowej
terminologii w tej dziedzinie. Uprzedze
jednak Czytelnika, ze okreslenie antypody
przyjalem ad hoc, nie znalazlszy zadnego
odpowiedniego terminu w literaturze.

Rys. 5. Fragment tréojwymiarowej siatki S
(cztery czworo$ciany spotykajace sie

w jednym wierzchotku, na czarno)

i dualnej siatki S’ (czworoscian i czesci
sgsiednich wielo$cianéw, kolorem)

Na rysunku 3 pokazano, ze siatki mozna rysowa¢ na przeréznych powierzchniach,
nie tylko na sferze. Odwrécimy teraz kolejno$é: mamy zadana siatke, czyli
kolekcje trojkatéw, wraz z opisem sklejenia ich krawedzi; spéjrzmy na otrzymana
po sklejeniu powierzchnie. Dla ilustracji, na rysunku 4 widaé¢ siatki dajace

sfere i torus, jak rowniez dwie siatki opisujace mniej regularne obiekty. Przez
regularnos$é rozumiemy tu, ze po wygladzeniu kantéw otrzymujemy gtadka
powierzchnie bez brzegu; dla pelnej $cistosci przyjmiemy nastepujaca definicje:

Definicja 1. Siatke trojkatna nazwiemy regularna, jesli:

1. Kazda krawedz nalezy do dokladnie dwéch $cian siatki.

2. Kazdy wierzcholek nalezy do pewnej liczby $cian kolejno potaczonych
krawedziami (pierwsza z druga etc., a ostatnia z pierwsza).

Na podobnej zasadzie mozemy rozwazaé siatke trojwymiarowa: kolekcje
czworoscianéw wraz z przepisem sklejania ich Scian. Jesli sprébujemy wyobrazié
sobie efekt takiego sklejenia, to w wiekszoéci przypadkéw wyobraznia nas
zawiedzie, ale nie przejmujmy sie ta drobnostka. Istotniejsze jest, ze w tym
przypadku réwniez niektore siatki sa lepsze od pozostatych. Regularne
wyroézniaja sie tym, ze kazdy niewielki fragment po sklejeniu wyglada jak
trojwymiarowa przestrzen pocieta na czworosciany. Tym razem Scista definicja
jest nieco trudniejsza do sformulowania:

Uwaga: Od teraz wierzcholki (punkty), krawedzie (odcinki), Sciany
dwuwymiarowe (tréjkaty) i Sciany trojwymiarowe (czworosciany) — wszystkie
bedziemy nazywaé $cianami, odpowiednio, 0-, 1-, 2- i 3-wymiarowymi.

Definicja 2. Rozwazmy $ciane k-wymiarowa A (k =0, 1,2). Dla kazdego
czworo$cianu T zawierajacego A okreslmy antypody A w T jako te

(2 — k)-wymiarowa $ciane T, ktéra jest roztaczna z A. Innymi stowy:

w czworosScianie T antypody wierzchotka to przeciwlegta Sciana i vice versa,
natomiast antypody krawedzi to przeciwlegla krawedz.

Definicja 3. Siatke tréjwymiarowa nazwiemy regularna, jesli dla dowolnej
k-wymiarowej Sciany A (k= 0,1, 2) spelniony jest nastepujacy warunek:
antypody A we wszystkich czworo$cianach zawierajacych A ukladaja sie w siatke
sfery (2 — k)-wymiarowej. Zaleznie od wymiaru k oznacza to, ze tworza one
zwyczajng sfere (k = 0), okrag (k = 1) lub pare punktéw (k = 2).

Sformulowaé definicje 3 w sposéb analogiczny do definicji 1,
przynajmniej w przypadku, gdy A jest $ciang 1- lub 2-wymiarows.

Ten trudny wstep pojeciowy stuzyl temu, by méc sformulowaé twierdzenie

o charakterystyce Eulera regularnych siatek tréjwymiarowych. Powinno byé¢ ono
zaskakujace: o ile w dwdch wymiarach znajomosé x(S) pozwala rozpoznawaé
ksztalt powierzchni zadanej przez S (2 dla sfery, 0 dla torusa etc.), to w trzech
wymiarach nie daje nic!

Twierdzenie. Dla danej reqularnej siatki trojwymiarowej S oznaczmy przez
Vo, Vi, Va, V3 liczbe Scian odpowiedniego wymiaru. Wowczas charakterystyka Eulera
X(S) = Vo — Vi + Vo — V3 wynosi zero.

Dualno$¢ a charakterystyka raz jeszcze. Powyzsze twierdzenie zaatakujemy,
patrzac na siatke dualna. Zacznijmy od nastepujacego niescistego argumentu:

Dowdd heurystyczny. Rozwazmy siatke S’ dualng do S: kazdy czworoscian S
zadaje wierzcholek S’ i ogdlnie kazda k-wymiarowa $ciana S zadaje $ciane
(3 — k)-wymiarowa S’. Zamiast precyzyjnej definicji najlepiej zilustruje

te konstrukeje rysunek 5. Odnotujmy, ze S’ nie jest juz siatka zlozong

z czworoscianéw — dopuszcza inne wielo$ciany, a nawet inne wielokaty.

Zgodnie z konstrukeja, liczba $cian k-wymiarowych siatki 8’ (dla k =0,1,2,3)
wynosi doktadnie V3_j. Stad

X(8) =V =Vo4+ V1 = Vo = —x(8).
Jednoczesénie obie siatki, S i 8, po sklejeniu daja te samg figure. Jesli tylko
uwierzymy, ze charakterystyka jest taka sama dla kazdej mozliwej siatki
tworzacej te figure, czyli w szczegdlnosci x(S') = x(S), to poprzednia réwnosé
implikuje, ze x(S) = 0. O
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i S na przykladzie pojedynczej
3-wymiarowej $ciany AC;C2Cs:

P | s
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C1C2 AC.1Cy
C1C2C3 AC1C2C3

Definicje regularnej siatki tréjwymiarowej
z brzegiem otrzymujemy, odpowiednio
rozszerzajac definicje 3: nalezy dopuscié
mozliwosé, ze figura zlozona z antypodéw
uklada si¢ w pélsfere odpowiedniego
wymiaru (zwyczajng pélsfere, odcinek lub
punkt).

a

Rys. 7. Siatka plaszczyzny rzutowej

Rys. 8. Konstrukcja dubletu w przypadku
dwuwymiarowym. Dla dysku
otrzymujemy sfere, a dla powierzchni
bocznej walca — torus

Ten prosty argument mozna przekué¢ w solidny dowdd, opierajac sie na teorii
homologii, kohomologii i dualnosci Poincarégo. Zamiast tego postuzymy sie
jednak elementarnym kombinatorycznym rozumowaniem, w ktérym — mam
nadzieje — widaé $lady powyzszego zgrabnego pomystu.

Dowdd Twierdzenia. Oprécz oznaczenia Vy, Vi, Vo, V3 na liczbe $cian, wprowadzmy
bardziej szczegdlowe oznaczenie na pary Scian dla 0 <4 < j < 3:

N;; := liczba par $cian (A4, B) wymiardw ¢ oraz j, dla ktérych A C B.

Przykladowo, Ni3 zlicza wszystkie pary postaci (krawedZ, czworoscian
zawierajacy te krawedz). Odnotujemy teraz szereg réwnosci wiazacych te liczby:

No1=2-V; Noz =2-V
Ny = Nio N1z = Ni3
Nog — N3+ Nag =2-V3 No1 — Noz + Nog =2 -1
Teza twierdzenia wynika stad tatwo w dwoch krokach:
2- (Vo= Vi+Va—V3) = (No1 — Noz + Noz) — No1 + Naz — (Noz — Ni3 + Naz) =
= Ni3 — Ng2 = 0.

Zajmijmy sie wiec najpierw prawa kolumng. Zastanéwmy sie, jaki wkiad

w liczbe Na3 ma pojedyncza 2-wymiarowa Sciana A. Ot6z po jej kazdej stronie
jest jedna 3-wymiarowa $ciana, co razem daje dwie szukane pary (A, B) (Scisle
rzecz biorac, powolaliémy sie tu na definicje 3). Rozpatrujac wszystkie A —
ktérych jest Vo — otrzymujemy rownosé Nog = 2 - V5. Podobnie zauwazamy,

ze dla kazdej 1-wymiarowej $ciany A liczba 2- i 3-wymiarowych $cian B
zawierajacych A jest taka sama. Po zsumowaniu: Nio = Ni3.

Wreszcie, jesli ustalimy O-wymiarows $ciane A, to zgodnie z definicjg 3
antypody A we wszystkich 3-wymiarowych Scianach zawierajacych A
ukladaja sie w siatke sfery; siatke te oznaczymy przez P. Zauwazmy przy
tym, ze k-wymiarowe $ciany P odpowiadaja (k + 1)-wymiarowym $cianom S
zawierajacym A (jak na rys. 6). Stad wnioskujemy, ze wklad A w sume

No1 — Ngo + Np3 jest dokladnie charakterystyka Eulera siatki P na sferze,

a wiec wynosi 2. Sumujac po wszystkich A, otrzymujemy pozadang réwnosé
N01 - N02 + N03 =2 Vo.

Dowdéd réwnosci z lewej kolumny jest dualny (nalezy ustalié B zamiast A)
i prostszy, gdyz nie wymaga powolywania si¢ na definicje 3. Pozostawie wiec

te przyjemnosé Czytelnikowi jako O

Czy plaszczyzna rzutowa ma wnetrze? Na zakonczenie wréémy do
problemu z artykutu Z butelki Kleina i Salomon nie naleje?, A3,. Otéz
powierzchnie moga by¢ pozbawione brzegu (jak sfera, torus, butelka Kleina,
plaszczyzna rzutowa. . .) lub tez mie¢ brzeg zlozony z jednego lub wiecej okregdw
(wstega Mobiusa, powierzchnia boczna walca. . .). Podobnie moze by¢ z figurami
tréjwymiarowymi, i naturalne jest pytanie: ktore z powierzchni moga sie pojawic¢
jako brzeg figury trojwymiarowej?

W artykule Z butelki Kleina i Salomon nie naleje? wskazaliSmy konstrukcje
figur, dla ktorych brzegiem jest sfera, torus i butelka Kleina. Dla plaszczyzny
rzutowej to jednak niemozliwe!

Stwierdzenie. Plaszczyzna rzutowa, czyli powierzchnia zadana przez sklejenie
siatki z rysunku 7, nie jest brzegiem zadnej regularnej figury tréjwymiarowe;j.

Dowdéd. Przypusémy, ze taka figura M istnieje. Dowdd oprzemy na konstrukcji
tzw. dubletu: bierzemy dwie kopie M i sklejamy je wzdluz brzegu, otrzymujac
nowa tréjwymiarowa figure, juz pozbawiona brzegu (co pozwala zastosowaé
wezedniej zaprezentowane twierdzenie).

Mozemy przyjaé, ze figura M jest zadana przez regularna tréjwymiarowa
siatke S, a brzegowe Sciany tej siatki tworza dwuwymiarows siatke P
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plaszczyzny rzutowej. Rozwazamy dublet D —

siatke ztozona z dwéch kopii S, ale z dodatkowym
sklejeniem odpowiadajacych Scian P w jednej i drugiej
kopii. Otrzymalismy w ten sposéb regularng siatke
tréjwymiarowa bez brzegu, co na mocy naszego
twierdzenia pozwala wnioskowaé, ze x(D) = 0.

Ostatnim brakujacym elementem uktadanki jest
charakterystyka Eulera P. Latwo odczytaé, ze
charakterystyka siatki z rysunku 7 wynosi 3 — 6 +4 =1,
nie jest jednak oczywiste, ze bedzie tak dla dowolnej
siatki. Mozna jednak ten problem sprowadzi¢ do
przypadku sfery (ze wzgledu na trudnoéé niech bedzie
to zadanie z gwiazdka), przyjmiemy wiec za znane, ze

x(P) =L
Majac zadana siatke S7 na plaszczyznie

rzutowej, skonstruowac¢ na sferze siatke Sy o dwukrotnie
wigkszej liczbie wierzchotkéw, krawedzi i Scian.
Wywnioskowaé, ze x(S1) = 1.

Czas na podsumowanie. Liczba wierzchotkéw D

rozni sie od liczby wierzchotkéw P o liczbe parzysta,
mianowicie o dwukrotnos¢ liczby wierzchotkéw

we wnetrzu S; tak samo jest zreszta z liczba $cian
dowolnego wymiaru. W konsekwencji rowniez réznica
X(D) — x(P) jest parzysta. Otrzymana sprzeczno$é
(liczba 0 — 1 wcale nie jest parzysta!) dowodzi, ze
plaszczyzna rzutowa nie moze by¢ brzegiem. (]

Ciag dalszy? Badanie abstrakcyjnych rozmaitosci
(czyli regularnych figur) tréjwymiarowych jest
niewatpliwie wymagajacym zajeciem. Jak to jednak
bywa, matematycy poszli jeszcze dalej, i w roku 1954
francuski matematyk René Thom podal pelna
odpowiedz na pytanie: ktére rozmaitosci sa brzegami,
a ktore nie, i to w dowolnym wymiarze. Jesli Czytelnik
chciatby dowiedzie¢ sie¢ wiecej, dalsza droge polecam
zaczaé od lektury hasta Cobordism (od francuskiego
bord — brzeg) na Wikipedii. Uprzedze tylko — droga jest
dhuga!

Przygotowal Dominik BUREK

i Zadania

M 1741. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegltoboku ABC D, przy czym
XABP =2xADP oraz

xDCP =2xDAP.

Udowodnij, ze AB = PB = PC.

D C

Rozwigzanie na str. [§]

M 1742. Niech z, a, b, ¢ i d beda parami ré6znymi liczbami catkowitymi takimi,

ze

(r—a)(x—=b)(x—c)(x —d)—4=0.

Udowodnij, ze # = (a4 b+ ¢+ d).

Rozwiazanie na str. [0]

z liczb

n? 4 r—k(k+1),

M 1743. Niech n i r beda nieujemnymi liczbami catkowitymi takimi, ze zadna

dlak=1,2,...

nie jest liczba dodatnig zlozong lub réwna —1. Udowodnij, ze liczba 4n? + 4r + 1
jest pierwsza albo réwna 1 lub 9.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1069. Podczas jazdy po plaskim torze kierowca ma do pokonania dwa
zakrety, ktore zmieniaja kierunek jazdy o 90° i maja promienie r; = 170 m
oraz ro = 85 m. Kierowca jedzie z maksymalna predkoscia, przy jakiej nie
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wypada jeszcze z drogi. Tor jest waski — zakret nalezy pokonaé po tuku okregu,
a nawierzchnia na zakretach pozostaje pozioma. Jaki jest stosunek czaséw,

w jakich kierowca pokona te zakrety? Do obliczen przyjmij, ze wspotczynnik
tarcia opon o asfalt wynosi f = 0,9. Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s.
Rozwiazanie na str. [J]

F 1070. Jednym z mechanizmdéw rozpoznawania kierunku do zrédla dzwigku
jest rejestracja réznicy czasu dotarcia sygnatu do ucha lewego i prawego.
Przyjmuje sig, ze minimalna rozpoznawalna réznica czasow dla uszu czlowieka
wynosi okoto At = 10 us. Oszacuj, z jaks dokladnoscia potrafimy ustali¢ kierunek,
z jakiego dociera do nas dzwigk z odleglego zrodla, gdy stosujemy wspomniany
mechanizm? Predko$é dZzwigku wynosi ¢ = 340 m/s, a $rednica ludzkiej glowy
(odleglo$¢ miedzy uszami) wynosi d ~ 22 cm.

Rozwiazanie na str. [17]



Rewelacyjny palimpsest

Poglebione badania nad rzymska Cloaca Maxima wsréd najrozmaitszych
znalezisk przyniosty zwdj pergaminu (charta pergamena, material pisarski
produkowany ze skory zwierzecej) poczatkowo lekcewazony przez archeologéw,
ze wzgledu na to, iz zawieral do$¢ prymitywny pornograficzny tekst pod
niewymyslnym tytutem Boviana.

Mimo owego lekcewazenia wnikliwa analiza tego tekstu, przeprowadzona
zbiorowo przez mlodych uczestnikow wykopalisk, ujawnita pewne szczegdty,
ktére kazaly podejrzewaé, iz pergamin ten to palimpsest (starogreckie
raippnoTor), a pierwotny jego zapis pochodzi sprzed budowy Cloaca
(Tarkwiniusz Stary, VII w. p.n.e.), co przeczy obowiazujacej doktrynie datujacej
pierwsze uzycie pergaminu dopiero na II w. p.n.e. (Egipt, Ksiega Umarlych).

Jakby tego bylo malo, tekst zawiera matematyczne rozwazania, w tym
zaskakujace twierdzenie: V2+ V3 =m.

Mimo oczywistej tredci (1,41 + 1,73 = 3,14) prézno go szukaé w podrecznikach
i monografiach péZniejszych matematykéw. Z tekstu mozna jeszcze dowiedzieé
sie, ze autorem jest wspélczesny Talesowi Sedes z Bakelitu, lider szkoty
filozoficznej paranoikéw (nazwa ta dzi§ brzmi niestosownie), nazywajacych sie
tak, gdyz ich gtéwna doktryna to lek przed kradzieza ich osiagnie¢ przez
zawistne spoleczenstwo. Zapewne z tego powodu swoje osiagniecia skutecznie
ukrywali. Niestety i wymienione wyzej twierdzenie nie tylko zostalo skutecznie
ukryte, ale takim pozostaje jego dowdd do dzi$, gdyz dalsza czesé odkrytego
tekstu (mimo iz Sedes pisze: na szczescie mam dostatecznie duzo pergaminu,
by przedstawié wam dowdd) jest skutecznie zatarta przez wandali od Boviana.

Nie liczymy na rownie powszechne zainteresowanie przeprowadzeniem dowodu,
jak to towarzyszace dowodowi Wielkiego Twierdzenia Fermata (ktéry z kolei
mial za malo miejsca, by dowéd zamiescié¢), ale moze ktos z Czytelnikow tego
tekstu dowdd taki potrafi i zechce odtworzyé. Zgloszenia prosimy przesyltaé
do konca czerwca 2023 r. poczta tradycyjna badz elektroniczna na adres redakcji
Delty. Najciekawsze dowody nagrodzimy ksiazka Matematyka z réznych stron
widziana, a autor najbardziej klarownego dowodu (o dowodzie Andrew Wilesa
tego powiedzieé sie nie da) bedzie mégt go przedstawi¢ w calej rozciaglosci
podczas kolejnej Szkoly Matematyki Pogladowej.

Redakcja

[Odpowiedzi do artykulu

,Jak pan Marek wybieral gospodarza” ze strony 9

Rysunek do odpowiedzi nr 4

1. Nie. Przyktadowo, Ken wygrywa z Ola 7 : 6, ale to Ola ma wyzsza bliskos¢
(1/33 > 1/34).

2. Tak. Jezeli w drzewie $ciezka migdzy A i B jest postaci (A4, A’,..., B, B), to
A wygrywa z B wtedy i tylko wtedy, gdy A’ wygrywa z B’ (latwo sprawdzié, ze
wierzcholki blizej A niz B sg tez blizej A’ niz B’ i odwrotnie). Jezeli teraz A jest
blizej zwyciezcy condorcetowskiego, to stosujac powyzsza zasade wielokrotnie,
dojdziemy do tego, ze A wygrywa z B wtedy i tylko wtedy, gdy zwyciezca
condorcetowski wygrywa z jakims$ innym wierzchotkiem, co jest prawda.

3. Tak. Przyktad cyklu Condorceta pokazany na marginesie. Jasnoszare
wierzcholki sg blizej A niz B, a ciemne — blizej B niz A. Z symetrii dostajemy,
ze A wygrywa z B, B wygrywa z C i C wygrywa z A.

4. Tak. Zmieniajac krawedzie Bena i Nel, mozna uzyskaé graf przedstawiony
obok. Przyktad ten pokazuje, ze zadna z miar centralnosci zalezna jedynie

od odlegloéci nie wskaze zawsze zwyciezcy condorcetowskiego: takie centralnosci
przypisza Adzie i Nel te same wartosci w obu grafach, jednak raz jedna, a raz
druga jest zwyciezczynia condorcetowska.
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Rozwigzanie zadania M 1742.

Liczby (z —a), (x —b), (x —¢) i (z — d)
sg calkowite i ich iloczyn jest réwny 4.
Wobec tego ich wartosci bezwzgledne sa
réwne 1, 1, 1, 4 lub 1, 1, 2, 2 (w pewnej
kolejnosci). Jednakze wéréd dowolnych
trzech liczb sa dwie, ktére maja ten sam
znak, stad w pierwszym przypadku dwie
liczby bytyby réwne — oznaczaltoby to, ze
dwie liczby sposéréd a, b, ¢ i d sa réwne —
sprzecznosé.

Zatem moduly rozwazanych liczb sa
réwne 1, 1, 2, 2. Podobnie jak wyzej,
uwzgledniajac, ze a, b, ¢ i d sg parami

rézne, widzimy, ze liczby (z — a), (z — b),

(x —c¢)i(z—d)saréwne +1, -1, +2, -2
w pewnej kolejnosci. Jednakze wtedy

(z—a)+(x—b)+(x—c)+ (x —d) =
=HD+ D+ H2) +(-2) =0,
skad szybko dostajemy teze.

Leibniz i twierdzenie o wieloscianach
Grzegorz LUKASZEWICZ*

Mam nadzieje, ze potomni zyczliwie mnie osadza, nie tylko co do tych
rzeczy, ktére wyjasnilem, ale i do tych, ktére celowo pominatem, aby
pozostawié innym przyjemnos$¢ odkrywania.

Kartezjusz, Geometria

Celem tego artykutu jest przedstawienie ciekawej historii twierdzenia Eulera

o wieloscianach, nazywanego tez od pewnego czasu twierdzeniem
Kartezjusza—FEulera o wieloScianach. Wlasnie, dlaczego Kartezjusza—FEulera? I co
ma wspoélnego z tym twierdzeniem tytultowy Leibniz?

Bohaterem artykulu jest nastepujace twierdzenie o wieloécianach.

Jezeli V., E i F' oznaczajg, odpowiednio, liczbe wierzchotkow, krawedzi i Scian
danego wieloscianu, to zachodzi nastepujgca réwnosc:

F+V -FE=2

Oczywidcie nalezy dokladnie okresli¢, co rozumiemy przez wielo$cian, albowiem
rozne definicje wieloScianu prowadza do pojawienia si¢ réznego rodzaju
kontrprzyktadéw na prawdziwos$é twierdzenia, co zostalo znakomicie opisane

w glodnej pracy doktorskiej Imre Lakatosa z 1961 roku, opublikowanej nieco
pézniej pod tytutem Proofs and refutations, a w polskim tlumaczeniu jako
Dowody i refutacje [4]. Szersze omdwienie twierdzenia mozna znalezé w [6].
Zgodnie z powiedzeniem ko7, jaki jest, kazdy widzi, my pozostaniemy przy
zwyktych wyobrazeniach wieloéciandéw jako bryl wypuktych ograniczonych
plaszczyznami. Rodzina taka zawiera m.in. wszystkie bryly platonskie,

a powyzsza formuta jest dla niej prawdziwa.

Kartezjusz badat wielosciany, a rezultaty tych badan zawart

w nieopublikowanym manuskrypcie De solidorum elementis. Znajduje sie tam
twierdzenie bardzo bliskie powyzszemu twierdzeniu. Zawarto$¢ manuskryptu
dotarta do wspolczesnosci posrednio, dzieki zachowanej kopii, ktora zostala na
nowo odczytana i precyzyjnie zanalizowana dopiero w latach osiemdziesiatych
dwudziestego wieku. Historia jest nastepujaca.

Uwaza sie, ze Kartezjusz napisal De solidorum elementis najprawdopodobniej
w latach 1619-1623, a wiec w mlodosci (choé¢ podawane sa tez inne daty, 1630,
a nawet 1639); praca ta pozostala jednak w jego prywatnych zbiorach az do
$mierci. Zmarl w Sztokholmie 11 lutego 1650 roku, dokad przybyt

w pazdzierniku 1649 roku na zaproszenie krélowej Krystyny, aby stuzy¢ jej jako
osobisty nauczyciel filozofii.

W roku 1653 Pierre Chanut (1601-1662) — ambasador Francji w Szwecji

i zaufany Kartezjusza — wystal manuskrypty Kartezjusza swojemu szwagrowi,
Claude’owi Clerselierowi (1614-1684), do Paryza. Clerselier byl przyjacielem
Kartezjusza, a takze wydawca i ttumaczem jego prac. Dotarty one do niego po
niemalych perypetiach. W Rouen kufer z manuskryptami zostal przetadowany ze
statku na 16dz, ktéra miata dostarczy¢ go na miejsce. Pech chcial, ze 16dz
zatonela w Sekwanie juz prawie u celu. Papiery namakaly w wodzie przez

trzy dni. Gdy w koncu je wylowiono, zostaly roztozone i wysuszone,

a posegregowanie ich, ponowne zlozenie w calo$¢ i odczytanie wymagalo od
Clerseliera duzego nakladu pracy.

W 1672 roku w pewnej misji dyplomatycznej, a takze aby pobiera¢ dalsze nauki,
do Paryza przybyt 26-letni Leibniz. Pod opieka Christiaana Huygensa
(1629-1695) zrobil niewiarygodnie szybkie postepy w matematyce, ktére wkrétce
zaowocowaly sformutowaniem rachunku rézniczkowego i catkowego. Leibniz,
podobnie jak wielu innych, byl zafascynowany Kartezjuszem i zbieral jego
wszystkie dostepne dzieta, poszukiwal réwniez tych nieopublikowanych. Wéwczas
Huygens skierowal go do Clerseliera.
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Facsimile pierwszych stron kopii
De solidorum elementis
Sources
in the History of Mathematics and
Physical Sciences 4
P.J. FEDERICO

DESCARTES
ON POLYHEDRA

A STUDY OF THE
DE SOLIDORUM ELEMENTIS

Springer-Verlag New York Heidelberg Berlin

Oktadka ksigzki P.J. Federico

Kat brytowy OABC i katy ptaskie, AOB,
AOC, BOC, przy wierzchotku O

Ciekawy jest domniemany watek osobisty zafascynowania Leibniza pracami
Kartezjusza. Mogto tu chodzi¢ o pewna zazdrosé, gdyz obu interesowalo wiele
tych samych tematéw, a wypowiadane byly opinie, ze Leibniz w swoich pracach
z rachunku rézniczkowego i catkowego nie dodal wiele do tego, co na ten temat
napisal wczeéniej Kartezjusz. Wrazliwy Leibniz moégl mieé zatem dodatkowy
powdd, aby poszukiwaé wszystkiego, co wyszto spod piéra wielkiego Francuza.

W czerwcu 1676 roku Leibniz udal si¢ do Clerseliera, ktory pozwolit mu zrobié
odreczne kopie manuskryptéw. W dniach 1-3 czerwca Leibniz przepisal

w poépiechu te najbardziej go interesujace, w tym De solidorum elementis. Sam
oryginal tego manuskryptu zaginal jakis czas potem i nigdy nie zostal
odnaleziony. Uwaza sie jednak, ze kopia Leibniza stanowi w zasadzie cato$é
oryginalnego manuskryptu Kartezjusza, z niewielkimi tylko opuszczonymi
fragmentami.

Po $mierci Leibniza, w 1716 roku, jego zapiski trafily do archiwéw Krélewskiej
Biblioteki w Hanowerze. Kopie manuskryptu De solidorum elementis odnalaz}
tam w roku 1860 hrabia Louis-Alexandre Foucher de Careil (1826-1891) wsrdd
nieskatalogowanych papieréw Leibniza, w jakims$ zaulku, pokryta wiekowym
kurzem. Od tego czasu publikowano rézne wersje kopii Leibniza, zaréwno

w oryginalnej wersji lacinskiej, jak i w tlumaczeniu na jezyk francuski. Byly one
raczej malo zadowalajace i niedostatecznie zredagowane. Tekst byl bowiem
trudny do odczytania i, jak to kopie robione w poépiechu, zawieral skroty,
niezrozumiale uwagi, by¢ moze drobne przeklamania, mato czytelne szkice figur
geometrycznych itp., a co najwazniejsze, jego pelna matematyczna tres¢ opierata
sie zrozumieniu wydawcdéw. Nic dziwnego, gdyz oryginalny manuskrypt
Kartezjusza nie byl wersja do publikacji, a kopia Leibniza przypominata, przy
pobieznym spojrzeniu, zbiér rozmaitych niepowigzanych ze soba obserwacji

i pomysltéw. Dopiero doglebne jej przestudiowanie przez kompetentnego
matematyka moglo pozwoli¢ na wyrdznienie w niej pewnego logicznego watku.
Jednym stowem, kopia Leibniza wymagala rozszyfrowania. Tak to w wielkim
skrocie wygladalo az do naszych czasow.

W 1982 roku ukazala sie praca, w ktérej Pasquale J. Federico (1902-1982)
przedstawil wlasna wersje kopii De solidorum elementis wraz z jej przektadem
na jezyk angielski i szczegétowym komentarzem. Pieé lat p6zniej Pierre Costabel
(1912-1989) — duchowny i historyk nauki badajacy spuscizne po Kartezjuszu,
ktéry poswiecil wiele czasu na odszyfrowanie kopii Leibniza — dokonatl bardzo
wnikliwej analizy tekstu lacinskiego, nadal mu zadowalajaca forme i przelozyl na
jezyk francuski; wersje te sa oméwione w [7]. Obecnie mamy wiec dobry wglad

w to, jak rozumowal Kartezjusz.

Manuskrypt Kartezjusza zawiera wazne twierdzenia, w tym pierwszy
algebraiczny dowdd, ze moze istnie¢ co najwyzej pie¢ foremnych wielo$cianéw
wypuktych; dowdd wcezedniejszy, geometryczny, znajduje sie w ksiedze XIII
Elementéw Euklidesa (bez zalozenia wypuklosci jest ich wiecej [Zdzistaw Pogoda,
Ile jest wielo$ciandw foremnych?, Ajg]). Znajduje si¢ w nim takze rezultat,

z ktérego przytoczone na poczatku artykutu twierdzenie Eulera o wielo$cianach
moze by¢ otrzymane jako prosty wniosek. W swoim kombinatorycznym
podejsciu do wieloscianu Kartezjusz operowal pojeciem ,kata ptaskiego”

w miejsce ,krawedzi wielo$cianu”, otrzymujac formute

P =2F+2V —4,

gdzie P oznacza liczbe katéw plaskich. Poniewaz w wieloScianie liczba katéw
plaskich jest dwa razy wieksza od liczby krawedzi wieloScianu (o czym
Kartezjusz dobrze wiedzial), wiec podstawiajac P = 2F w powyzszym wzorze,
otrzymujemy natychmiast formute, ktéra Euler uzyskat w latach 1750-1751,

a w 1758 roku opublikowal w sprawozdaniach Akademii w Petersburgu pod
tytutem FElementa doctrinae solidorum. Kartezjusz nie uzywal terminu
,wieloScian”, pisal o ,bryle sztywnej”, pojeciu, ktore zawierato w sobie wazne
zalozenie o wypuktosci. Skadinad zalozenie to zostalo takze milczaco przyjete
w pracy Eulera, gdy ten pisal: ,w kazdej bryle sztywnej..."
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Rozwigzanie zadania M 1741.

D C

A B

Niech O bedzie takim punktem, ze
PO || AB, PO = AB = CD oraz PO
przecina odcinek AD. Wtedy czworokaty
ABPO oraz CDOP s réwnolegtobokami.
Niech @ bedzie takim punktem na
prostej PO, ze OQ = OA oraz punkty P
i Q leza po przeciwnych stronach
punktu O. Wtedy
AOP
x0Q4 = x04Q = 2225 =
_ XABP
T2
wiec punkty A, P, D i Q leza na jednym
okregu 2. Wobec tego
xODQ = xDOP — xDQO =
= xDCP — xDAP =
= XDAP = xDQO,
skad OD = OQ = OA, wigc O jest
$rodkiem okregu 2. Zatem
AB=0OP=0A=0D=PB=PC.

= XADP,

Suma katéw zewnetrznych jest réwna 27

Wieloécian sferyczny
F+V -E=7+10—-15=2

Réznica w sformutowaniu obu twierdzen jest niewielka. Wida¢ gotym okiem, ze
formuly Kartezjusza i Eulera sa logicznie réwnowazne. Pewne kontrowersje
zwiazane z tym, komu przyznaé pierwszenstwo odkrycia, skupiaja sie na
rozwazaniach o poziomie zrozumienia przez obu panéw glebszego, topologicznego
znaczenia wypracowanych przez nich formul, tzn. na ile zdawali sobie sprawe

z tego, co za nimi sie kryje. W matematyce, ale nie tylko, zdarza si¢ bowiem, ze
autor waznego odkrycia nie wyciaga z niego, wedlug pdzniejszych ocen,
nalezytych — bywa, ze rzeczywiscie rewolucyjnych — wnioskéw. Zauwazaja je
dopiero pdézniejsi uczeni i powstaje pytanie, komu przypisa¢ odkrycie.

W interesujacym nas przypadku opinie sa podzielone. Wielu komentatoréw
uwaza, ze Euler byl $wiadomy topologicznego znaczenia swojej formuty,
natomiast Kartezjusz nie — zatem pierwszenstwo odkrycia nalezy sie¢ Eulerowi.
Czy naprawde bylto tak, ze Kartezjusz znalazl diament, ale nie poznatl sie na jego
wartosci i odlozyl go miedzy inne zwykte kamyki, natomiast Euler zdawal sobie
sprawe z tego, co znalazl? Inna opinia jest taka, ze twierdzenie Kartezjusza
nalezy do topologii tak samo jak twierdzenie Eulera, gdyz pojecie kata ptaskiego
jest pojeciem topologicznym w tym samym stopniu co pojecie krawedzi, jednak
obaj panowie nie rozumieli w pelni topologicznej natury swoich twierdzen, nie
zdawali sobie sprawy z tego, ze pojecia wierzchotka, krawedzi i Sciany maja sens
na dowolnej powierzchni, ze krawedzie nie musza by¢ proste, a $ciany plaskie [8].
Bardziej szczegélowo opinie wybranych komentatoréw sa przedstawione w [3].

Dla Kartezjusza i Eulera rozwazane wyzej formuty byly wyrazem préb
znalezienia ,,ogélnej teorii wielo$cianéw”, w tym wlasciwych kryteriéw ich
klasyfikacji.

Rozwazana formula Kartezjusza jest kulminacja ciagu pieciu poprzedzajacych
stwierdzen, a metody jego rozumowania oparte sa na analogii z wielobokami,
a wiec obiektami dwuwymiarowymi. Tymczasem Euler postuzyl sie metoda
indukcji w zbiorze samych wieloscianéw, czyli obiektéw tréjwymiarowych

(o metodach indukcji i analogii w matematyce mozna przeczytaé w [5], gdzie
rozdzial III poswiecony jest metodzie indukcji w geometrii bryl, z formutg
Eulera jako koronnym przykladem).

Przyblizmy tu cho¢ troche metode Kartezjusza. Wspomniany ciag stwierdzen,

w ktorym Stwierdzenie 6 stanowi rozwazana formute Kartezjusza, zaczyna sie od
kluczowego Stwierdzenia 1: Suma zewnetrznych kgtow brylowych bryly jest
réwna o$miu brylowym kgtom prostym (czyli 4w ). W manuskrypcie nie ma
dowodu tego stwierdzenia. Mozemy jednak zauwazy¢, ze jest ono analogiczne do
swego dwuwymiarowego odpowiednika, stwierdzajacego, ze suma zewnetrznych
kgtow plaskich wieloboku jest réwna czterem kgtom prostym (czyli 27 ). Dowod
stwierdzenia dla wymiaru 2 jest elementarny (patrz rysunek na marginesie),

a dowdd stwierdzenia dla wymiaru 3 jest analogiczny [8].

Doniostosé Stwierdzenia 1 (nazywanego twierdzeniem Kartezjusza) zostala
zauwazona juz w roku 1860, tuz po pierwszej publikacji kopii Leibniza, takze juz
wtedy zauwazone zostaly jego relacje z twierdzeniem Gaussa—Bonneta
moéwiacym o tym, ze Catka z krzywizny Gaussa po zamknietej powierzchni
genusu 0 (deformowalnej do sfery) jest réwna 4m ([8], [Witold Sadowski,

Wz6ér Eulera i balony, Ads)).

Nalezaca dzi$ do topologii formuta F' + V — E = 2 zajmuje jedno z czolowych
miejsc w rankingach na najpiekniejsza formute matematyczna. Na przetomie
XVIIT i XIX wieku pojawity sie nowe jej dowody. W 1794 roku Adrien-Marie
Legendre podal prosty dowodd jej prawdziwosci dla wszystkich wieloécianéw,
ktére dzi$ nazywamy sferycznymi (tzn. takich, ktérych powierzchnia jest
homeomorficzna ze sfera), a w 1810 roku Louis Poinsot (1777-1859) zauwazyl,
ze do tego zbioru naleza takze niektore wieloéciany, ktore nie sa wypukle.

W 1847 roku Karl G.Ch. von Staudt (1798-1867) podal prosty czysto
topologiczny dowdd formuly i wskazal topologiczny konieczny i wystarczajacy
warunek, zapewniajacy jej prawdziwos$¢. Dalsze badania wieloScianéw
niewypuklych pokazaly, ze liczba F' 4+ V — E, zwana dzi$ charakterystyka
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Wielo$cian toroidalny
F+V -E=164+16—-32=0
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Jak pan Marek wybieral gospodarza

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Te niefortunne wybory opisali$my
w artykule ,,Jak Leo uratowal klasowe
wybory”, Agl.

L.}

Rozwigzanie zadania F 1069.

Kazdy z zakretow zostanie pokonany ze
staly predkoscig katowsa w — dla kazdego
zakretu innag. Wykonanie zakretu o kat o
wymaga czasu t = a/w. Czas bedzie
minimalny, gdy w bedzie maksymalne.
Maksymalng warto$¢ w otrzymamy,
poréwnujac sile tarcia z wartoscig sity
dosrodkowej potrzebnej do utrzymania

. . 2
ruchu po okregu o promieniu r: w*r < fg.

Otrzymujemy:
«@ T
t=— 2o,/ —.
w fa
7Z powyzszego wzoru wynika, ze stosunek
czasOw wynosi:

¢ -
2o [ =var,414,
ta )

a wiec pokonanie zakretu o wiekszym
promieniu, mimo ze pokonujemy go

z wigkszg maksymalng predkoscia, zajmie
nam wiecej czasu. Dla zaspokojenia
ciekawo$ci obliczmy, ile wynosza

czasy t1 ita: t1 = 6,9 s, ta = 4,9 s.

170 m to minimalny promien zakre¢tu, jaki
mozna pokona¢ z maksymalng predkoscia
140 km/h, dozwolong na polskich
autostradach (przy idealnych warunkach:
sucha nawierzchnia nie pokryta piaskiem,
lisémi itp.).

Oskar SKIBSKI*

Pan Marek, nauczyciel informatyki i wychowawca klasy 2B, lezal na kanapie
w kantorku przy sali informatycznej i oddawal sie swojej ulubionej rozrywce —
czytal Delte. Po tym, jak rok temu wybory na przewodniczacego klasy
doprowadzity do sporej awantury, pan Marek postanowil, ze w tym roku to on
zdecyduje, kto bedzie przewodniczacym. I wlasnie powinien to zrobié¢, jednak
strasznie mu si¢ nie chciato.

Wertowal akurat stary numer Delty i trafil na artykul o tym, jak analizujac sie¢
potaczen, mozna wskazaé kluczowego terroryste (Ait). ,Szkoda, ze moi
uczniowie nie sa terrorystami” — pomy$lal. , Uzylbym jednej z tych metod

i mialbym problem z glowy”. Ale w sumie... gdyby tak stworzy¢ sie¢ spoteczna
klasy? Wtedy mogliby$my uzy¢ jakiejs metody opisanej w artykule do wskazania
osoby, ktora jest najbardziej centralna. Ona powinna by¢ nieztym gospodarzem!

Pan Marek narysowal imiona 13 uczniéw swojej klasy na kartce

i podekscytowany popedzit do komputera, gdzie uruchomit zapis monitoringu
z ostatniego miesiaca (jak dobrze, ze jego szkola jest taka nowoczesnal). Kazda
pare uczniéw, ktorzy chociaz raz siedzieli w jednej tawce, polaczyl krawedzia.
Powstal taki graf:

Graf to profesjonalne
slowo oznaczajace ,kropki
potaczone kreskami”.
Kropki reprezentujg jakies
obiekty i nazywane sa
zwykle wierzchotkami.
Kreski, nazywane
krawedziami, wskazuja,
ktére obiekty cos laczy.

Pan Marek przejrzat metody opisane w pracy, ale okazalo sie, ze trzy
standardowe miary centralnosci (miary stopnia, bliskosci i posrednictwa)
wskazuja rézne osoby (odpowiednio Ade, Jasia i Nel)! Po wezytaniu sie w ich
opis zdecydowal sie uzy¢ miary bliskosci (closeness centrality), ktéra kazdemu
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Formalnie, dla grafu G = (V, E),
bliskoSciq wierzchotka v € V nazwiemy
wartos$é:

Cu(@) =1/, dlu,v),

gdzie d(u, v) to odleglo$é pomiegdzy
wierzchotkami u i v, czyli dlugosé
najkrétszej $ciezki, ktora zaczyna si¢ w u
i koniczy w v.

Niech Net(u,v) bedzie liczba
wierzcholkéw, ktére sa blizej

wierzcholka w niz wierzchotka v:
Net(u,v) = [{w € V : d(u, w) < d(v, w)}|.

Powiemy, ze u wygrywa z v, jezeli
zachodzi Net(u,v) > Net(v, u).

Z artykulu o metodzie Condorceta wiemy,
ze zwyciezca condorcetowski moze nie
istnie¢. Jezeli mamy parzystag liczbe
wierzchotkéw w drzewie, to rzeczywiscie
moze si¢ tak zdarzy¢. Istniejg jednak
wowczas dwa wierzchotki, ktére remisuja
ze soba i wygrywaja pojedynki

z wszystkimi innymi; mozna pokazaé, ze
maja one tez najwyzszg blisko$¢.

Przyktadowe drzewo podzielone na dwie
strony krawedziag AB. Krawedzie sa
skierowane w taki sposéb, aby prowadzity
od wierzchotlka, ktéry wygrywa do
przegranego

wierzchotkowi przypisuje odwrotno$¢ sumy odlegtosci do innych. Odlegtos¢ to
po prostu liczba krawedzi, jakg musiatby pokonaé¢ uczen, aby dojé¢ do drugiego.

Najwyzsza bliskos¢ ma Jas: ma on 3 sgsiaddéw, czyli osoby polaczone z nim
krawedzia (takiego okreslenia uzywa sie w teorii graféw i u nas tez pasuje ono
bardzo dobrze), siedem 0s6b w odleglosci 2 oraz dwie osoby w odleglosci 3. Jego
bliskos¢ to zatem 1/23, czyli jest wyzsza niz bliskosé Nel (1/24) i Ady (1/26).
Jas zostanie gospodarzem!

Zadowolony z siebie pan Marek wrécit na kanape i chwycit nowszy numer Delty,
z maja 2022 roku. Po chwili lektury (i krétkiej wycieczce do nauczyciela fizyki,
aby przetestowaé, czy ogérek rzeczywiscie Swieci) wychowawca trafil na artykul
Grzegorza Pierczynskiego ,,Jak liczyé glosy?” (A3,). W artykule opisano grupe
studentow, ktérzy wybieraja restauracje na wspélne wyjscie, oraz pare metod
wyborczych, ktére moga im w tym poméc. ,Hmmm... moze powinienem jednak
uzy¢ ktoérejs metody opisanej tutaj. Leo czyta Delte, znowu moze kwestionowaé
moj wybér”.

Nauczyciel wezytal sie wiec w metode Condorceta. Aha, dla kazdej pary musimy
obliczy¢, kto dostalby wiecej gloséw, gdyby zorganizowaé wybory, w ktérych
tylko oni by startowali. Jezeli jest kto$, kto wygrywa w takich pojedynkach
jeden na jeden z kazda inng osoba, to jest on nazywany zwyciezca
condorcetowskim i powinien zosta¢ wybrany.

Tylko jak uzy¢ tej metody w naszej sytuacji? Mozemy podejrzewad, ze kazda
osoba woli, aby to jej kolega zostal gospodarzem niz ktos, z kim sie nie przyjazni.
Jezeli zaden kolega nie zostanie wybrany, to byloby mito, gdyby przynajmniej
kolega kolegi nim zostal. I tak dalej. Przyjmiemy wiec, ze spo$réd dwéch
kandydatéw uczen wybierze tego, ktéry jest blizej do niego w grafie (jezeli
kandydaci beda réwnie daleko, to nie zaglosuje on w ogéle). Poréwnujac dwie
osoby, np. Jasia i Nel, musimy zatem obliczy¢, ile oséb jest blizej Jasia niz Nel
(jest ich 7, liczac Jasia) i ile oséb jest blizej Nel niz Jasia (jest ich 6); zwyciezca
zostaje osoba, ktora ma wiecej oséb blizej siebie, czyli Jas.

Pan Marek szybko sprawdzil, ze Jas nie tylko wygrywa z Nel, ale tez z Ada
i wszystkimi innymi osobami! Czyli Jag nie tylko ma najwyzsza blisko$é, ale
takze jest zwyciezca condorcetowskim! Ufff... ale fart. Ale czy na pewno?

Okazuje sig, ze nie. W drzewach, czyli grafach, w ktorych z kazdego wierzchotka
do kazdego innego prowadzi doktadnie jedna Sciezka, tak jest zawsze.

Twierdzenie. W drzewie zwyciezca condorcetowski ma zawsze najwyziszg
bliskosé.

Aby to zobaczy¢, rozpatrzmy najpierw dwéch sasiadéw: A 1 B. W drzewie
krawedz dzieli wszystkie osoby na dwie grupy: osoby po stronie A i osoby po
stronie B. Osoba, po ktérej stronie jest wiecej oséb, wygra: oczywiscie osoby po
stronie A zaglosuja na A, a po stronie B na B.

Popatrzmy teraz na odlegtosci obu os6b. Osoba A ma o jeden dtuzsza droge do
wszystkich oséb po stronie B. Z kolei osoba B ma o jeden dluzszg droge do
wszystkich 0séb po stronie A. A zatem jezeli poréwnamy sumy odlegtosci obu
0s6b, okaze sig, ze ich réznica jest rowna dokltadnie réznicy pomiedzy licznoscia
stron i bedzie mniejsza dla osoby, ktéra ma po swojej stronie wiecej oséb.

A skoro bedzie dla niej mniejsza, to jej blisko$¢ bedzie wyzsza!

Widzimy wigc, ze sposrod dowolnych dwéch sasiadéw ten, ktory wygrywa, ma
tez wyzsza blisko$¢! Latwo tez zauwazyé, ze tylko jeden z sasiadéw moze z nami
wygraé, czyli jezeli B ma dwdéch sgsiadéw A i C, to jesli A wygrywa z B, to B
wygrywa z C. Wynika to z tego, ze jezeli A wygrywa z B, to znaczy, ze po jego
stronie jest wigcej niz potowa wierzchotkéw i po stronie C' juz tyle by¢ nie moze.
Teraz jezeli istnieje zwyciezca condorcetowski, to oczywidcie wygrywa on ze
swoimi sgsiadami, a oni wygrywaja ze swoimi pozostalymi sasiadami, ktorzy
wygrywaja ze swoimi i tak dalej. Oznacza to, ze zwyciezca condorcetowski
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ma wyzsza bliskosé niz sasiedzi, ktérzy maja wyzszg blisko$é niz pozostali
sasiedzi 1 tak dalej. A zatem zwyciezca condorcetowski ma najwyzsza blisko$c¢!

»,Ciekawe...” — pomy$lal pan Marek. — ,,Czy tak jest jednak w dowolnym grafie?”.
Pan Marek pobiegt do komputera i zaczal przegladaé¢ nagrania z korytarzy. Dla

kazdej pary, ktéra ze sobg rozmawiata na korytarzu, dorysowal krawedz. Kiedy

poprzestawial troche wierzchotki, powstal nastepujacy, troche dziwny, graf:

»lle ta Ada gada!” — pomyélat pan Marek, po czym
szybko sprawdzil, ze dzieki swojej gadatliwosci w tym
grafie Ada wygrywa z Nel i Jasiem, a takze ze
wszystkimi pozostalymi osobami. Jest wigc zwyciezca,
a wladciwie zwyciezczynia condorcetowska. Natomiast
to Nel ma najwyzsza bliskosé. Obie metody w ogdlnych
grafach nie daja zatem tego samego wyniku!

Zastanéwmy sie, co sie zmienito. Wezmy najpierw dwie
dowolne osoby, A i B, potaczone krawedzia i niech C'
bedzie dowolnym innym wierzchotkiem. Zauwazmy, ze

odlegloéci C do A i B moga réznié¢ sie¢ maksymalnie o 1:

na przyktad gdyby najkroétsza Sciezka z C' do A byla
dhuzsza o 2 od najkrétszej sciezki z C' do B, to przeciez
mogliby$my ja zamieni¢ na Sciezke z C do B
przedtuzona o krawedZz AB — sprzeczno$é. Wszystkie
wierzcholki w grafie mozemy zatem podzieli¢ na trzy
grupy: wierzchotki réwnoodlegle od A i B, blizsze o 1
do A oraz blizsze o 1 do B. Réznica sumy odlegtosci to
teraz réznica licznosci tych dwéch ostatnich grup.

A zatem w dowolnych grafach takze jest prawda, ze
sposréd sasiadow ten, ktéry ma wiecej wierzchotkdw
blizej i wygrywa pojedynek jeden na jeden, ma wyzsza
bliskos¢.

Przyktadowy graf. Wierzchotki biate sa réwnoodlegte od A i B.
Jasnoszare wierzchotki sa blizsze o 1 do A, a ciemne — blizsze o 1

do B. Falowana linia prezentuje (pewng) najkroétsza Sciezke z C' do B
Czemu nie mozemy wiec pokazadé, ze zwyciezca
condorcetowski ma najwyzsza blisko$¢? O ile

w drzewach prawda jest, ze tylko jeden z naszych
sasiadéw moze z nami wygrywac, o tyle w dowolnych
grafach nie jest to juz prawda. Na przyklad w grafie
korytarzowych rozméw Jas przegrywa zaréwno z Ada,
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jak i Nel. Prawda jest zatem, ze Ada, zwyciezczyni
condorcetowska, ma wyzsza bliskosé niz jej sasiedzi, ale
jej sasiedzi (np. Ja$) niekoniecznie maja wyzsza blisko$é
niz ich pozostali sgsiedzi. Analogiczny argument zatem
nie dziata. Prawda jest tez, ze Nel, osoba z najwyzsza
bliskoscia, wygrywa ze wszystkimi swoimi sasiadami.
Obie osoby nie musza by¢ jednak ta sama.

»Szkoda... Ale jest na to metoda — wystarczy, ze nie
pokaze tego grafu klasie” — stwierdzil pan Marek

i szybko wymazal powiekszony graf. Ada nigdy sie nie
dowie, jak blisko byta zwyciestwa.

X Kk Kk kX

Pan Marek poczynil wiele naukowych odkry¢, ktére
pokazuja, ze analize sieci spolecznych i teorie wyboru
spolecznego laczy wiecej, niz mozna bylo podejrzewac.
Wynotowatl sobie takze na marginesie ciekawe pytania,
na ktére jeszcze nie zna odpowiedzi. Moze Ty,
Czytelniku, pomdglbys mu znalezé na nie odpowiedzi?

Czy dla dowolnych dwdch wierzcholkéw

w drzewie ten, ktéry wygrywa, ma wyzsza bliskosé¢?

Czy jezeli dwa wierzcholki w drzewie majg

rozng odlegloéé od zwyciezcy condorcetowskiego, to ten
bedacy blizej wygrywa z drugim?

Czy w grafie moze istnie¢ cykl Condorceta,

czyli sytuacja, w ktorej wierzchotek A wygrywa z B,
Bz CiC z A (czyli jest wiecej wierzchotkéw blizej A
niz B, wiecej blizej B niz C' i wiecej blizej C niz A)?
Czy zmieniajac krawedzie tylko Bena i Nel
w powyzszym powiekszonym grafie, da si¢ skonstruowac
graf, w ktorym to Nel jest zwycigzczynia
condorcetowska, ale Ada i Nel maja niezmienione zbiory
odleglosci do innych (tzn. Ada ma 9 sasiadéw, 1 osobe
w odleglosci 2 1 2 w odlegloéci 3; z kolei Nel ma

8 sasiad6w i 4 osoby w odleglosci 2)?

Odpowiedzi na stronie [5}



Jak komputer ,,kubomino” uktadat
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Komplet siatek szescianu (kubomin)

Rozwigzanie zadania M 1743.
Zalézmy, ze m = 4n? + 4r 4 1 nie jest
réwne 1 ani nie jest liczbg pierwsza.
Wéwcezas ma nieparzysty dzielnik
pierwszy p = 2k + 1 taki, ze p < /m.
Mamy zatem dwa przypadki:

1) p < vV/m. Wtedy

a2
n2+r7k(k+1): ’”/41)

jest liczbg catkowityg dodatnia podzielng
przez p, zatem z warunkéw zadania jest
ona réwna p. Zatem

nP4r—k(k+1)=p=2k+1,
czyli
nPtr—(k+1)(k+2) =
=2k4+1-2(k+1)=—1
wbrew zaltozeniu zadania.
2) p = v/m. Wtedy
An® 4 4r4+1=p* = 2k + 1)?,

skad

7L2+’r‘7(k‘71)k:2k
— sprzeczno$é z zalozeniem, o ile k # 1.
Zatem k =11

an® 4 4r+1=3%=o0.

Piotr PIKUL*

W artykule Kubomino z AS, opisalem ukladanke zlozong z kompletu siatek
szescianu. Wyznalem w nim, ze w poszukiwaniach ukltadu o minimalnym
obwodzie postuzylem sie¢ komputerem. Nadszedt moment, aby powiedzie¢ pare
stéw o technikach wykorzystanych w moim programie.

Obwdd jest tym mniejszy, im wiecej jest krawedzi wewnetrznych. Mozna wiec
probowaé tak doktadaé kolejne ksztalty, aby za kazdym razem linia styku byta
jak najdhuzsza. Oczywiscie na danym etapie moze by¢ wiele ,réwnorzednych”
mozliwosci, ktére do pewnego stopnia mozna sprawdzi¢ w osobnych przebiegach
rekurencji. (O tym, czy tak naiwny, zachlanny algorytm ma jakiekolwiek szanse
okazaé sie uzytecznym, poméwimy pézniej). Pomyslatem, ze mierzenie styku
bedzie wygodniejsze, gdy w centrum uwagi beda krawedzie, nie wierzchotki.
Doprowadzito mnie to do rozwazania kraty krawedzi.

Nazwa zapewne brzmi dziwnie. Prawdopodobnie Czytelnicy Delty zwykle
spotykali sie dotad tylko z ,krawedziami kraty”, czyli odcinkami taczacymi
sasiednie punkty kratowe (tj. punkty o catkowitych wspoélrzednych). W ogdle
wspoélrzedne catkowite kojarzymy albo z punktami, albo z kwadratowymi polami,
ktore wprawdzie maja swoje boki, ale niekoniecznie traktujemy je jako
pelnoprawne, niezalezne obiekty. Ot6z zaznaczajac srodki krawedzi kraty, tatwo
sie przekonaé, ze one réwniez tworza krate, cho¢ obrécona o 45° w stosunku do
pél czy punktéw. Ma ona takze inny punkt poczatkowy.

Oczywiscie mozna by przyjaé, ze wspotrzednymi krawedzi sa wspdirzedne ich
srodkéw, ale chyba wygodniej operowaé na liczbach catkowitych. Przyjalem, ze
wspOlrzedne [0, 0] (pisane w nawiasach kwadratowych dla odréznienia od
wspOlrzednych punktéw) odpowiadaja krawedzi (0,0)—(1,0). To jeszcze nie
determinuje catego uktadu wspélrzednych. Ogdélnie, krawedzi wychodzacej na
prawo z punktu (x,y) przypisuje wspoélrzedne [z — y, x + y]. Z kolei krawedZ
wychodzaca z (x,y) w dél otrzymuje wspélrzedne [x — y, x + y — 1]. Czytelnik
Zainteresowany moze samodzielnie wypisa¢ odpowiednie wzory dla krawedzi
wychodzacych do gory lub na lewo. Moze takze poszukaé¢ wzoréow przeliczajacych
wspOlrzedne krawedzi na wspélrzedne ich koricéw i érodkéw (te ostatnie juz nie
sa caltkowite).

Co ciekawego ma w sobie ,krata krawedzi”, czego zwyczajna nie ma?

Na przyktad ,zwyklych” punktéow kratowych raczej nie podzieliliby$my na
poziome i pionowe, co dla nowej kraty jest naturalne. Kryterium , poziomosci”
krawedzi [x,y] jest bardzo proste. Wystarczy sprawdzié, czy suma x + y jest
parzysta (lub, jak kto woli: z =y (mod 2)). Taki podzial moze sie kojarzyé

z dwubarwna szachownica i jest to skojarzenie poniekad wladciwe.

Zwréémy jeszcze uwage na przediuzenia krawedzi. Niestety, wzor na wspdlrzedne
przedtuzenia zalezy od kierunku. Krawedz pionowa [z, y] przediuzaja [x — 1,y + 1]
oraz [z + 1,y — 1]. W przypadku poziomej w obu wspdlrzednych pojawia sie ten
sam znak. W zasadzie mozna zapisa¢ uniwersalne wzory, postugujac sie reszta

z dzielenia, ale czy bedzie to az tak eleganckie? Zagadnienie przedluzania
krawedzi pokazuje réznice pomiedzy omawiang krata a zwykta szachownica.
Ot6z majac czarne pole na szachownicy, trudno posérdd jego czterech czarnych
sasiadéw naturalnie wyr6znié¢ dwéch ,przedtuzajacych”. Oczywiscie, zwazywszy
na umownosé¢ wspétrzednych kraty krawedzi, mozemy sie¢ réwnie dobrze umoéwié,
ktore pola szachownicy ,leza na przedtuzeniu danego”, niemniej jest to pewien
dodatek. Czyli krata krawedzi to troche wiecej niz szachownica.

Powréémy do problemu znalezienia kubominowej uktadanki o mozliwie
najmniejszym obwodzie. W programie kazda figure reprezentuje tak, aby
mozliwe byly dwie operacje: udostepnienie zbioru wszystkich krawedzi (takze
tych lezacych we wnetrzu figury) oraz sprawdzenie, czy podana krawedz jest
wewnetrzna (nie lezy na brzegu figury) i czy nalezy ja zaznaczyé, tzn. czy jest
brzegiem ktéregos elementu ukladanki (krawedZ lezaca na brzegu zawsze sig
zaznacza). Taki obiekt daje sie bardzo elegancko narysowaé (takze za pomoca
samych znakéw ASCII), poniewaz wystarczy odwiedzi¢ wszystkie zaznaczone
krawedzie w danym zakresie wspélrzednych i rysowaé odpowiednio skierowane
kreski. Gdy postugujemy sie¢ tylko znakami, daje to ukos$ny rysunek, ale jest
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Rysunki kubominowych uktadanek
zlozone ze znakéw ASCII

*Qczywiscie najpierw dokonujemy
sprawdzenia bez modyfikowania
utozonego ksztaltu, a wstawienia ,na

state” (m.in. zmiany krawedzi styku na
krawedzie wewnetrzne) dokonujemy po

upewnieniu sig, ze jest to mozliwe

i oplacalne.

Przyktad uktadanki (z tetromin) oraz
sum w poszczegbélnych wierzchotkach

kraty

**Nie kazda warto$¢ sumy moze wystapic,

przynajmniej jesli rozwazana ,figura”
spelnia zdroworozsadkowe zalozenia.

duzo prostsze niz korzystanie ze staroswieckich symboli przeznaczonych do
rysowania ramek. Dzigki istnieniu krawedzi jednocze$nie wewnetrznych i do
narysowania, mozna w efekcie zobaczy¢ cale rozwigzanie.

Dopasowywanie kolejnego elementu przebiega bardzo prosto. Krawedzi
wewnetrznej nie mozemy nalozy¢ na zadna inng (nie jest dozwolone takze
nalozenie zadnej krawedzi na dotychczasowa wewnetrzna), a krawedZ zewnetrzna
nalozona na zewnetrzng staje sie krawedzia wewnetrzng i jest doliczana do
»jakosci dopasowania” (im wiecej krawedzi styku, tym lepiej)*. Co warte
odnotowania, podczas dopasowywania mozna takze zweryfikowac, czy krawedz
styku jest w jednym kawalku (gdyby dopasowywana czesé stykala sie

z dotychczasowym ukladem w dwéch oddzielnych miejscach, znaczyloby to, ze
gdzie$ pomiedzy znajduje sie pusty obszar otoczony ze wszystkich stron, co jest
raczej niepozadane). Robimy to, zliczajac takie krawedzie zewnetrzne dokladanej
czesei, ktore same nie nalezac do ,starej” figury, dotykaja jej swoim koncem.
Chcemy mie¢ w sumie doktadnie dwa takie konce. No dobrze, ale jak te punkty
wygodnie namierzy¢? Nie postugujemy sie przeciez wspélrzednymi punktéw.
Otéz wystarczy sprawdzié, czy przedluzenia krawedzi naleza (niewazne, czy sa
wewnetrzne, czy nie) do ,starej” figury!

Tutaj warto wspomnie¢, ze — na ile mi wiadomo — klasyczne podejscie do
komputerowej reprezentacji poliomin jest nieco inne i opiera si¢ na macierzach.
Ksztalt opisujemy wtedy za pomoca prostokatnej tablicy liczb okreslajacych,
ktére pola naleza do figury. Rézne wartosci moga odrézniaé od siebie oddzielne
czedci w zlozonej ukladance. Przy takiej reprezentacji, umieszczajac nowy
element na danej pozycji, sprawdzamy, czy jego pola (odpowiednio przesuniete)
nie zostaly zajete wczesniej. Nie musimy porywaé sie na, badz co badz
dodatkowy, test odrézniajacy krawedzie wewnetrzne od brzegowych. Nieco mniej
naturalne okazuje sie wtedy zliczanie krawedzi styku, cho¢ oczywiscie jest
wykonalne.

Mozna stosowaé podejscie mieszane, czyli ,macierz” wyposazy¢ w interfejs
operujacy na wspolrzednych krawedzi. Pomiar styku mozna oprzec¢ o taki
interfejs, a samo wstawianie przeprowadzaé ,konwencjonalnie”. Jest to wspaniata
okazja do zabawy w przeliczanie wspdlrzednych — tym razem wspotrzedne
komérki przeliczamy na otaczajace ja krawedzie lub z powrotem. Takie podejécie
zastosowalem, implementujac algorytm znajdujacy wypelnienie danego ksztattu
kubominami (oczywiscie kubomina tatwo podmienié na inng kolekcje poliomin).
Zasada dzialania byla oparta na do$¢ intuicyjnym, silowym algorytmie (zwanym
czasem algorytmem Knutha). Algorytm ten po kolei przeglada wolne pola
obszaru i sprawdza, czy ktérys z wciaz dostepnych elementow da sie tak
umiescié, aby pokryl rozwazane pole. Gdy sie to uda, wstawiamy go

i kontynuujemy ukladanie przy pomniejszonym obszarze i zestawie cze$ci. Gdy
sie nie uda, usuwamy ostatnio dodany ksztalt i szukamy innego — moze nim by¢
takze ta sama, cho¢ inaczej potozona, czesc.

Pominmy jednak te dygresje i wroémy do zalet ,reprezentacji krawedziowej”.
Pozwala ona na jednoczesne wyznaczanie pewnych charakterystyk otrzymanych
ukladéw. Gdy rozwazymy punkty kratowe (np. prawe korice poziomych
krawedzi), kazdemu z nich mozemy przypisaé liczbe zalezna od wychodzacych

z niego czterech krawedzi. Przyktadowo naliczajmy 1 za kazda krawedz do
narysowania oraz 4 za kazda wewnetrzna. Oczywiscie jesli jedna krawedz ma
obie cechy, to nadajemy jej warto$¢ 5. W ten sposéb punkty maja przypisana
sume od 0 do 20**. Liczac, ile jest punktéw o danej sumie (ktérej uzywamy jako
indeksu zwigckszanej komérki tablicy), otrzymamy zaskakujaco wiele informacji.
Na przyklad wierzcholek figury ma przypisana liczbe 2 (jesli kat jest wypukly),
10, 11 lub 12 (dla katéw wklestych). Punkt kratowy lezacy na brzegu (niebedacy
wierzchotkiem) otrzyma warto$é 6 lub 7. Sumujac odpowiednie liczby punktéw,
otrzymamy obwdd figury (punktéw kratowych na brzegu jest tyle samo co
taczacych je, jednostkowych krawedzi).

7 podanych statystyk” mozna bez trudu wyluskaé liczbe czwoérstykow
(wspélnych wierzcholkéw 4 czedci) i tréjstykéw oraz odréznié te, ktére leza na
brzegu od tych wewnetrznych. Mozna nawet obliczy¢ pole powierzchni, choé
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w przypadku programu ukladajacego kubomino nie bylo to do niczego potrzebne
(pole jest zawsze takie samo). Niestety, przedstawione bezmyslne obliczenia nie
pozwalaja wyznaczy¢ maksymalnej dlugosci prostej krawedzi.

Czytelnika Zainteresowanego tworzeniem
algorytméw operujacych na zbiorach
krawedzi kraty musze¢ dodatkowo ostrzec
przed pewnymi subtelnosciami
zwigzanymi ze stosowaniem
geometrycznych przeksztalcen. Zwyktle
przesunigcia o wektor (ktérych przy
uktadaniu nie da si¢ uniknaé) skrywaja
niespodzianki, poniewaz jesli Az + Ay jest
nieparzyste, po przesunieciu o wektor
[Az, Ay] krawedzie pionowe przejda na
poziome, co jest dalece niewlasciwe. Na
podobne ,trudno$ci” nalezy uwazaé przy
obrotach i odbiciach symetrycznych.

obwodzie.

Teraz moze odsunmy kraty na bok i pochylmy sie nad strategia poszukiwania
ksztaltéw minimalizujacych obwéd. Wspomniatem, ze przy dopasowywaniu
czeSci mozna, wykorzystujac wielokrotne wywotania rekurencyjne, sprawdzi¢
kilka optymalnych polozen konkretnego elementu (sprawdzenie wszystkich jest
dalece nierealne; Czytelnik Zaprawiony w Szacowaniach moze zastanowi¢ sie, jak
wielka jest liczba mozliwych ukladéw). Alternatywnie, mozna wykorzystaé te
wywotania do sprawdzania réznych kolejnosci dodawania elementéw (11! to dla
komputera nie az tak duzo), a wybér pomiedzy ,réwnorzednymi” ustawieniami
danej czesci uczynié¢ losowym. Gdy testowalem oba podejscia, to wlasdnie ta
druga wersja programu znacznie czesciej ukladata z kubomin co$ o matym

Zachlanny i randomizowany algorytm poszukujacy minimalnego obwodu zdotlal

‘W poprzednim artykule o kubominie,
A§2, naszkicowatem dowéd faktu, ze

obw6d 36 jest minimalny.

wypelni¢ swoje zadanie, poniewaz znalazt uktad o obwodzie 36. Po dluzszym
czasie wyprodukowal jeszcze trzy inne tego typu rozwigzania. Niemniej tutaj

pojawiaja sie pytania teoretyczne: czy musiato mu sie to udac?

Mozna znalezé takie zestawy czeSci, ktérych obwodu nie da sie zminimalizowaé
poprzez dokladanie kazdego kolejnego elementu tak, aby osiagna¢ najdtuzszy
mozliwy styk. W przykladzie zamieszczonym na marginesie ulozenie
symetryczne daje taczna dlugosé stykéw réwna 24 (obwdd 40). Gdy jednak
zechcemy wykorzysta¢ maksymalny styk pomiedzy dwoma elementami (ma
dlugosé 7), to osiagniecie takiego rezultatu nie bedzie mozliwe. Zachgcam
Czytelnika do poszukania wtasnego przykladu — moze uda sie znalezé taki

Przyklad zestawu czedci (4 identyczne),
ktérych ,zachlanne” ukladanie nie

pozwala uzyskaé minimalnego obwodu wlasnosci?

zlozony z zaledwie 3 czedci lub taki, dla ktérego tatwiej zauwazy¢ pozadane

Moze siatki szeScianu maja jakas wlasnos¢, ktéra gwarantuje osiagalnosé

Poliomino nazywamy wypuklym, gdy
kazdy jego wiersz i kolumna sa

»W jednym kawatku”. Nie nalezy tego
myli¢ z klasycznym pojeciem wypuklosci
wystepujacym w geometrii.

minimalnego obwodu przy zachlannej strategii? W oczy rzuca sie fakt, ze
wszystkie one sa wypuklymi poliominami. Czy ma to jakis$ zwiazek ze
skutecznoscia algorytmu? Pytanie to moze byé¢ bardzo trudne, ale Nauce to nie
powinno przeszkadzad.

[Rozwigzania zadan do artykutu ,,Oblicza dualnosci” ze strony 1|

1. Rozwazmy dwa ostroshupy prawidlowe

o wierzchotkach P, @ sklejone wspdlna podstawa

A Ay A3AL A5, Jesli punkt Ay zamienimy na jaki$
pobliski punkt A} poza plaszczyzna podstawy, to

w otrzymanym wieloScianie wypuklym

A/1A2A3A4A5PQ $rodki odcinkéw AllAQ, 1421437 1431447
A4 Al nie leza w jednej plaszczyZnie. W konsekwencji
réwniez $rodki Scian taczacych te odcinki z P nie tworza
pieciokata.

2. Czworoscian: 4 — 6 +4 = 2. Szescian: 8 — 12 + 6 = 2.
Oédmio$cian: 6 — 12 + 8 = 2. Dwunastoscian:
20 — 30 + 12 = 2. Dwudziestoscian: 12 — 30 + 20 = 2.

3. Wspomniany dowdéd w ukryty sposéb korzysta

z twierdzenia Jordana, ktére moéwi rzecz nastepujaca:

w grafie na sferze dowolny cykl prosty rozcina sfere na
dwie czesci. Podobne stwierdzenie nie jest prawdziwe na
torusie.

4. k = 2: Kazda $ciana (dwuwymiarowa) nalezy do
doktadnie dwéch czworoscianéw. k = 1: Kazda krawed?z
nalezy do pewnej liczby czworoscianéw kolejno
polaczonych $cianami. (Warunek dla wierzchotka
trudno jest sformulowaé w podobny sposéb).

14

5. Kolejne rownosci otrzymujemy, ustalajac

B odpowiedniego wymiaru (1,2, 3) i odnotowujac, ze:

— kazda krawedz ma dwa konce;

— kazdy tréjkat ma tyle samo wierzchotkow co krawedzi

(czyli 3);
— charakterystyka Eulera brzegu czworoscianu to
4—-6+4=2

a nastepnie sumujac po wszystkich B.

6*. Ponizej lewy diagram przedstawia sfere S (w spos6b
nawiazujacy do zszywania poszewki na poduszke),
a prawy plaszczyzne rzutowa P. Funkcja f posyla kazdy
z punktéw S na odpowiedni punkt P przez przesuniecie
(w ten sposéb ,sklejajac” pary punktéw).

a1 ag a

bo b1 by bo—— b b

as a a
Jesli teraz na P mieliby$my dana dowolng siatke, to
biorac przeciwobrazy jej V wierzcholkow przy funkcji f,
uzyskalibyémy 2V wierzchotkéw na S; czyniac podobnie
dla krawedzi i Scian, otrzymaliby$my siatke na S

o zadanej wlasnosci.
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Czlowiek na czipie

Dlaczego leki otrzymywane dzieki nowoczesnym procedurom
biotechnologicznym sg tak drogie? Nawet jezeli udowodniono ich skuteczno$é
w zwalczaniu dotychczas nieuleczalnych i Smiertelnych choréb — ceny lekow

i terapii niejednokrotnie przekraczaja finansowe mozliwosci jednostki

i spoleczenstwa.

Szukajac odpowiedzi na takie pytania, natrafiamy na przewidziane przez prawo
procedury poprzedzajace wprowadzenie leku na rynek. Nalezy realizowaé etapy
badan sprawdzajacych dzialanie i bezpieczenstwo analitycznie opisanego
preparatu: badanie wptywu na mikroorganizmy, na hodowle komoérek i tkanek,
na wybrane zwierzeta laboratoryjne, wreszcie na kolejno wzrastajaca liczbe
pacjentow, ktorzy swiadomie wyrazili zgode na eksperymentalng terapie.
Ryzykowne terapie dopuszcza sie jedynie po wyczerpaniu dostepnych metod
laboratoryjnych. Uwaza sie, ze z 10 tysiecy badanych substancji, po przejéciu
wymaganych testéw, do badan klinicznych z udzialem ludzi trafia 5 z nich,

a zarejestrowana do leczenia zostaje jedna.

Przyjrzyjmy sie, dla przykladu, jednemu z warunkow legalizacji leku:
koniecznosci jego przetestowania na zwierzetach. W tej dziedzinie ludzkosé
przeszla dluga droge, od czaséw starozytnych. Dzis za kluczowe uznaje sie
poszukiwanie procedur o mozliwie najnizszym stopniu dokuczliwosci — warto
pamietaé, ze kazde prowadzenie zwierzecia przez doswiadczenie eliminuje jego
przydatno$¢ do jakichkolwiek kolejnych procedur. Brutalnie méwiac — zwierze
po eksperymencie jest zabijane. Lokalny przyklad na rozmiar potrzeb:

w 2019 roku w polskich laboratoriach do do$wiadczen wykorzystano

143 103 zwierzeta, w tym 74 714 myszy, 23 334 szczury, 11 469 danio
pregowanych, 6 275 kur, 1 050 swin i 1 054 kroliki. Do$wiadczenia prowadzono
rowniez na 12 kotach, 9 psach, 387 owcach i 492 karpiach. Liczby swiatowe sa
znacznie wyzsze. W przyblizeniu, dla wprowadzenia na rynek 45 nowych lekow
yzuzywa sie” 3 miliony zwierzat. Nie dziwi zatem fakt, Zze mimo stalego
$ledzenia sytuacji przez krajowe i globalne instytucje i organizacje problem
zabijania zwierzat znajduje sie na czele wymagajacych rozwiazania w przemysle
farmaceutycznym i kosmetycznym. Niestety pozytywne wyniki uzyskane

w testach na zwierzetach w badaniach klinicznych potwierdzaja sie tylko

w przypadku 10% sprawdzanych substancji.

Istnieje zatem nadal konieczno$é podejmowania badan i ustalania procedur,
ktére zmniejszylyby te zatrwazajace liczby. Wszystkie badania modelowe,
tacznie z modelami informatycznymi, nie dostarczaja danych o wplywie
substancji leczniczej na caly organizm indywidualnego cztowieka,
wspdblzaleznoscei reakcji na lek tkanek i narzadéw, znaczenia plci, wieku

i srodowiska zycia pacjenta.

W koncu 2021 roku Kongres Stanéw Zjednoczonych i Prezydent USA podjeli
odpowiednie decyzje, a nastepnie Federalna Agencja ds. Zywnoéci i Lekéw
(FDA) postanowila odstapi¢ od dotychczasowego wymogu dostarczenia wynikéw
doswiadczen na gryzoniach, psach i malpach w procesie legalizacji leku. Uwaga:
nie bedzie sie wymagaé¢ takich préb, co nie oznacza ich prawnego zakazu.

Nauka reaguje na wymagania polityczne i spoteczne. Oczywiscie takiemu czipowi daleko do ludzkiego
Szeroko donosi sie o postepach w konstrukcjach organizmu, ale stanowi on postep w poréwnaniu
urzadzen ,medialnie” nazywanych ,Czlowiek na czipie”. z badaniami dwuwymiarowymi w hodowlach

Sa to niewielkie komory przeptywowe wylozone od stacjonarnych jednego typu komérek, jednocze$nie
wewnatrz warstwami zywych komérek (ludzkich) bedac alternatywna metoda dla testow na zwierzetach.
z réznych tkanek, omywanych cieczg podtrzymujaca ich

zywotnoéé. Komérki moga pochodzié od leczonego Nie ulega watpliwosci, ze caloé¢ zagadnienia,

pacjenta. Mozna kolejno taczyé komory pokryte analizowanego z wielu stron, ma istotna, czasem
komérkami watroby, nerwowymi, nerki, serca czy ptuc, o znaczeniu decyzyjnym, ceche filozoficzng i etyczna.
analizujac obmywajaca ciecz oraz zmiany w samych Ale o tym. .. innym razem.

komorkach. Jezeli w cieczy znajduje sie badany
y,kandydat” na lek, to tworzymy dynamiczny uktad

kontroli jego dziatania na czipie.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Modele Wszechswiata dla poczatkujacych
Czesé 4: Jak dawno? Jak daleko? Szymon CHARZYNSKI*

*Katedra Metod Matematycznych Fizyki, Astronomowie regularnie zadziwiaja nas kolejnymi fascynujacymi odkryciami
gﬁ:;:vlvife’g Uniwersytetu dotyczacymi obiektéw znajdujacych sie w niewyobrazalnych odleglo$ciach od

nas, liczonych w miliardach lat $wietlnych. Niejednokrotnie spotkatem sie
z pytaniem, co tak naprawde znaczy ta odleglosé. Tego rodzaju dyskusja odbyla
sie takze w redakcji Delty przy okazji omawiania Aktualnosci do ALY napisanych
przez naszego czlowieka w LIGO-Virgo-KAGRA, Michala Bejgera. Tekst
dotyczyl detekcji sygnatu promieniowania grawitacyjnego pochodzacego ze
zrodla GW190521. Pojawila si¢ w nim informacja, ze odleglo$¢ do zrodta
sygnalu wynosi 5,3 Gpc, czyli okolo 17 miliardéw lat $wietlnych, ale zdarzenie
bedace zrédlem sygnatu nastapilo okoto 7 miliardéw lat temu. Powstaje
oczywiscie watpliwo$é, czy podane informacje nie sg sprzeczne i czy nie zostala
tu popelniona zwykla literéwka. Okazuje sie, ze redagujac teksty
popularnonaukowe, nalezy zawsze zachowaé ostrozno$é. .. poniewaz o zadnej
literowce ani sprzecznoéci nie ma tu mowy. Trzeba tylko dobrze zdefiniowaé, co
to znaczy ,,jak daleko”.

O ktoérg odleglosé chodzi? Informacje o odlegltych obiektach astronomicznych
docieraja do nas jako sygnaly promieniowania elektromagnetycznego lub
grawitacyjnego. Choé¢ umiejetnosé rejestrowania tego drugiego ludzkosé
opanowala stosunkowo niedawno, to informacje pozyskane dzigki detekcjom fal
Pierwsza detekcja fal grawitacyjnych grawitacyjnych sa bardzo istotne z punktu widzenia kosmologii. Oba te rodzaje
gi:lliz;e{zczlmigg:flka‘jhowczgg promienif)wan%a roz.chodz@ S.i(g w prézni z ta sama skoﬁcz.onad pr.(gdkoéci@, zZwang
predkosciq Swiatla i zwyczajowo oznaczana c. Dlatego rejestracje sygnatu od jego
emisji dzieli nie tylko duza odleglosé¢, ale rowniez dlugi czas. Poniewaz
Wszech$wiat sig zmienia, to jego stan w chwili detekcji jest inny, niz byl w chwili
emisji. W szczegoélnosci skala odlegtosci we Wszechswiecie ulegla zmianie —
Wszechswiat sie rozszerzyl i odlegtosci miedzy Galaktykami wzrosty.

Kiedy wiec ktos podaje odlegloéé¢ do Zrodla sygnatu, to mozemy mieé
watpliwoéci, ktéra z nastepujacych mozliwoéci ma na mysli:

.. A. odleglo$é¢ do zrodta w chwili emisji sygnatu,
. . o t " o B. droge, jaka pokonal sygnal,
R - © C. odlegtosé¢ do zrédla w chwili rejestracji sygnatu.

Odlegtosé B jest jednoznacznie powiazana z czasem, jaki uptynal od emisji —
stosunek drogi, jaka pokonal sygnal, do czasu to po prostu predkosé swiatta c.
Zauwazmy dalej, ze z punktu widzenia fotonu lecacego przez rozszerzajacy sie
Wszechswiat przestrzen puchnie zaréwno przed nim, jak i za nim. Oznacza to,
ze odleglo$é B znajdzie sie pomiedzy A i C. Czyli wymienione odlegtosci

w rozszerzajacym sie Wszech$wiecie beda uporzadkowane rosnaco od A do C
(w szczegolnoscei beda rézne). W wiekszosei przypadkéw, gdy astronomowie
moéwia o odleglosci, to podaja odleglosé C (jezeli nie jest wprost powiedziane,
ze chodzi o co$ innego).

Warto tutaj podkresli¢, ze do wyznaczenia relacji pomiedzy tymi trzema
rodzajami odlegltosci konieczne jest odwotanie si¢ do modelu matematycznego.
Model taki opisuje losy Zrédla po emisji sygnatu, ktéry odbieramy.

W przypadku sygnalow, ktére lecialy do nas miliardy lat, oznacza to obliczanie
na podstawie modelu, jak zmieni si¢ odlegto$¢ do zrédta w czasie miliardow lat,

Pewne wlasnosci takich modeli ktére uplyna po akcie emisji. To, jaki model kosmologiczny przyjmiemy jako

kosmologicznych oméwilismy »obowiazujacy” do opisu naszego Wszechéwiata, ma wiec kluczowe znaczenie.

w_poprzednich czedciach tego cyklu, L A . N .

Agsh AZs|1 AL, Dlatego warto zastanowi¢ sie nad tym, co astronomowie mierza, a co wyliczaja
z modelu.

Co mierzymy bezposrednio? Fala elektromagnetyczna lub grawitacyjna
docierajaca do naszego detektora jest opisywana przez dwa parametry:
czestotliwosé i amplitude. Obie te wielkosci mozemy mierzy¢. Zwykle sygnal jest
kombinacja fal o réznych czestotliwosciach i amplitudach. Zaleznos¢ amplitudy
od czestotliwosci nazywamy widmem sygnatu — i to jest co$, co mierzymy.
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Rozwigzanie zadania F 1070.

Gdy zrédlo jest odlegle, mozemy zatozy¢,
ze kierunki, z jakich dzwigk dociera do
kazdego z uszu, sa réwnolegle. Wowc
réznica rejestrowanych czaséw dotarcia do
uszu bedzie spelniata zwigzek:

cAt = dsin «,

« oznacza tu kat, z jakiego dociera
dzwigk. Kat o mierzymy od prostopadlej
do prostej laczacej uszy (od kierunku na
wprost przed nami). Oznacza to, ze
jesteSmy w stanie rozpoznac¢ kat

. cAt
a = arcsin —.
d
Dla przyjetych w tresci danych o ~ 0,9°.
Taka jest minimalna wartosé¢ odchylenia,
jaka jestedmy w stanie rozpoznaé
w sytuacji, kiedy stoimy (prawie)
przodem do zrédta dzwigku, czyli o ile
kierunek do zrédtla jest odchylony od
kierunku na wprost.
Rozpatrzmy z kolei przypadek, gdy
dzwigk dochodzi dokladnie z prawej lub
lewej strony (o = £90°), i jakie odchylenie
od tego kierunku jesteSmy w stanie
rozpoznaé w tej sytuacji. Dla a = £90°
réznica czaséw wynosi T = d/c ~ 650 us.
Kierunek bliski a = 90° bedziemy w stanie
rozpoznac¢, gdy réznica czaséw wynosi
T — At, czyli dla
(T — At)
3 .
Dla przyjetych danych aynaz &~ 10°, 1 jest
to dokladnos$é rozpoznania kierunku
dzwigku z lewej lub prawej strony, ktoéra
jest znacznie gorsza niz dla dzwigkéw
dochodzacych z kierunku na wprost.
Innym mechanizmem oceny kierunku jest
przesuniecie fazowe sygnaléw
docierajacych do uszu oraz poréwnanie
natezen dzwigku odbieranego przez lewe
i prawe ucho. Ale to juz temat na inne
zadanie.

Qmar = arcsin

Skré6t FLRW pochodzi od nazwisk
Friedman—Lemaitre-Robertson—Walker.

W innych modelach, w szczegdlnosci
modelach FLRW z niezerowa krzywizna,
odleglo$é jasnosciowa i wlasciwa odleglosé
w chwili detekcji nie muszg by¢ réwne.

‘W ogdlniejszych modelach lista mozliwych
definicji odlegloéci jest dtuzsza niz ta
podana w niniejszym artykule.

Jezeli dysponujemy dodatkowa wiedza na temat amplitudy lub czestotliwosci
sygnalu w chwili jego emisji, to poréwnujac te parametry ze zmierzonymi
wartosciami, mozemy obliczy¢, ile razy zmalata amplituda sygnatu lub o jaki
czynnik zmienila si¢ czestotliwosé.

W widmach promieniowania elektromagnetycznego obserwuje si¢
charakterystyczne wzory linii emisyjnych lub absorpcyjnych, ktére odpowiadaja
przejéciom pomiedzy poziomami elektronéw w atomach. Czestodci fal
emitowanych lub pochtanianych w wyniku takich przej$¢ w atomie znamy
dokladnie z doswiadczen laboratoryjnych. Widma odleglych obiektow sa
przesuniete (najczesciej w strone nizszych czestosci). To przesuniecie, czyli
roznice czestosci, jesteSmy w stanie zmierzyc¢.

Jezeli znamy mechanizm stojacy za emisja sygnatu, to czasami mozemy
dysponowaé dodatkowa wiedzg na temat amplitudy emitowanego sygnatu.

Na przyktad na podstawie obserwacji ustalono, ze wszystkie supernowe tego
typu osiagaja podobna jasno$¢ maksymalng. Porownujac te wzorcows jasnosé ze
zmierzong jasnoscia, mozemy obliczy¢, jak zmalala amplituda fali
elektromagnetycznej po drodze. Supernowe typu la sa przykladem tzw. Swiecy
standardowej, czyli obiektu, ktorego obserwacje wykorzystuje sie do wyznaczania
odlegtosci.

Przeanalizujemy teraz, jak zmienia sie amplituda i czestotliwo$é fali
rozchodzacej si¢ w rozszerzajacym sie Wszechswiecie. Przyjmiemy najprostszy

model FLRW z zerowa krzywizna, ktéry omoéwiony byl w poprzednich czesciach
w A3, A,

Zmiana amplitudy. Zacznijmy od przypadku statycznego (niezmieniajacego sie
w czasie) Wszech$wiata o zerowej krzywiznie (czyli takiego, w ktérym
obowiazuje zwykla euklidesowa geometria), w ktérym nie mamy problemu ze
zdefiniowaniem odleglosci od zrédia do odbiorcy — jest ona stala i mozemy ja
oznaczy¢ jako r. Wiadomo, ze energia fali jest proporcjonalna do kwadratu
amplitudy, i zeby znalez¢ zaleznos¢ amplitudy fali od r, mozemy skorzystaé

z zasady zachowania energii. Catkowita energia przechodzaca w jednostce czasu
przez powierzchnie otaczajacej zrédlo sfery o promieniu r musi by¢ wiec stata

i niezalezna od r. Z drugiej strony, wraz ze wzrostem r energia ta rozklada sie
na coraz wieksza powierzchnie réwna 4772, Oznacza to, ze nateZenie fali (energia
przechodzaca w jednostce czasu przez jednostke powierzchni) maleje
proporcjonalnie do 1/r%, a amplituda fali maleje jak 1/7.

W rozszerzajacym sie Wszech$wiecie réwniez obowiazuje zasada zachowania
energii. Nalezy jednak dobrze si¢ zastanowié¢, czym w tym wypadku jest
odleglos¢ r. Ma to by¢ promien sfery, na powierzchni ktorej rozktada si¢ energia
fali w chwili detekcji, czyli odleglosé typu C na naszej liscie. W tym przypadku
w chwili detekcji odlegtosé od zrédta do czota sygnatu jest taka sama we
wszystkich kierunkach i jest wtasnie odlegloscia C. Odleglos¢ wyznaczang

z zasady zachowania energii nazywa sie odleglo$cig jasno$ciowq i jest ona réwna
odlegloéci C w rozwazanym przez nas Wszechswiecie opisywanym modelem
FLRW z zerowsg krzywizna. Oznacza to, ze przyjmujac taki model Wszechswiata
w pomiarach z wykorzystaniem $wiec standardowych, wyznacza sie wlasciwa
odleglosé, jaka dzieli nas od zrédla w chwili wykonywania pomiaru (dla fal
grawitacyjnych ich odpowiednikiem sa tzw. syreny standardowe, o ktérych wiecej
piszemy na marginesie na nastepnej stronie).

Zmiana czestotliwosci. Kiedy mija nas karetka emitujaca sygnal dzwiekowy,
to wysokosé dzwieku jest wyzsza, gdy karetka sie do nas zbliza niz wtedy, gdy
si¢ od nas oddala. Jest to znany ze szkoly efekt Dopplera. Czasami przesuniecie
widm oddalajacych sie od nas galaktyk tlumaczy sie wlasnie efektem Dopplera,
nie do konica poprawnie. Taki efekt oczywiscie wystepuje, ale oprocz
standardowego efektu Dopplera wystepuje dodatkowo zmiana czestosci bedaca
skutkiem rozszerzania si¢ przestrzeni.

Zeby lepiej zrozumieé réznice miedzy tymi dwoma zjawiskami, wykonajmy
pewien eksperyment myslowy. Kiedy obserwujemy fale w jednym punkcie, to
widzimy wahania jakiej$ wielkosci (np. natezenia pola elektrycznego) woko! zera
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Rys. 1. Efekt Dopplera. Zrédto sygnatu
(np. karetka na sygnale) porusza si¢

w prawo. Srodki okregéw (sfer

w przestrzeni tréjwymiarowej)
odpowiadajacych frontom falowym
znajdujg sie w réznych punktach. Srodek
danego okrggu znajduje si¢ tam, gdzie
zrédto bylo w chwili emisji danego frontu
falowego

Rys. 2. Fronty falowe w rozszerzajacej si¢
przestrzeni. Zrédlo emituje fale o statej
dtugosci, jednak rozszerzanie sig
przestrzeni powoduje, ze odlegto$é miedzy
frontami ro$nie wraz z uplywem czasu,
czyli ro$nie réwniez wraz z odlegtoscia

od zrédla

W rzeczywistosci rézne przyczyny
przesunigcia si¢ widma spektroskopowego
moga wystepowaé jednoczes$nie. Oprécz
przesuniecia bedacego skutkiem ruchu
(efekt Dopplera) wystepuje jeszcze
przesunigcie grawitacyjne. Jest ono
zwigzane z tym, ze dlugos¢ fali
uciekajacej z glebokiej studni potencjatu
grawitacyjnego ro$nie. Mierzac samo
przesuniecie widma, nie jesteSmy w stanie
dokladnie okresli¢, jaki wktad do
calkowitego przesunigcia maja te trzy
czynniki. Istnieja jednak metody
pozwalajace na odfiltrowanie
interesujgcego nas czynnika zwigzanego
z rozszerzaniem Wszech$wiata. Wktad od
predkosci wlasnych galaktyk mozna na
przyklad wyeliminowad, obserwujac wiele
galaktyk w danym obszarze i mierzac
$rednie przesuniecie, przy zalozeniu, ze
predkosci wlasne sg z grubsza losowe.

od pewnej minimalnej wartosci do maksymalnej. Gdyby$my zatrzymali czas

i zaznaczyli w przestrzeni powierzchnie zlozone z tych punktow, w ktorych
akurat jest maksimum, to na przyktad dla zrédla punktowego otrzymaliby$my
rodzine koncentrycznych sfer. Jezeli pozwolimy, aby czas znowu ptynal, to
zobaczymy, Ze te sfery puchna, podobnie jak kregi na powierzchni wody
rozchodzace sie wokot miejsca, gdzie wrzucimy kamien. Takie powierzchnie
nazywamy frontamsi falowymi albo powierzchniami stalej fazy. Odleglosé miedzy
dwoma kolejnymi frontami to dlugos¢ fali.

W efekcie Dopplera, kiedy karetka jedzie na sygnale, kolejne fronty rozchodza sie
koncentrycznie z réznych punktéw, dlatego przed karetka fronty ulozone sa
gesciej, a za nig rzadziej (rys. 1). Czyli dlugosé fali z przodu karetki jest
mniejsza, a z tylu wieksza. Czestotliwoéci sa odwrotnie proporcjonalne do
dlugoséci fali, wiec z przodu rejestrujemy wieksza czestotliwosé niz z tytu.

A jak rozchodza sie fronty falowe w rozszerzajacym sie Wszechswiecie?
Wyobrazmy sobie, ze obserwujemy fronty falowe wzdluz jednej linii. Kolejne
fronty sa jak mréwki wedrujace po rozciagajacej sig nici (opisane w Al,). Zrédlo
fali wysyla je w jednakowych odstepach czasu, a mréwki ida wszystkie z ta sama
predkoscia. Jednak ni¢ pomiedzy mréwkami rozciaga sie, wigc odleglosci
pomiedzy nimi rosna. Dzieje si¢ tak rownocze$nie we wszystkich kierunkach
(rys. 2). Odleglo$é miedzy frontami, czyli dlugosé fali, rosnie, a zatem
czestotliwo$é maleje, symetrycznie, tak samo we wszystkich kierunkach — inaczej
niz dla efektu Dopplera, gdzie mieliémy zageszczenie frontéow falowych z jednej
strony i rozrzedzenie z drugiej. W rozszerzajacym sie Wszech$wiecie dlugosé fali
roé$nie w miare oddalania si¢ od Zrédla, a zmiana dlugosci fali jest $cisle
zwiazana z czynnikiem skali a(t) opisywanym w poprzednich czedciach tego
cyklu.

z jak redshift. Poniewaz widma spektroskopowe galaktyk sa najczesciej
przesuniete w kierunku wiekszych dlugosci fali, a w widzialnej dla oka czesci
widma kolor czerwony odpowiada najwiekszej widzialnej dlugosci fali, to
zjawisko to nazywa sie przesunieciem ku czerwieni lub zapozyczonym z jezyka
angielskiego redshiftem (bo krécej). Parametr, ktéry opisuje to przesuniecie, to
z = AN/, gdzie A\, oznacza emitowana przez zrédlo dlugosé fali,

a Al = X\, — \¢ jest r6znica miedzy obserwowana a emitowang dlugoécia fali.
Zalezmo$é z = AX/A. mozna zapisaé w réwnowaznej postaci 1+ z = A\, /Ae.

W modelach FLRW (czyli réwniez w ,,obowiazujacym” obecnie modelu A-CDM)
stosunek dlugosci fali jest po prostu réwny stosunkowi czynnikow skali:

() 2o _ alfo)
Ae  alte)’
gdzie t. oznacza czas kosmologiczny, w ktérym nastgpita emisja, a t, oznacza
chwile obserwacji sygnatu. Jest to efekt, ktéry mozna przynajmniej intuicyjnie
prosto uzasadnié. Skoro czynnik skali a(¢) méwi nam, jak zmieniaja sie
odleglosci w czasie, to nie dziwne, ze takie samo skalowanie dotyczy odleglosci
miedzy frontami falowymi, czyli dlugoéci fali. Dokladnie tak samo opisalibySmy
rosnaca odleglo$¢ pomiedzy dwiema mréwkami poruszajacymi sie z tg sama
predkoscia po rozciagajacej si¢ nici. Mimo ze ich predkosci sa rowne, to
odleglo$é miedzy mréwkami ro$nie proporcjonalnie do czynnika skali a(t)
opisujacego rozciaganie nici. Oczywiscie zmiana diugosci fali dotyczy tak samo
fal elektromagnetycznych, jak i grawitacyjnych.

Co wyliczamy z modelu? W sytuacji, kiedy wiadomo, jak powinno wygladaé¢
widmo promieniowania dalekiego obiektu, poréwnanie go z widmem
obserwowanym pozwala wyznaczy¢ warto$é redshiftu z. Te wielkos¢ mierzy sie
wiec bezposrednio w zdecydowanej wiekszosci obserwacji astronomicznych —
dlatego astronomowie zwykle postuguja sie wlasnie wartoscig redshiftu zamiast
odlegloscia, ktérej najczeséciej nie mierza bezposrednio. Dopiero na podstawie
zmierzonej wartosci z i zaleznosci stwierdzamy, ze od chwili emisji
Wszechswiat rozszerzyl sie tak, ze érednio wszystkie odlegltosci zwickszyly sie
1+ z razy. W tym stwierdzeniu zawiera si¢ juz zalozenie, ze Wszech$wiat
opisujemy modelem FLRW. Dalej wybieramy konkretny model, np. A-CDM,
charakteryzowany wartosciami parametréw Hy, ,,,, Q4 itp. (patrz poprzednia
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W przypadku obserwacji promieniowania
elektromagnetycznego na ogét redshift z
mierzy si¢ bezposrednio, a odlegto$é¢ do
zrédla wyznacza bardziej posrednimi
metodami. W przypadku obserwacji fal
grawitacyjnych moze by¢é doktadnie na
odwrét. Jak pisal Michal Bejger w A?Q,
proces zlewania si¢ uktadu podwdjnego
czarnych dziur (lub gwiazd neutronowych)
produkuje sygnat o znanej mocy. Poprzez
analogi¢ do swiec standardowych

w przypadku fal grawitacyjnych moéwi si¢
o syrenach standardowych. Poréwnujac
mierzong w detektorze amplitude sygnatu
z ta, jaka emituje Zzrédto, mozemy
obliczy¢ odleglosé. Odleglosé wyznaczana
na podstawie zmiany amplitudy fali to
odleglo$é¢ jasnosciowa, czyli w naszym
prostym modelu odpowiadajaca odlegtosci
typu 3 na liScie. Natomiast redshift z
sygnalu grawitacyjnego wyznacza si¢
metodami posrednimi.

Dlatego bardzo pozadane sa zdarzenia,
kiedy z tego samego Zrédla rejestrowane
sg jednoczesnie sygnaly grawitacyjne

i elektromagnetyczne, czego przykladem
jest GW170817 opisany w Aktualnosciach
w Ag Sygnal elektromagnetyczny
pozwala wyznaczy¢ redshift, a sygnat
grawitacyjny odleglosé. Niestety takie
obserwacje sa bardzo rzadkie.

Szacuje sig, ze dla mikrofalowego
promieniowania tta warto$é¢ redshiftu z
jest rzedu 1100. Obliczono, ze
temperatura Wszechswiata, w ktorej
nastgpilta rekombinacja, czyli kiedy
protony potaczyly si¢ z elektronami,
tworzac atomy wodoru, wynosita

okoto 3000 K. Promieniowanie tta, ktére
wtedy zostalo wyemitowane, obserwujemy
teraz jako promieniowanie termiczne ciata
o temperaturze 2,725 K. Widmo
promieniowania termicznego ma
maksimum dla pewnej dtugosci fali, ktéra
jest odwrotnie proporcjonalna do
temperatury (prawo Wiena). Stosunek
tych temperatur, obliczonej 3000 K

i zmierzonej 2,725 K, méwi nam wigc, ile
razy wzrosta dlugo$¢ fali odpowiadajaca
maksimum widma promieniowania
termicznego. Stad wiemy, ze z ~ 1100 dla
promieniowania tla, bo wlasnie o taki
czynnik wzroslty dlugosci fali w jego
widmie. Zostalo wiec ono wyemitowane,
kiedy czynnik skali byt 1100 razy
mniejszy niz teraz, a zatem gestos$é
Wszech$wiata byta wtedy okoto 10° razy
wiegksza. Fakt, ze obserwujemy to
promieniowanie, stanowi bezposredni,
obserwacyjny dowdéd, ze Wszechswiat byt
kiedys$ bardzo gesty i goracy.

O wyznaczaniu odleglo$ci kosmicznych
pisal Tomasz Kwast w Ag, a o redshifcie
pisata Anna Durkalec w A‘llg.
Czytelnikom glodnym bardziej
szczegblowego objasnienia pozornych
paradokséw kosmologicznych polecam
artykul Tamary M. Davis

i Charlesa H. Lineweavera Ezpanding
Confusion: common misconceptions of
cosmological horizons and the
superluminal expansion of the Universe
arxiv.org/abs/astro-ph/0310808.

cze$é, A3,). W ramach tego modelu obliczamy odlegto$é do danego obiektu
(zwykle podaje sie odleglosé C z naszej listy) oraz kiedy sygnal zostal
wyemitowany.

Parametry modeli oczywiscie nie sa brane z powietrza — wyznacza si¢ je na
podstawie obserwacji. Kluczowe znaczenie maja tutaj wspomniane juz $wiece
standardowe (dla promieniowania elektromagnetycznego) i syreny standardowe
(dla promieniowania grawitacyjnego). Ich obserwacje pozwalaja wyznaczaé
jednoczesnie redshift i odleglos¢ jasnosciowa do danego obiektu.

Wszystko sie zgadza. Rozwazmy wiec na zakonczenie inny przykltad —
pozornie sprzeczny ze ,,zdrowym rozsadkiem” — niz ten przytoczony na poczatku.
Galaktyka GN-z11 pojawiala si¢ juz kilka razy na tamach Delty (A%s, A2, AlL).
Do niedawna byla to galaktyka o najwickszej zmierzonej wartosci przesuniecia
ku czerwieni z = 11 (pierwszenstwo oddala innej galaktyce, o ktérej piszemy

w Prosto z nieba). Taka warto$¢ z jest wynikiem pomiaru. W artykule Francesco
Pistisa (A33) mozemy przeczytaé, ze odlegtosé do GN-z11 wynosi okoto 32,2 mld
lat $wietlnych. Jest to odlegtosé C na naszej liScie obliczona w ramach modelu
A-CDM. Przeczytamy tez, ze emisja nastapila 13,4 mld lat temu (to czas tylko
400 mln lat krétszy niz szacowany obecnie wiek Wszechswiata). Oznacza to, ze
odleglosé B to 13,4 mld lat $wietlnych (to réwniez wylicza sie z modelu). Skoro
wiemy, ze z = 11, to mozemy juz tatwo sami obliczy¢ odlegtosé A. Wystarczy
32,2 mld podzieli¢ przez z + 1, bo taki jest stosunek wspoélczynnikéw skali

w chwilach emisji i obserwacji sygnatu. Odlegloéé¢ A wynosi wiec 2,7 mld lat
Swietlnych. Tak wiec rzeczywidcie wszystko si¢ zgadza: w chwili emisji od GN-z11
do miejsca, w ktérym sie znajdujemy, bylo 2,7 mld lat Swietlnych. W czasie,
kiedy sygnal przemierzal przestrzen, Wszechéwiat spucht okoto 12 razy

i odleglosé ta urosta do 32,2 mld, ale odleglosé, jaka przebylo swiatto, wyniosta
13,4 mld lat $wietlnych (czyli co$ pomiedzy 2,7 i 32,2). Dlugosé fali swiatla
rowniez zwiekszyta sie dwunastokrotnie. GN-z11 oddala si¢ aktualnie od nas

z predkoscia znacznie przekraczajaca predko$é swiatla. Znacznie, to znaczy co
najmniej dwa razy wieksza. Ze nie stoi to w sprzecznoéci z OTW, wyjasniatem
w poprzednich czesciach tego cyklu.

Nikogo nie powinno juz dziwi¢, ze wszystkie zgodne z obecnymi obserwacjami
modele kosmologiczne przewiduja, ze odlegtosci do obiektéw o redshifcie z
powyzej okoto 1,5 rosna w tempie szybszym niz predko$é¢ swiatta. Na podstawie
modeli wylicza sie rowniez promien i wiek Wszechswiata. Obecnie szacuje sie, ze
promieri (odleglo$é C na naszej liScie) obserwowalnego Wszech§wiata wynosi
okoto 46 mld lat $wietlnych, natomiast wiek szacowany jest na 13,8 mld lat.
Piszacy te stowa jednak przypomina sobie jak przez mgle, ze w szkole uczyt sie
o 15 mld lat, ale to bylo w zamierzchtych czasach, przed odkryciem
przyspieszenia ekspansji. Warto pamigtaé, ze tego typu wyliczenia zaleza od
przyjetego modelu i w miare powiekszania sie naszej wiedzy o Kosmosie pewne
oszacowania moga podlega¢ drobnym modyfikacjom.

Podsumowanie. Wszech$wiat, w ktérym zyjemy, rozszerza sie — od czasu,
kiedy wyemitowane zostalo mikrofalowe promieniowanie tta, spuchil juz okoto
1100 razy. Obserwujemy galaktyki, ktérych promieniowanie zostato
,rozciagniete” z + 1 razy, gdzie z jest rzedu kilku, a nawet kilkunastu

(z = 11 zostalo juz przebite dzieki obserwacjom JWST, o czym piszemy

w Prosto z nieba). Aby poprawnie opisaé i zinterpretowaé obserwacje
astronomiczne, musimy mie¢ model rozszerzajacego si¢ Wszechswiata.
Najczesciej stosowany obecnie model A-CDM opiera si¢ na wielu
upraszczajacych zatozeniach. Zaklada, ze w odpowiednio duzej skali Wszechswiat
jest jednorodny i izotropowy. Pozwala to wprowadzi¢ jeden uniwersalny czas
kosmologiczny dla calego Wszechswiata. O przestrzeniach odpowiadajacych
ustalonym chwilom tego kosmologicznego czasu zakltada sie, ze maja zerowa
krzywizne, czyli obowiazuje w nich zwykla geometria euklidesowa. Na ile stuszne
jest przyjmowanie tych wszystkich upraszczajacych zalozen, mamy nadzieje
dowiedzie¢ sie z przyszlych coraz doktadniejszych obserwacji. By¢ moze kiedys
bedziemy musieli uzywaé¢ bardziej skomplikowanych modeli. Na razie jednak
nasz sposéb modelowania Wszech§wiata ma bardzo wiele wspélnego

z modelowaniem mréwek chodzacych po rozciagajacej sie nici.
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https://www.deltami.edu.pl/2023a/03/2023-03-delta-art-06-charzynski.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/kosmologia/2019/02/27/Pomiary_ekspansji_Wszechswiata/
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https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/2020/03/28/dawno-dawno-temu-w-odleglej-galaktyce/
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 859, 860

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

859. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe stéw dhugoéci n,
tworzonych z symboli A, B i majacych nastepujaca wlasnosé: w kazdym

spéjnym odcinku slowa liczba wystapienn symbolu A rézni sie od liczby
wystapien symbolu B co najwyzej o 2.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢
na naszej stronie: deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
744 (WT = 2,7), 745 (WT = 3,85)

z numeru 10/2022

Pawetl Perkowski Ozaréw Maz.4-38,33  Przypominamy tresé zadan:

Jan Zambrzycki Bialystok 3-36,74
Jacek Konieczny Poznan 33,42
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-33,14

860. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

faf(y) =zf(y) +yf(x)
Zadanie 860 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.

dla z,y € R.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2022

851. Marcin urzadza spotkanie towarzyskie. Zamierza zaprosi¢ 50 gosci z szerokiego grona osoéb,
w ktérym niektorzy znaja sie wzajemnie, inni nie. Marcin uwaza tréjke ludzi za atrakcyjna

towarzysko, gdy jest w niej jakas para znajomych, a takze jaka$ para nieznajomych. Ma cheé, by ten

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
845 (WT = 2,41) i 846 (WT = 1,17)
z numeru 9/2022

zrealizowac?

50

,warunek atrakcyjnosci” spelniato co najmniej 75% sposréd wszystkich (3) tréojek gosci. Jaka jest

najmniejsza liczba par znajomych (w owej pieédziesigtce), przy ktorej to nietypowe zyczenie daje sie

852. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczba rzeczywista a, przy czym a # n — 1. Niech

Stanistaw Bednarek FL&dz 43,77 Z1,...,2n beda zespolonymi pierwiastkami wielomianu 2z — nz + a. Wykazaé, ze
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,81 1 1
Mikotaj Pater Opole 41,88 T T
Krzysztof Zygan Lublin 41,84 . . ’
Pawet Najman Krakéw 39,93 851. To oczywiscie graf prosty o wierzchotkach 1,...,n (tu n = 50). Gdy
Janusz Olszewski — Warszawa 38,46, wierzchotka ¢ wychodzi k; krawedzi (i = 1,...,n), laczna liczba krawedzi
Marcin Kasperski Warszawa 37,65 . 1
Norbert Porwol Essen 37,50 wynosi ¢ = 5y ky; stad:
Adam Woryna Ruda SI. 36,14 n n
Radostaw Kujawa Wroctaw 35,83 2 1 2 4 2
1) Sk (k) =
Wielkie zageszczenie tuz przed linig mety! i—1 n i—1 n

($rednia kwadratowa i arytmetyczna).

Przedmiotem dociekan sa tréjki wierzchotkéw,

w ktorych dokladnie jedna para jest potaczona
krawedzig lub sg dokladnie dwie takie pary. Niech ¢
bedzie liczba trdjek o tej wlasnosci. Zadanie Marcina to
wyznaczenie najmniejszej mozliwej wartosci ¢ przy
ograniczeniu:

> =30

Kazda taka tréjka (nieuporzadkowana) wyznacza
dokladnie dwie uporzadkowane tréjki numerkéw (i, j, k)
takie, ze ij jest krawedzia grafu, za$ ik nie jest

(to kluczowe spostrzezenie). I na odwrét: kazda
uporzadkowana tréjka (i, j, k) o tych wlasnosciach jest —
po odrzuceniu uporzadkowania — jedna z ,trojek
Marcina”. Dla ustalonego ¢ liczba uporzadkowanych

par (4, k), pasujacych do tego schematu, wynosi

ki(n — 1 — k;). To pozwala na zliczenie wszystkich
takich (nieuporzadkowanych) tréjek:

1 & I,
(3) t=§E_lki(n—l—ki):(n—l)q—§E_lki.
Zestawienie zaleznosci (3), (1), (2) daje nier6wnosé:
2 3/n
I 1)
(n—1g——a">7(,

Stad:
n(n—1) n?(n—1)(n—2)
4 2 -
@) g 54 16
Pierwiastkami tego tréjmianu kwadratowego sa liczby
%(n—14+/n—1). Zatem speienie warunku (2)
(wiec i (4)) pociaga dolne oszacowanie:

(5) qZ%(n—l—\/n—l).

< 0.
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Uzyskanie réwnosci w (5) wymaga, by zachodzila
réwnosé w relacji (1), co ma miejsce, gdy k1 = ... = k.
Dla n = 50 oszacowanie (5) przybiera postaé g > 525

i staje si¢ réwnoscia, gdy wspolna warto$¢ stopni k;
wynosi 2¢min/50 = 21. Tylko czy taki graf istnieje?

Przykladowa realizacja: w grafie o wierzcholkach
1,...,50 przyjmijmy, ze:

1,7 <28 .

lub [ > 28]

i # j (mod 4)] o
Tu kazdy wierzchotek o numerze < 28 laczy sie
z pozostalymi 27 wierzchotkami o numerach < 28,
z wyjatkiem szesciu; zas wierzchotki o numerach > 28
tworza klike licznosci 22. Tak wigc kazdy wierzchotek
ma stopieri 21 (i ¢ = 1 -50-21 = 525).

17 jest krawedzia <= [

852. Oznaczmy: w; =1/(z; —1) dlaj=1,...,n.
Poniewaz a # n — 1, liczba 1 nie jest pierwiastkiem
wielomianu P, (z) = 2" — nz + a, dzigki czemu liczby w;
sg dobrze okreslone; nalezy wykazac, ze ich suma jest
réwna zeru. Skoro z; = (w; + 1)/wj, liczby wy, ..., w,
spelniaja réwnanie P, ((w + 1)/w) = 0, czyli

(po pomnozeniu przez w™) — réwnanie:

Qn(w) = (w+1)" —n(w+ Dw" ! + aw™ = 0.

Q.. jest wielomianem stopnia n, bowiem wspoétczynnik
przy w"™ wynosi 1 — n 4+ a # 0. Liczby w1, ..., w, sa
wszystkimi jego pierwiastkami. Ich suma, pomnozona
przez (1 —n+ a), jest réwna wspdlczynnikowi

przy w" ! (w wielomianie Q,,); ten za$ wspoétczynik jest
rowny zeru, co dowodzi tezy zadania.
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Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 756, 757

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

L

L

756. Komora Wilsona znajduje si¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
1 B =102 T. Czastka naladowana wpada do tej komory z predkoscia prostopadla do
linii pola B. Stosunek tadunku do masy czastki wynosi a = ¢/m = 10% C/kg. Po

obrocie wektora predkosci o kat m/2 wzgledna zmiana promienia krzywizny toru

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2023

czastki wynosi € = 5%. W tym momencie pole magnetyczne zostaje wylaczone

i czastka do chwili zatrzymania przebywa jeszcze droge L = 30 cm. Sila oporu
y  Ppodczas ruchu czastki ma warto$¢ proporcjonalng do jej predkoéci. Znalezé
predkosé, z jaka czastka wpadla do komory.

Rys. 1

2po - --~
pof---- h C

Rys. 2

2poF---- D
p ,,,,,
Pof---- h C

Oblicz sprawnosé cyklu.

Rys. 3

757. Cialo sztywne porusza sie ruchem postepowym po szorstkiej powierzchni
poziomej. W chwili tg = 0, gdy predkos¢ ciala wynosi vy, zaczyna dziala¢ na nie sita
B F(t) rosnaca w czasie, dzialajaca przez caly czas wzdluz prostej przechodzacej
przez Srodek masy ciala, o zwrocie zgodnym z wektorem vy. Po czasie t predkosé
ciala ma warto$¢ vy, przy czym vy = 5m/s, gdy vo = 1m/s, i vy = 13m/s, gdy

vo = 10m/s. Znalez¢ zaleznosé v, = f(vg) dla dowolnych vg.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2022

Przypominamy tresé¢ zadan:

748. Obrecz o promieniu r stacza si¢ bez poslizgu z wysokosci H (r < H) po réwni pochytej
B nachylonej do poziomu pod katem « i zderza si¢ sprezyscie z gladka $cianksa, prostopadla do
powierzchni réwni (rys. 1). Na jaka wysoko$¢ wzniesie sie obrecz po zderzeniu, jesli wspélezynnik
tarcia poslizgowego miedzy obreczg a réwnig wynosi pu?

749. Jednoatomowy gaz doskonaly podlega przemianom A-B-C-A przedstawionym na rysunku 2.

748. Energia kinetyczna obreczy o masie m tuz przed zderzeniem ze $cianka
wynosi mv?, gdzie v jest predkoscia ruchu postepowego. Uwzgledniajac, ze r < H,
otrzymujemy z zasady zachowania energii:

mu? = mgH,

stad v = \/gH.

Po sprezystym zderzeniu z gladka $cianka ruch obreczy w gére réwni bedzie

Rys. 4

Vo Vp 2,75V V

przez site tarcia T' = pmg cos a, mozemy napisac:
mriw = Trty, stad t; = v/ug cos Q.

Czas t9, po ktérym obrecz wzniesie si¢ na maksymalna

wysokos¢ przy niezmienionym kierunku obrotu, wynika

z rOwnania:
mv = (mgsina + Tty 1 wynosi to = v/g(sin @ + pcos ).
Poniewaz ty < t1, w chwili osiagniecia maksymalnej
wysokosci obrecz nadal bedzie obracaé¢ sie w kierunku
przeciwnym do wskazéwek zegara. Droga przebyta przez
obrecz do chwili osiggniecia maksymalnej wysokosci
wynosi | = vty/2, a szukana maksymalna wysokosé:
h=lsina = H sina/2(sin « 4 1 cos a).

749. Sprawno$é cyklu dana jest wzorem n = W/Q, gdzie
W = (poVb)/2 jest praca uzyskana w cyklu, a @ to ilogé
ciepla pobrana przez gaz. Aby znalezé @, rozwazmy
kolejne odcinki cyklu. Na izochorze AB gaz pobiera
ciepto:

(1) Qap =ncy (T —Ta) = 3poVo/2,

gdzie cy = 3R/2 jest molowym cieptem wlasciwym przy
stalej objetoéci, a n oznacza liczbe moli. Na izobarze CA
temperatura caly czas maleje, zatem gaz oddaje ciepto.
Obliczymy teraz ciepto przekazane na odcinku BD, gdzie
D jest dowolnym punktem wewnatrz BC' (rys. 3),
ktéremu odpowiada objetosé V

i ci$nienie p = po(3Vy — V) /Vo:

(2) Qpp = AUpp + Wb,
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|

|

|

! zlozeniem ruchu postepowego z predkodcia poczatkowa v i ruchu obrotowego

! w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara z poczatkows predkoscia katowa
w = v/r. Oznaczajac przez t1 czas potrzebny do zatrzymania ruchu obrotowego

gdzie AUpp jest zmiana energii wewnetrznej, a Wgp
praca wykonang przez gaz.

3) AUgpp = 3(pV — 2poV0)/2,

(4) Wgp = (2po +p)(V — Vo) /2.

Po podstawieniu (3) i (4) do (2) otrzymujemy wyrazenie
na ciepto:

(5)  Qsp =—(2poV?)/Vo +15(poV)/2 — 11peVo/2,

ktére jest funkcja kwadratowa objetoéci. Wykresem tej
funkcji jest cze$é paraboli przedstawionej na rysunku 4,
ktéra przecina o$ objetosci w punktach:

Vi=VWiVe =275V,
a jej maksymalnej warto$ci odpowiada objetosé:
Ve = (Vi +Va)/2 = 15V,/8.

Zatem w procesie BC cieplo jest pobierane na
odcinku BP, a na odcinku PC oddawane. Warto$¢ ciepta
pobranego na odcinku BP otrzymujemy, podstawiajac
w (5) V = Vp, i wynosi ono:
Qpp = 49poVp/32.

Calkowite ciepto pobrane w cyklu:
Q= Qap +Qpp = (97poV0)/32,

szukana sprawno$¢ cyklu

n=16/97 = 16,5%.



Przed tzw. epoka rejonizacji Wszechdwiat
wypelniony byt gtéwnie neutralnymi
atomami (w wigkszoséci wodoru). Uwaza
sig, ze silne promieniowanie mtodych
gwiazd powstalych w pierwszych
galaktykach zjonizowalo te atomy, przez
co staly sie przezroczyste dla
promieniowania ultrafioletowego.

O GN-z11 pisaliSmy wielokrotnie na

tamach Delty, migdzy innymi w numerach
8 12] (A LT

ATes |Atss Asat

JWST Advanced Deep Extragalactic
Survey (JADES) to przeglad skupiony na
obszarze znajdujacym si¢ wokél
Glebokiego Pola Kosmicznego Teleskopu
Hubble’a. Naukowcy wykorzystali
instrument NIRCam do obserwacji tego
pola w dziewigciu réznych zakresach
dtugosci fal podczerwonych.
Przeprowadzili dodatkowe obserwacje (nie
omawiane tutaj) za pomocy instrumentu
NIRSpec, aby zmierzy¢ przesuniecie ku
czerwieni wszystkich czterech galaktyk

i zbadaé wlasciwosci gazu i gwiazd w tych
galaktykach.

Artykul ten pisany byl w lutym 2023 r.,
mozliwe, ze w momencie, w ktérym go
czytasz, Drogi Czytelniku, mamy juz
nowego rekordziste.

Prosto z nieba: Mamy nowe najodleglejsze galaktyki

Kazdy Czytelnik Delty zapewne juz wie, ze galaktyki to duze struktury zbudowane
z gwiazd, pylu, gazu i ciemnej materii. W naszym wspdlczesnym Wszech$wiecie
wystepuja w najrézniejszych ksztaltach i rozmiarach. Nadal jednak nie wiemy,
kiedy dokladnie powstaly pierwsze galaktyki, a jest to informacja bardzo istotna:
poznanie wlasnosci najwczesniejszych galaktyk pozwoli nam uzupetni¢ wiedze

o tym, jak zmieniat si¢ Wszech§wiat. W szczegdlnosci uwaza sig, ze pierwsze
galaktyki zjonizowaly miedzygalaktyczny woddér w poczatkowych miliardach lat
istnienia kosmosu. Jednak nie wiemy, kiedy dokladnie ten proces sie rozpoczal i jak
diugo trwal. Niewiedza ta motywuje nas do poszukiwania coraz odleglejszych
galaktyk.

Od roku 2015 do 2022 tytul najbardziej odleglej galaktyki, jaka udalo nam sie
zaobserwowad, dzierzyta GN-z11. Znajdowala si¢ w okolicach przesuniecia ku
czerwieni z = 10,957, co oznacza, ze $wiatlo z tej galaktyki zostalo wyemitowane
13 miliardéw lat temu.

Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba (JWST) z latwoscig pobil ten rekord juz

w pierwszej turze obserwacji. W ramach przegladu JWST Advanced Deep
Extragalactic Survey (JADES) znaleziono nie jedna, ale az cztery galaktyki —

o przesunigciu ku czerwieni wigkszym niz 10. Rysunek na marginesie pokazuje ich
zdjecia. Najbardziej odlegla (a wiec najwczeéniej uformowana) jest galaktyka
JADES-GS-z13-0 o przesunieciu ku czerwieni z = 13,20 (!). Obserwujemy ja wiec
taka, jaka byta 200 milionéw lat po Wielkim Wybuchu (okoto 13,6 miliarda lat
temu).

Weszystkie te odlegte galaktyki zostaly zaobserwowane dzigki kamerze The Near
Infrared Camera (NIRCam), a pomiary odleglo$ci potwierdzono spektroskopowo za
pomoca instrumentu Near-Infrared Spectrograph (NIRSpec). Oba znajdujace si¢
na pokladzie JWST instrumenty potwierdzaja bezprecedensowe mozliwosci tego
teleskopu. Majac pewny pomiar przesuniecia ku czerwieni, astronomowie mogli
okresli¢ fizyczne wlasciwosci naszej nowej najodleglejszej galaktyki.

b) JADESGS-2110.
2=11.58

a) ] JADES/GOODS-S
T S JWST/NIRCam

F444W
F200W
F115W

W szczegdlnosci stwierdzono, ze JADES-GS-z13-0 tworzy gwiazdy

w niezwykle szybkim tempie (dwudziestokrotnie szybciej niz Droga
Mleczna), mimo ze jej masa gwiazdowa jest poréwnywalna do masy
Malego Obloku Magellana (malej galaktyki w naszej grupie lokalnej).
Ponadto gwiazdy w tej galaktyce sa mtode — maja od 16 do 71 milionéw
lat. Przy tak szybkim tempie tworzenia si¢ gwiazd ponad potowa fotonéw
produkowanych w tej galaktyce ostatecznie ucieka w przestrzen
miedzygalaktyczna. JADES-GS-z13-0 brala wiec aktywny udziat

w kosmicznym procesie jonizacji.

Na razie to niestety wszystko, co wiemy o tej galaktyce. Jednak jest bardzo
mozliwe, ze nie utrzyma ona tytulu najodleglejszej galaktyki przez dtugi

czas. W ramach JADES zaplanowano bowiem az 750 godzin obserwacji.
Mozemy sie wiec spodziewaé kolejnych rekordowych odkryé!

- Anna DURKALEC

Wyselekcjonowane kandydatki na najodleglejsze
galaktyki potwierdzone w ramach programu
JADES. Rysunek z publikacji arXiv:2212.04480

Departament Badari Podstawowych (BP4),
Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Na podstawie artykulu: B. E. Robertson, S. Tacchella, B. D. Johnson, et al. Discovery and
properties of the earliest galaxies with confirmed distances, arXiv:2212.04480.

Niebo w kwietniu

Kwiecien jest kolejnym miesiacem, w ktérym Stonce
wyraznie wspina sie po ekliptyce, zwickszajac swoja
deklinacje o 10° w ciagu 30 dni. Tym samym, w centralnej
Polsce, dlugos$é¢ dnia wydluza si¢ od niecalych 13 godzin
do prawie 15. Czwarty miesiac roku Stonce zaczyna

w $rodkowej czesci gwiazdozbioru Ryb, ktory jest dosé
duzym gwiazdozbiorem, i Stonice w okresie marca

i kwietnia spedza w nim az 38 dni. Tyle samo czasu nasza
Gwiazda Dzienna spedza w Lwie pod koniec lata, a tylko
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w gwiazdozbiorze Panny przebywa dluzej. W trzeciej
dekadzie kwietnia natomiast Storice przechodzi do Barana,
gdzie gosci do potowy maja.

Poczatek miesiaca wyrdzni sie dobra widocznoscia,
Merkurego na niebie wieczornym. Pierwsza planeta od
Storica 11 kwietnia osiagnie swoja maksymalna elongacje
wschodnig. Niestety w marcu Merkury przeszedl przez
peryhelium swojej orbity, stad jest to malta elongacja,
wynoszaca nieco ponad 19°. Mimo to planeta w pierwszej


https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/kosmologia/2016/07/30/Nowy_rekord_teleskopu_Hubble_a/
https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/kosmologia/2016/11/24/Droga_do_najdalszej_galaktyki/
https://www.deltami.edu.pl/2022a/11/2022-11-delta.pdf
https://arxiv.org/abs/2212.04480
https://arxiv.org/abs/2212.04480

potowie miesiaca jest tatwa do zidentyfikowania: widoczna
jest o zmierzchu nisko nad zachodnia czescig niebosklonu,
poniewaz ekliptyka tworzy duzy kat z widnokregiem,

a dodatkowo Merkury przebywa na péinoc od niej. W tym
rejonie nieba o tej porze doby nie ma innego obiektu

o poréwnywalnej jasnosci, nie mozna zatem pomyli¢
Merkurego z czyms$ innym.

W pierwszym okresie kwietnia Merkury godzine po
zachodzie Stonca zajmie pozycje na wysokosci 4°, by

w okolicach maksymalnej elongacji zwiekszy¢ ja do 8°.
Planeta pozostanie widoczna do trzeciej dekady kwietnia.
Niestety, szczegélnie po 15 dniu miesigca Merkury stanie
si¢ trudny do dostrzezenia bez lornetki, gdyz przez caly
okres widocznosci jego jasnosé spada od —1™ 1 kwietnia
do 42,2™ 21 kwietnia. W tym czasie jego tarcza urosnie
z 6" do 10", faza za$ spadnie z 77% do 12%.

Na pozegnanie Merkury spotka si¢ z powracajacym na
wieczorne niebo Ksiezycem. W nocy 21 kwietnia, okolo
36 godzin po nowiu, Srebrny Glob w fazie zaledwie 3%
pokaze sie 5° od planety.

Do odszukania Merkurego bardzo dobrze nadaje sie
znacznie lepiej widoczna planeta Wenus, ktora o tej samej
porze wznosi si¢ na wysokos¢ przekraczajaca 20°. Wenus
zacznie miesiac w gwiazdozbiorze Barana, ale jeszcze

w pierwszej dekadzie kwietnia zagosci w Byku, gdzie
pozostanie do konca miesiaca. Po drodze, 11 kwietnia,
planeta przejdzie 2,5° na poludnie od Plejad, 8 dni
pozniej minie w odleglosci ponad 7° na péinoc
Aldebarana, najjaéniejsza gwiazde Byka, by na koniec
miesiaca dotrze¢ do jego rogdéw. Ostatniej nocy kwietnia
Wenus zblizy si¢ na 3° do El Nath, czyli péinocnego rogu
tego zodiakalnego zwierzecia i jednoczesnie drugiej co do
jasnosci gwiazdy konstelacji. W tym czasie jasno$é planety
zwigkszy sie do —4,1™, a jej tarcza urosnie do 17",
zmniejszajac przy tym faze do 66%. Ksiezye w fazie 14%
przejdzie w odlegltodci 2,5° od Wenus 23 kwietnia.

Po spotkaniu z Wenus Srebrny Glob podazy dalej

i w dniach 25 i 26 kwietnia spotka si¢ z planetg Mars,
zblizajac sie dori na mniej wiecej 5° i prezentujac tarcze
w fazie, odpowiednio, 30% i 40%. Drugiego z tych dni
Ksiezyc zblizy sie tez na 2° do Polluksa w BliZznietach, na
ktérych tle Czerwona Planeta w kwietniu pokona

jakies 15°. Mars zacznie miesiac 1,5° od jasnej gromady
otwartej M35, a 14 dnia miesigca przejdzie zaledwie 9’ od
Mebsuty, jednej z jasniejszych gwiazd konstelacji (+3™),
oznaczanej na mapach nieba grecka litera £. Ostatniej
nocy kwietnia Mars w odleglosci 2° minie $wiecaca

7z jasnoScia obserwowang +3,5™ gwiazde Wasat (§ Gem)
w centrum Blizniat.

Przed koncem kwietnia Ksiezyc przejdzie jeszcze przez
I kwadre 27 dnia miesiaca, wedrujac wtedy przez
gwiazdozbiér Raka, 4° na péinoc od jasnej gromady
otwartej gwiazd M44. Dwa dni pdzniej zas, z tarcza
o$wietlong w 68%, przejdzie niecate 4° na péinoc od
Regulusa w Lwie.

Srebrny Glob zdominuje niebo takze w pierwszej potowie
kwietnia, zaczynajac miesiac rowniez od spotkania

z Regulusem. Wieczorem 2 kwietnia, przy znacznie
wigkszej fazie — 89%, Ksiezyc pokaze si¢ 5° od
najjaéniejszej gwiazdy Lwa. Pelnia Ksiezyca przypada

6 kwietnia rano naszego czasu, a tego samego dnia
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wieczorem Ksiezyc wzejdzie 2,5° od Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny. Kolejna noc naturalny satelita Ziemi
spedzi w Wadze, jakies 6° na zachdéd od Zuben Elgenubi,
drugiej co do jasnosci gwiazdy konstelacji.

Warto na Ksiezyc zwréci¢ uwage w nocy z 9 na 10
kwietnia. Tej nocy pokaze si¢ on nad widnokregiem okoto
p6inocy, wschodzac na tle gwiazdozbioru Skorpiona

i prawie na $rodku przecinajac lini¢ taczaca Antaresa

z Dschubba, czyli dwie najjasniejsze, dobrze widoczne

z Polski gwiazdy tej konstelacji. Tej nocy faza ksiezycowej
tarczy spadnie ponizej 85%, a nad samym ranem zakryje
ona $wiecaca jasniej od 3™ gwiazdg Al Niyat (o Sco).
Zjawisko zajdzie na jasniejacym juz niestety niebie.
Zakrycie zacznie si¢ okoto godziny 5, skoiiczy natomiast
godzing pdzniej, razem ze wschodem Stonica.

Srebrny Glob 12 kwietnia w fazie 65% wzejdzie

w towarzystwie gwiazdy Kaus Meridianalis (§ Sgr), jednej
z jasniejszych gwiazd Strzelca, mijajac ja w odlegltosci
mniejszej niz 1°, by kolejnej doby przejsé przez ostatnia
kwadre. I to jest ostatnie warte odnotowania spotkanie
Ksiezyca z innym cialem niebieskim w kwietniu.

W nastepnych dniach podazy on ku nowiu, przez ktéry
przejdzie 20 dnia miesiaca, ale ze wzgledu na to, ze
przebywa wtedy gteboko pod ekliptyka, pokaze sie na
niebie niewiele przed Storicem i zginie w zorzy porannej.

Sam noéw jest ciekawy o tyle, ze dojdzie wtedy do
hybrydowego za¢mienia Slonca, widocznego na pograniczu
Oceandéw Indyjskiego i Spokojnego na péinocny zachdd od
Australii i w Indonezji. Na poczatku i na koncu zjawiska
Ksiezyc znajdzie si¢ za daleko od Ziemi, aby zakry¢ cala
tarcze stoneczna, dlatego dojdzie wtedy do za¢mienia
obraczkowego. Ze wzgledu jednak na krzywizne naszej
planety jej powierzchnia w fazie maksymalnej zjawiska
znajdzie sie kilka tysiecy kilometrow blizej Ksiezyca, i to
wystarczy, aby zaszlo za¢mienie catkowite, ktore potrwa
co najwyzej 76 s.

Nadal bardzo dobrze widoczna jest planeta kartowata

(1) Ceres, ktéra pod koniec marca przeszla przez opozycje
wzgledem Storica. W kwietniu Ceres pokona ruchem
wstecznym ponad 4° na tle gwiazdozbioru Warkocza
Bereniki, zaczynajac miesiac w polowie linii taczacej
gwiazdy 5. wielkosci 6 i 11 Com. Planetoida minie

11 kwietnia w odlegtosci 0,5° Swiecaca stabiej od 6™
gwiazde 3 Com, by skonczyé miesiac na pograniczu
Warkocza Bereniki i Lwa, mniej wiecej 1° na wschod od
gwiazdy 95 Leo. Ceres géruje przed pdinoca na wysokosci
okoto 55°. Do konca miesigca blask Ceres ostabnie

z +7,2 do +7,8™.

W kwietniu, jak co roku, promieniuja meteory ze znanego
roju Lirydéw, ktérego radiant tak naprawde jest

w sasiednim gwiazdozbiorze Herkulesa, okolo 8° na
potudniowy zachdéd od Wegi. Lirydy mozna obserwowad
od 14 do 30 kwietnia z maksimum 23 kwietnia. Dobrze
si¢ zatem sktada, poniewaz w nocy maksimum Ksiezyc
zniknie za widnokregiem jeszcze przed pdéinocy i nie
przeszkodzi zbytnio w obserwacji Lirydéw. Warunki
obserwacyjne zatem beda bardzo dobre. O godzinie 3
radiant roju wzniesie si¢ na wysoko$¢ ponad 60°. Mozna
sie wtedy spodziewaé okolo 23 zjawisk na godzine.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Z impetem w glab

W fizyce czastek elementarnych wiele badan do$wiadczalnych prowadzonych jest
gleboko pod powierzchnig Ziemi. Na wiele pytan badawczych mozna bowiem
odpowiedzie¢ jedynie za pomocg préb detekeji bardzo rzadkich proceséw.
Przyktadami takich reakcji moga by¢ poszukiwania oddzialywania czastek
ciemnej materii ze zwykta materia lub wykrywanie neutrin podlegajacych
oscylacjom. Promieniowanie kosmiczne, w szczegélnosci miony produkowane

w gornych warstwach atmosfery, skutecznie przestanialoby takie procesy, gdyby
detektory nie byly chronione gruba warstwa skal. Cala te branze
eksperymentalng okreéla sie czasem, nieco przekornie, mianem fizyki podziemne;j.

W przypadku badan sztucznie wytwarzanych neutrin lokalizacja podziemnych
laboratoriéw musi spelnia¢ jeszcze jeden warunek. Odleglosé detektoréw

od zrédla wiazki neutrin musi by¢ tak dobrana, by mozna bylo zaobserwowaé
efekty oscylacji tych czastek zachodzace na duzych — kilkusetkilometrowych —
odleglosciach.

Podziemne laboratoria badawcze fizyki czastek znajduja sie w kilku miejscach
na $wiecie. W Europie najbardziej znany jest kompleks doswiadczalny Gran
Sasso we Wloszech, nazwany od gory, we wnetrzu ktorej sie znajduje.

W Ameryce Pélnocnej waznym miejscem na mapie takich eksperymentow jest
laboratorium SNOLAB, znajdujace sie ponad dwa kilometry pod ziemia

w kopalni niklu w Sudbury w kanadyjskiej prowincji Ontario. W japonskiej
kopalni Mozumi, we wnetrzu géry Tkeno, znajduje sie za$ detektor
Super-Kamiokande.

Niewiele oséb wie, ze od prawie dwudziestu lat prowadzone sg prace, dzieki
ktérym taki podziemny detektor neutrin mégltby znalezé sie takze w Polsce.

Nasz kraj znajduje sie¢ bowiem we wlasciwej odleglosci od wytwarzanej

w CERN-ie wiazki tych czastek, nie groza nam trzesienia ziemi, a ponadto mamy
duze i prezne $rodowisko fizykéw czastek elementarnych.

Na poczatku XXI wieku dzieki staraniom wielu os6éb, w szczegblnosci Agnieszki
Zalewskiej, przewodniczacej Rady CERN w latach 2010-2012, rozpoczely sie
konkretne dzialania majace na celu stworzenie centrum europejskiego programu

badan doswiadczalnych nad neutrinami wtasnie w naszym kraju.

Jako lokalizacje laboratorium wybrano w 2008 roku
kopalnie miedzi Polkowice—-Sieroszowice nalezaca

do KGHM. Projekt nazwano SUNLab, od Sieroszowice
Underground Neutrino Laboratory, i przystapiono

do prac koncepcyjnych oraz badan wstepnych.

Planowane laboratorium wymagalo spetnienia wielu
warunkéw. Jednym z najistotniejszych byta mozliwosé
wydrazenia w skale wielkiej komory, mogacej pomiesci¢
ponadstutonowy detektor wraz z calym
oprzyrzadowaniem w warunkach niskiej naturalnej
radioaktywnosci. W rozwazanej lokalizacji odpowiednie
warunki spetniata duza warstwa anhydrytu, ktéra
dodatkowo byta do$¢ tatwo dostepna dzigki istniejacym
korytarzom kopalni. Wprawdzie znajdujaca sie tuz obok
warstwa soli zapewnialaby jeszcze nizszy poziom
promieniowania tla, ale ze wzgledu na to, ze sél jest
dos¢ migkka, niemozliwe byloby uzyskanie odpowiednio
duzej przestrzeni do doswiadczen.

Poczatkowe badania wypadly pomy$lnie i w 2011 roku
projekt zostal wpisany na tzw. mape drogowa
infrastruktury. Pod ta urzedniczo brzmiaca nazwa kryje
sie mozliwos¢ pozyskiwania Srodkéw publicznych

na rozwoj projektu, w tym kupno odpowiednich
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urzadzen — pod warunkiem uzyskania dofinansowania

w konkretnych konkursach. W 2018 roku na mape
wpisano kolejna, zmodyfikowang wersje projektu, ale juz
rok poézniej zmienilty sie plany dotyczace przysztosci
kopalni, i wyznaczone uprzednio miejsce na komore
do$wiadczalna nie bylo juz dostepne

do zagospodarowania. Naukowcy nie pozostawali jednak
bezczynni i w 2021 roku przedstawili kolejny projekt
budowy w Polsce podziemnego laboratorium, tym
razem w kontekscie prowadzonych przez europejska
spoleczno$é¢ badaczy poszukiwan odpowiedniej
lokalizacji w rejonie Morza Baltyckiego. Mniej wiecej
rok temu gotowy projekt zostal zaprezentowany
polskiemu rzadowi.

Jasne jest, ze to kosztowny pomyst, konkurencja
miedzynarodowa duza, a relacje naszego kraju z reszta
Europy sa ostatnimi laty napiete. Bez prob nie ma
jednak nadziei na sukces, a gdyby sie jednak udato,
bytoby to osiagniecie przyémiewajace tworzenie
kolejnych akademii ku czci czy programy
dofinansowania bardzo poczatkujacych startupow.
Trzymam kciuki!

Kraysztof TURZYNSKI



Srednie
Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W arsenale kazdego szanujacego si¢ olimpijczyka powinny znajdowaé sie
nastepujace nieréwnosci, prawdziwe dla liczb dodatnich x1, xs, ..., x,:
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n n
(2) (3)
= Yrixs... T, =

Wartosci wyrazeni nazywamy kolejno (od lewej do prawej) $rednia: kwadratowa,
arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna. Bedziemy je krétko oznaczaé
odpowiednio: K, A, G, H, o ile wiadomo, ktorych liczb srednig mamy na mysli.
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Aby wykazaé powyzsze nier6wnosci, postuzymy sie twierdzeniami z poprzedniego
kacika (Wszystko w porzadku, A3;): nieréwnoscia Czebyszowa oraz twierdzeniem
o ciggach przeciwnie uporzadkowanych.

(1) Ciag (z) jest zgodny monotonicznie z samym soba, wigc z nieréwnosci
2 2 2
a3 alt.ta? Ty4Tat. Aty )2
s > ()

Czebyszowa otrzymujemy
spierwiastkowaniu daje K > A.

, O po obustronnym

(2) Najpierw wykazemy, ze jesli iloczyn n liczb dodatnich jest réwny 1, to ich
suma wynosi co najmniej n. Mozemy oznaczy¢ te liczby przez
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https://www.deltami.edu.pl/2023a/03/2023-03-delta-art-13-kpo.pdf
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