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859. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe stéw dhugoéci n,
tworzonych z symboli A, B i majacych nastepujaca wlasnosé: w kazdym

spéjnym odcinku slowa liczba wystapienn symbolu A rézni sie od liczby
wystapien symbolu B co najwyzej o 2.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢
na naszej stronie: deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
744 (WT = 2,7), 745 (WT = 3,85)

z numeru 10/2022

Pawetl Perkowski Ozaréw Maz.4-38,33  Przypominamy tresé zadan:

Jan Zambrzycki Bialystok 3-36,74
Jacek Konieczny Poznan 33,42
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-33,14

860. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnanie

faf(y) =zf(y) +yf(x)
Zadanie 860 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.

dla z,y € R.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2022

851. Marcin urzadza spotkanie towarzyskie. Zamierza zaprosi¢ 50 gosci z szerokiego grona osoéb,
w ktérym niektorzy znaja sie wzajemnie, inni nie. Marcin uwaza tréjke ludzi za atrakcyjna

towarzysko, gdy jest w niej jakas para znajomych, a takze jaka$ para nieznajomych. Ma cheé, by ten

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
845 (WT = 2,41) i 846 (WT = 1,17)
z numeru 9/2022

zrealizowac?

50

,warunek atrakcyjnosci” spelniato co najmniej 75% sposréd wszystkich (3) tréojek gosci. Jaka jest

najmniejsza liczba par znajomych (w owej pieédziesigtce), przy ktorej to nietypowe zyczenie daje sie

852. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczba rzeczywista a, przy czym a # n — 1. Niech

Stanistaw Bednarek FL&dz 43,77 Z1,...,2n beda zespolonymi pierwiastkami wielomianu 2z — nz + a. Wykazaé, ze
Tomasz Wietecha Tarnéw 42,81 1 1
Mikotaj Pater Opole 41,88 T T
Krzysztof Zygan Lublin 41,84 . . ’
Pawet Najman Krakéw 39,93 851. To oczywiscie graf prosty o wierzchotkach 1,...,n (tu n = 50). Gdy
Janusz Olszewski — Warszawa 38,46, wierzchotka ¢ wychodzi k; krawedzi (i = 1,...,n), laczna liczba krawedzi
Marcin Kasperski Warszawa 37,65 . 1
Norbert Porwol Essen 37,50 wynosi ¢ = 5y ky; stad:
Adam Woryna Ruda SI. 36,14 n n
Radostaw Kujawa Wroctaw 35,83 2 1 2 4 2
1) Sk (k) =
Wielkie zageszczenie tuz przed linig mety! i—1 n i—1 n

($rednia kwadratowa i arytmetyczna).

Przedmiotem dociekan sa tréjki wierzchotkéw,

w ktorych dokladnie jedna para jest potaczona
krawedzig lub sg dokladnie dwie takie pary. Niech ¢
bedzie liczba trdjek o tej wlasnosci. Zadanie Marcina to
wyznaczenie najmniejszej mozliwej wartosci ¢ przy
ograniczeniu:

> =30

Kazda taka tréjka (nieuporzadkowana) wyznacza
dokladnie dwie uporzadkowane tréjki numerkéw (i, j, k)
takie, ze ij jest krawedzia grafu, za$ ik nie jest

(to kluczowe spostrzezenie). I na odwrét: kazda
uporzadkowana tréjka (i, j, k) o tych wlasnosciach jest —
po odrzuceniu uporzadkowania — jedna z ,trojek
Marcina”. Dla ustalonego ¢ liczba uporzadkowanych

par (4, k), pasujacych do tego schematu, wynosi

ki(n — 1 — k;). To pozwala na zliczenie wszystkich
takich (nieuporzadkowanych) tréjek:

1 & I,
(3) t=§E_lki(n—l—ki):(n—l)q—§E_lki.
Zestawienie zaleznosci (3), (1), (2) daje nier6wnosé:
2 3/n
I 1)
(n—1g——a">7(,

Stad:
n(n—1) n?(n—1)(n—2)
4 2 -
@) g 54 16
Pierwiastkami tego tréjmianu kwadratowego sa liczby
%(n—14+/n—1). Zatem speienie warunku (2)
(wiec i (4)) pociaga dolne oszacowanie:

(5) qZ%(n—l—\/n—l).

< 0.

20

Uzyskanie réwnosci w (5) wymaga, by zachodzila
réwnosé w relacji (1), co ma miejsce, gdy k1 = ... = k.
Dla n = 50 oszacowanie (5) przybiera postaé g > 525

i staje si¢ réwnoscia, gdy wspolna warto$¢ stopni k;
wynosi 2¢min/50 = 21. Tylko czy taki graf istnieje?

Przykladowa realizacja: w grafie o wierzcholkach
1,...,50 przyjmijmy, ze:

1,7 <28 .

lub [ > 28]

i # j (mod 4)] o
Tu kazdy wierzchotek o numerze < 28 laczy sie
z pozostalymi 27 wierzchotkami o numerach < 28,
z wyjatkiem szesciu; zas wierzchotki o numerach > 28
tworza klike licznosci 22. Tak wigc kazdy wierzchotek
ma stopieri 21 (i ¢ = 1 -50-21 = 525).

17 jest krawedzia <= [

852. Oznaczmy: w; =1/(z; —1) dlaj=1,...,n.
Poniewaz a # n — 1, liczba 1 nie jest pierwiastkiem
wielomianu P, (z) = 2" — nz + a, dzigki czemu liczby w;
sg dobrze okreslone; nalezy wykazac, ze ich suma jest
réwna zeru. Skoro z; = (w; + 1)/wj, liczby wy, ..., w,
spelniaja réwnanie P, ((w + 1)/w) = 0, czyli

(po pomnozeniu przez w™) — réwnanie:

Qn(w) = (w+1)" —n(w+ Dw" ! + aw™ = 0.

Q.. jest wielomianem stopnia n, bowiem wspoétczynnik
przy w"™ wynosi 1 — n 4+ a # 0. Liczby w1, ..., w, sa
wszystkimi jego pierwiastkami. Ich suma, pomnozona
przez (1 —n+ a), jest réwna wspdlczynnikowi

przy w" ! (w wielomianie Q,,); ten za$ wspoétczynik jest
rowny zeru, co dowodzi tezy zadania.
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