Wielo$cian toroidalny
F+V -E=164+16—-32=0
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Jak pan Marek wybieral gospodarza
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Te niefortunne wybory opisali$my
w artykule ,,Jak Leo uratowal klasowe
wybory”, Agl.
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Rozwigzanie zadania F 1069.

Kazdy z zakretow zostanie pokonany ze
staly predkoscig katowsa w — dla kazdego
zakretu innag. Wykonanie zakretu o kat o
wymaga czasu t = a/w. Czas bedzie
minimalny, gdy w bedzie maksymalne.
Maksymalng warto$¢ w otrzymamy,
poréwnujac sile tarcia z wartoscig sity
dosrodkowej potrzebnej do utrzymania

. . 2
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a wiec pokonanie zakretu o wiekszym
promieniu, mimo ze pokonujemy go

z wigkszg maksymalng predkoscia, zajmie
nam wiecej czasu. Dla zaspokojenia
ciekawo$ci obliczmy, ile wynosza

czasy t1 ita: t1 = 6,9 s, ta = 4,9 s.

170 m to minimalny promien zakre¢tu, jaki
mozna pokona¢ z maksymalng predkoscia
140 km/h, dozwolong na polskich
autostradach (przy idealnych warunkach:
sucha nawierzchnia nie pokryta piaskiem,
lisémi itp.).

Oskar SKIBSKI*

Pan Marek, nauczyciel informatyki i wychowawca klasy 2B, lezal na kanapie
w kantorku przy sali informatycznej i oddawal sie swojej ulubionej rozrywce —
czytal Delte. Po tym, jak rok temu wybory na przewodniczacego klasy
doprowadzity do sporej awantury, pan Marek postanowil, ze w tym roku to on
zdecyduje, kto bedzie przewodniczacym. I wlasnie powinien to zrobié¢, jednak
strasznie mu si¢ nie chciato.

Wertowal akurat stary numer Delty i trafil na artykul o tym, jak analizujac sie¢
potaczen, mozna wskazaé kluczowego terroryste (Ait). ,Szkoda, ze moi
uczniowie nie sa terrorystami” — pomy$lal. , Uzylbym jednej z tych metod

i mialbym problem z glowy”. Ale w sumie... gdyby tak stworzy¢ sie¢ spoteczna
klasy? Wtedy mogliby$my uzy¢ jakiejs metody opisanej w artykule do wskazania
osoby, ktora jest najbardziej centralna. Ona powinna by¢ nieztym gospodarzem!

Pan Marek narysowal imiona 13 uczniéw swojej klasy na kartce

i podekscytowany popedzit do komputera, gdzie uruchomit zapis monitoringu
z ostatniego miesiaca (jak dobrze, ze jego szkola jest taka nowoczesnal). Kazda
pare uczniéw, ktorzy chociaz raz siedzieli w jednej tawce, polaczyl krawedzia.
Powstal taki graf:

Graf to profesjonalne
slowo oznaczajace ,kropki
potaczone kreskami”.
Kropki reprezentujg jakies
obiekty i nazywane sa
zwykle wierzchotkami.
Kreski, nazywane
krawedziami, wskazuja,
ktére obiekty cos laczy.

Pan Marek przejrzat metody opisane w pracy, ale okazalo sie, ze trzy
standardowe miary centralnosci (miary stopnia, bliskosci i posrednictwa)
wskazuja rézne osoby (odpowiednio Ade, Jasia i Nel)! Po wezytaniu sie w ich
opis zdecydowal sie uzy¢ miary bliskosci (closeness centrality), ktéra kazdemu
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Formalnie, dla grafu G = (V, E),
bliskoSciq wierzchotka v € V nazwiemy
wartos$é:

Cu(@) =1/, dlu,v),

gdzie d(u, v) to odleglo$é pomiegdzy
wierzchotkami u i v, czyli dlugosé
najkrétszej $ciezki, ktora zaczyna si¢ w u
i koniczy w v.

Niech Net(u,v) bedzie liczba
wierzcholkéw, ktére sa blizej

wierzcholka w niz wierzchotka v:
Net(u,v) = [{w € V : d(u, w) < d(v, w)}|.

Powiemy, ze u wygrywa z v, jezeli
zachodzi Net(u,v) > Net(v, u).

Z artykulu o metodzie Condorceta wiemy,
ze zwyciezca condorcetowski moze nie
istnie¢. Jezeli mamy parzystag liczbe
wierzchotkéw w drzewie, to rzeczywiscie
moze si¢ tak zdarzy¢. Istniejg jednak
wowczas dwa wierzchotki, ktére remisuja
ze soba i wygrywaja pojedynki

z wszystkimi innymi; mozna pokazaé, ze
maja one tez najwyzszg blisko$¢.

Przyktadowe drzewo podzielone na dwie
strony krawedziag AB. Krawedzie sa
skierowane w taki sposéb, aby prowadzity
od wierzchotlka, ktéry wygrywa do
przegranego

wierzchotkowi przypisuje odwrotno$¢ sumy odlegtosci do innych. Odlegtos¢ to
po prostu liczba krawedzi, jakg musiatby pokonaé¢ uczen, aby dojé¢ do drugiego.

Najwyzsza bliskos¢ ma Jas: ma on 3 sgsiaddéw, czyli osoby polaczone z nim
krawedzia (takiego okreslenia uzywa sie w teorii graféw i u nas tez pasuje ono
bardzo dobrze), siedem 0s6b w odleglosci 2 oraz dwie osoby w odleglosci 3. Jego
bliskos¢ to zatem 1/23, czyli jest wyzsza niz bliskosé Nel (1/24) i Ady (1/26).
Jas zostanie gospodarzem!

Zadowolony z siebie pan Marek wrécit na kanape i chwycit nowszy numer Delty,
z maja 2022 roku. Po chwili lektury (i krétkiej wycieczce do nauczyciela fizyki,
aby przetestowaé, czy ogérek rzeczywiscie Swieci) wychowawca trafil na artykul
Grzegorza Pierczynskiego ,,Jak liczyé glosy?” (A3,). W artykule opisano grupe
studentow, ktérzy wybieraja restauracje na wspélne wyjscie, oraz pare metod
wyborczych, ktére moga im w tym poméc. ,Hmmm... moze powinienem jednak
uzy¢ ktoérejs metody opisanej tutaj. Leo czyta Delte, znowu moze kwestionowaé
moj wybér”.

Nauczyciel wezytal sie wiec w metode Condorceta. Aha, dla kazdej pary musimy
obliczy¢, kto dostalby wiecej gloséw, gdyby zorganizowaé wybory, w ktérych
tylko oni by startowali. Jezeli jest kto$, kto wygrywa w takich pojedynkach
jeden na jeden z kazda inng osoba, to jest on nazywany zwyciezca
condorcetowskim i powinien zosta¢ wybrany.

Tylko jak uzy¢ tej metody w naszej sytuacji? Mozemy podejrzewad, ze kazda
osoba woli, aby to jej kolega zostal gospodarzem niz ktos, z kim sie nie przyjazni.
Jezeli zaden kolega nie zostanie wybrany, to byloby mito, gdyby przynajmniej
kolega kolegi nim zostal. I tak dalej. Przyjmiemy wiec, ze spo$réd dwéch
kandydatéw uczen wybierze tego, ktéry jest blizej do niego w grafie (jezeli
kandydaci beda réwnie daleko, to nie zaglosuje on w ogéle). Poréwnujac dwie
osoby, np. Jasia i Nel, musimy zatem obliczy¢, ile oséb jest blizej Jasia niz Nel
(jest ich 7, liczac Jasia) i ile oséb jest blizej Nel niz Jasia (jest ich 6); zwyciezca
zostaje osoba, ktora ma wiecej oséb blizej siebie, czyli Jas.

Pan Marek szybko sprawdzil, ze Jas nie tylko wygrywa z Nel, ale tez z Ada
i wszystkimi innymi osobami! Czyli Jag nie tylko ma najwyzsza blisko$é, ale
takze jest zwyciezca condorcetowskim! Ufff... ale fart. Ale czy na pewno?

Okazuje sig, ze nie. W drzewach, czyli grafach, w ktorych z kazdego wierzchotka
do kazdego innego prowadzi doktadnie jedna Sciezka, tak jest zawsze.

Twierdzenie. W drzewie zwyciezca condorcetowski ma zawsze najwyziszg
bliskosé.

Aby to zobaczy¢, rozpatrzmy najpierw dwéch sasiadéw: A 1 B. W drzewie
krawedz dzieli wszystkie osoby na dwie grupy: osoby po stronie A i osoby po
stronie B. Osoba, po ktérej stronie jest wiecej oséb, wygra: oczywiscie osoby po
stronie A zaglosuja na A, a po stronie B na B.

Popatrzmy teraz na odlegtosci obu os6b. Osoba A ma o jeden dtuzsza droge do
wszystkich oséb po stronie B. Z kolei osoba B ma o jeden dluzszg droge do
wszystkich 0séb po stronie A. A zatem jezeli poréwnamy sumy odlegtosci obu
0s6b, okaze sig, ze ich réznica jest rowna dokltadnie réznicy pomiedzy licznoscia
stron i bedzie mniejsza dla osoby, ktéra ma po swojej stronie wiecej oséb.

A skoro bedzie dla niej mniejsza, to jej blisko$¢ bedzie wyzsza!

Widzimy wigc, ze sposrod dowolnych dwéch sasiadéw ten, ktory wygrywa, ma
tez wyzsza blisko$¢! Latwo tez zauwazyé, ze tylko jeden z sasiadéw moze z nami
wygraé, czyli jezeli B ma dwdéch sgsiadéw A i C, to jesli A wygrywa z B, to B
wygrywa z C. Wynika to z tego, ze jezeli A wygrywa z B, to znaczy, ze po jego
stronie jest wigcej niz potowa wierzchotkéw i po stronie C' juz tyle by¢ nie moze.
Teraz jezeli istnieje zwyciezca condorcetowski, to oczywidcie wygrywa on ze
swoimi sgsiadami, a oni wygrywaja ze swoimi pozostalymi sasiadami, ktorzy
wygrywaja ze swoimi i tak dalej. Oznacza to, ze zwyciezca condorcetowski
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ma wyzsza bliskosé niz sasiedzi, ktérzy maja wyzszg blisko$é niz pozostali
sasiedzi 1 tak dalej. A zatem zwyciezca condorcetowski ma najwyzsza blisko$c¢!

»,Ciekawe...” — pomy$lal pan Marek. — ,,Czy tak jest jednak w dowolnym grafie?”.
Pan Marek pobiegt do komputera i zaczal przegladaé¢ nagrania z korytarzy. Dla

kazdej pary, ktéra ze sobg rozmawiata na korytarzu, dorysowal krawedz. Kiedy

poprzestawial troche wierzchotki, powstal nastepujacy, troche dziwny, graf:

»lle ta Ada gada!” — pomyélat pan Marek, po czym
szybko sprawdzil, ze dzieki swojej gadatliwosci w tym
grafie Ada wygrywa z Nel i Jasiem, a takze ze
wszystkimi pozostalymi osobami. Jest wigc zwyciezca,
a wladciwie zwyciezczynia condorcetowska. Natomiast
to Nel ma najwyzsza bliskosé. Obie metody w ogdlnych
grafach nie daja zatem tego samego wyniku!

Zastanéwmy sie, co sie zmienito. Wezmy najpierw dwie
dowolne osoby, A i B, potaczone krawedzia i niech C'
bedzie dowolnym innym wierzchotkiem. Zauwazmy, ze

odlegloéci C do A i B moga réznié¢ sie¢ maksymalnie o 1:

na przyktad gdyby najkroétsza Sciezka z C' do A byla
dhuzsza o 2 od najkrétszej sciezki z C' do B, to przeciez
mogliby$my ja zamieni¢ na Sciezke z C do B
przedtuzona o krawedZz AB — sprzeczno$é. Wszystkie
wierzcholki w grafie mozemy zatem podzieli¢ na trzy
grupy: wierzchotki réwnoodlegle od A i B, blizsze o 1
do A oraz blizsze o 1 do B. Réznica sumy odlegtosci to
teraz réznica licznosci tych dwéch ostatnich grup.

A zatem w dowolnych grafach takze jest prawda, ze
sposréd sasiadow ten, ktéry ma wiecej wierzchotkdw
blizej i wygrywa pojedynek jeden na jeden, ma wyzsza
bliskos¢.

Przyktadowy graf. Wierzchotki biate sa réwnoodlegte od A i B.
Jasnoszare wierzchotki sa blizsze o 1 do A, a ciemne — blizsze o 1

do B. Falowana linia prezentuje (pewng) najkroétsza Sciezke z C' do B
Czemu nie mozemy wiec pokazadé, ze zwyciezca
condorcetowski ma najwyzsza blisko$¢? O ile

w drzewach prawda jest, ze tylko jeden z naszych
sasiadéw moze z nami wygrywac, o tyle w dowolnych
grafach nie jest to juz prawda. Na przyklad w grafie
korytarzowych rozméw Jas przegrywa zaréwno z Ada,
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jak i Nel. Prawda jest zatem, ze Ada, zwyciezczyni
condorcetowska, ma wyzsza bliskosé niz jej sasiedzi, ale
jej sasiedzi (np. Ja$) niekoniecznie maja wyzsza blisko$é
niz ich pozostali sgsiedzi. Analogiczny argument zatem
nie dziata. Prawda jest tez, ze Nel, osoba z najwyzsza
bliskoscia, wygrywa ze wszystkimi swoimi sasiadami.
Obie osoby nie musza by¢ jednak ta sama.

»Szkoda... Ale jest na to metoda — wystarczy, ze nie
pokaze tego grafu klasie” — stwierdzil pan Marek

i szybko wymazal powiekszony graf. Ada nigdy sie nie
dowie, jak blisko byta zwyciestwa.

X Kk Kk kX

Pan Marek poczynil wiele naukowych odkry¢, ktére
pokazuja, ze analize sieci spolecznych i teorie wyboru
spolecznego laczy wiecej, niz mozna bylo podejrzewac.
Wynotowatl sobie takze na marginesie ciekawe pytania,
na ktére jeszcze nie zna odpowiedzi. Moze Ty,
Czytelniku, pomdglbys mu znalezé na nie odpowiedzi?

Czy dla dowolnych dwdch wierzcholkéw

w drzewie ten, ktéry wygrywa, ma wyzsza bliskosé¢?

Czy jezeli dwa wierzcholki w drzewie majg

rozng odlegloéé od zwyciezcy condorcetowskiego, to ten
bedacy blizej wygrywa z drugim?

Czy w grafie moze istnie¢ cykl Condorceta,

czyli sytuacja, w ktorej wierzchotek A wygrywa z B,
Bz CiC z A (czyli jest wiecej wierzchotkéw blizej A
niz B, wiecej blizej B niz C' i wiecej blizej C niz A)?
Czy zmieniajac krawedzie tylko Bena i Nel
w powyzszym powiekszonym grafie, da si¢ skonstruowac
graf, w ktorym to Nel jest zwycigzczynia
condorcetowska, ale Ada i Nel maja niezmienione zbiory
odleglosci do innych (tzn. Ada ma 9 sasiadéw, 1 osobe
w odleglosci 2 1 2 w odlegloéci 3; z kolei Nel ma

8 sasiad6w i 4 osoby w odleglosci 2)?

Odpowiedzi na stronie [5}



