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Permutacje i kostka Rubika

* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
** Student Matematyki,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Permutacja o jest cyklem, o ile istnieje
taki zbiér S, = {a1,...,ar} C S, ze
o(a1) = as, o(az) =ag, ..., oc(ax—1) = ai
io(ag) =aj oraz o(a) =a dlaa € S\ Se.

Rozwigzanie zadania M 1738.
Odpowiedz: 120.

Lacznie jest 210 sum, czyli po 105
kazdego znaku. Oznaczmy przez x liczbe¢
liczb dodatnich, a przez y liczbe liczb
ujemnych. Zminimalizujemy liczbe
ujemnych iloczynéw zy. Przy ustalonej
sumie, iloczyn liczb jest tym mniejszy, im
bardziej sa od siebie oddalone. Zadna

z liczb x i y nie moze by¢ wigksza niz 15
(w przeciwnym razie liczba sum
odpowiedniego znaku bedzie wieksza niz
(15-14)/2 = 105), wiec optymalny wynik

bedzie przy « = 15, y = 6 (lub odwrotnie).

W takim przypadku liczba ujemnych
iloczynéw wynosi 90, co dowodzi, ze nie
mozemy uzyskaé wiecej niz 120 dodatnich
iloczynow.

Z drugiej strony, taka liczbe¢ osiggniemy,
biorac na przyklad pietnascie liczb
réwnych 1, a sze$¢ réwnych —2.

Erné Rubik (ur. 13 lipca 1944

w Budapeszcie) — wegierski architekt

i rzezbiarz. Ciekawostka jest fakt, ze
wynalazca kostki po raz pierwszy uktadat
ja przez miesiagc.

- B

F -

Up, Down, Left, Right, Front i Back.

Karol GRYSZKA*, Adrian KOLCZ**

Kostka Rubika jest niezwykle popularna tamigtéwka, zagoscita takze na tamach
Delty (np. w artykule Kostka Rubika — wspomnienia z dawnych lat z A%,; tam
tez Autorzy pokazali metode jej ukladania). W tym artykule zajmiemy sie
jednym z matematycznych sposobéw opisu kostki oraz jego konsekwencjami.
W kostce Rubika dokonuje sie mieszania jej elementow, dlatego naturalnym
narzedziem do jej opisu sa permutacje. Przypomnijmy — permutacja zbioru
n-elementowego to dowolny n-wyrazowy ciagg utworzony ze wszystkich elementéw
tego zbioru. Inaczej, jest to bijekcja o pewnego skonczonego zbioru S w siebie.
Jesli permutujemy litery A, B, C, D, postacig macierzowa permutacji o jest
A B C D Kl A B C D

(U(A) o(B) o(C) J(D)) » na przyklad (B A D c)'
Specjalnym rodzajem permutacji sa cykle, czyli takie permutacje, w ktorych
pewne elementy nie ruszaja sie, pozostale zas wymieniaja sie miedzy soba. . .coz,
cyklicznie (na marginesie podajemy formalna definicje cyklu). Podana wczesniej
permutacja nie jest cyklem, ale

A B C D
A C D B

nim jest i zapisywana jest krétko jako (B C' D). W tym zapisie kazda kolejna
litera przechodzi na nastepna, to jest o(B) = C, o(C) = D oraz o(D) = B. Wéréd
permutacji wyrézniamy jeszcze tak zwana permutacje identycznos$ciowsy I,
czyli taka permutacje, ze I(a) = a dla kazdego a € S.

Kazda permutacja posiada swoéj rzad, ktéry jest definiowany jako minimalna

liczba powtdrzen tej permutacji prowadzaca do permutacji identycznosciowe;j.

Na przyklad cykl (A B C) ma rzad réwny 3, gdyz
(ABC)o(ABC)o(ABC)=1.

Symbolem o oznaczamy skladanie permutacji (permutacje to funkcje, a te

potrafimy skladaé). Z definicji cyklu wynika, ze jego rzad jest réowny liczbie jego

elementéw. Fakt ten bedziemy wykorzystywaé wielokrotnie w obliczeniach.

Kazda permutacje mozna roztozyé na iloczyn cykli roztacznych (czyli takich,
ktére nie zawieraja wspélnych elementéw). Na przyklad

A B C D E F G H I J
B I A F D FE C J G H

Znajac rozklad permutacji na cykle roztaczne, jesteSmy w stanie znacznie
tatwiej obliczy¢ jej rzad. Wystarczy w tym celu obliczy¢é najmniejsza wspolna
wielokrotnosé¢ rzedéw z rozkladu. Cykle z powyzszego rozkladu sg odpowiednio
rzedu 5, 31 2, stad cala permutacja jest rzedu NWW(5, 3,2) = 30.

):(ABIGC’)o(DFE)o(HJ).

Kostka Rubika. W tej czeéci artykulu zostawimy na chwile watek permutacji
i opowiemy o kostce Rubika. Zmiana ta jest uzasadniona, gdyz naszym dalszym
celem bedzie zapisanie ruchéw na kostce w jezyku specjalnych permutacji.

Kostka Rubika zostala wynaleziona przez Erné Rubika w 1974 roku, do Polski
trafita w 1982 roku. Jest to tamigléwka w ksztalcie szeScianu 3 x 3 x 3, w ktorej
zadaniem jest takie utozenie mniejszych kosteczek, aby uktad tworzyt 6 $cian
jednolitego koloru (w standardowym ukladzie barw: bialy, zélty, zielony,
niebieski, czerwony i pomaranczowy). Dwukolorowe kosteczki nazywaé¢ bedziemy
krawedziami, a tréjkolorowe kosteczki — rogami. Nieruchome wzgledem siebie
jednokolorowe elementy nazywamy srodkami.

Wprowadzimy teraz pewne oznaczenia. Zaczniemy od przypisania $cianom liter
jak na rysunku na marginesie: U, D, L, R, F, B. Oznaczenia te sa zgodne

z pierwszymi literami angielskich nazw Scian. Dana litera bedzie réwniez
oznaczaé obrét odpowiadajaca jej Sciang o 90° zgodnie z ruchem wskazoéwek
zegara (a wiec F oznacza ruch przednia $ciana o kat prosty w prawo). Ponadto
wprowadzamy dodatkowe oznaczenia. Jezeli obok litery ustawimy znak ’, obrét
wykonujemy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara (na przyklad R’
oznacza obrét prawej Sciany o 90° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara). Zwyczajowo obrét danej Sciany o 180° oznacza sie przez dodanie dwdjki
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/gry_zagadki_paradoksy/2011/05/02/Wspomnienia_z_dawnych_lat/
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Opis pdl naroznych mogliby$Smy
ujednoznacznié¢ np. poprzez ustalenie, ze
kolejne litery czytamy zgodnie z ruchem

gl

7377

wskazéwek zegara wokél naroznika

(a wigc mamy pole FUR, ale réwniez pola

FLU, FDL i FRD — cztery pola na
przedniej $cianie).

Zatézmy, ze ruch ¥ ma rzad N. Wtedy

zaczynajac od ulozonej kostki

i powtarzajac na niej ruch ¥, dojdziemy
do ulozonej kostki dopiero po N ruchach.
Jedli nie wyczerpaliémy w ten sposéb
wszystkich ustawien, mozemy rozwazyd¢

takie, ktérego jeszcze nie
zaobserwowali$my, i to na nim

wykonywaé ruch ¥ — dostaniemy

kolejnych N ustawien, réznych od

poprzednich. Kontynuujemy te procedure,
dopdki nie wygenerujemy w ten sposéb
wszystkich ustawien — za kazdym razem
powigkszamy grono zaobserwowanych o N
nowych, w zwiagzku z czym N musi by¢
dzielnikiem liczby wszystkich ustawien.

Grupa nazywamy zbiér G, w ktérym
okre$lone dwuargumentowe dzialanie

*: G X G — G jest laczne, posiada

element neutralny e i kazdy element x

posiada taki element Z (nazywany

odwrotnym), ze  * T = T * x = e. Wiecej
o grupach mozna przeczytaé w artykule

Joachima Jelisiejewa z |ATq.

po jej nazwie (np. R2). Dla uproszczenia zapisu bedziemy stosowaé notacje

potegowa na powtarzajace si¢ ruchy lub cale sekwencje, na przyktad sekwencja
RU powtérzona 6 razy moze zostaé zapisana jako (RU)S. Zaznaczmy ponadto,
ze sekwencje wykonujemy w kolejnoéci, w jakiej je czytamy — od lewej do prawe;j.

Permutacje i kostka Rubika. Na potrzeby dalszej czesci tekstu przyda nam
sie nazwa¢ konkretne pola wystepujace na $cianach kostki Rubika (kazda ma ich
dziewie¢). Nazwy beda jedno-, dwu- lub trzyliterowe, przy czym pierwsza litera
bedzie nazwa $ciany, na ktorej dane pole si¢ znajduje. Kolejne litery to nazwy
wszystkich $cian, z ktérymi dane pole sasiaduje (o ile nie mamy do czynienia

z polem centralnym). Przyjmijmy ponadto, ze pola narozne maja dwie rézne,
pelnoprawne nazwy (np. FUR i FRU). Dla odréznienia od nazw ruchéw i ich
uktadéw, nazwy pol nie bedg wykorzystywaly pogrubionej czcionki.

Kazdy z opisanych wczesniej ruchow odpowiada pewnej permutacji pol.
Przedstawienie tej permutacji jako zlozenia roztacznych cykli nazwiemy
postacia rozszerzong danego ruchu. Pomimo takiej nazwy pozwolimy sobie
na pewien skrot. Zauwazmy, ze jesli pole XY przechodzi na pole PQ, to pole YX
musi przejé¢ na pole QP. Podobnie, jedli XYZ przechodzi na PQR, to YZX

i ZXY przechodza na QRP i RPQ. Zatem cykle pél o dwuliterowych nazwach
moglibySmy polaczyé w pary, a cykle pdl o tréjliterowych nazwach — w trojki.
Dla zwigkszenia czytelnosci bedziemy wybiera¢ z nich po jednym reprezentancie.
Dla przyktadu rozwazmy R. Obrét ten w postaci rozszerzonej prezentuje sie

nastepujaco: (FRU URB BRD DRF) (FR UR BR DR).

W powyzszym zapisie celowo pominglismy zatem cykl (RF, RU, RB, RD) oraz
(RUF, RBU, RDB, RFD) i (UFR, BUR, DBR, FDR). Z postaci rozszerzonej
natychmiast wynika, ze jest to permutacja rzedu NWW (4,4) = 4, co nas

nie zaskakuje — czterokrotne wykonanie R faktycznie powoduje powrét do
konfiguracji wyjsciowej.

Zobaczmy to na jeszcze innym przykladzie — sekwencji RU. Postaé rozszerzona
tych dwéch obrotéw prezentuje sie nastepujaco:
(FR UF UL UB UR BR DR) (FUR URF RFU)

(FUL LUB BUR DBR FDR ULF UBL URB BRD DRF LFU BLU RBU RDB DFB).
Zgodnie z wiadomo$ciami z pierwszej czesci, rzad takiej permutacji jest réwny
NWW(7,3,15) = 105. Cierpliwy Czytelnik posiadajacy kostke Rubika moze
sprawdzi¢ na ulozonej kostce, ze wykonanie sekwencji RU 105 razy przywraca ja
do pozycji pierwotne;j.

Bazujac na powyzszych przyktadach, mozemy zadaé pytanie o istnienie
konkretnego rzedu permutacji wystepujacego na kostce. Mozna uzasadnié, ze
potencjalne rzedy muszg by¢ dzielnikami liczby wszystkich mozliwych ukladéw
(skrétowe wytlumaczenie na marginesie obok). Wyznaczenie tej liczby nie jest
zupelnie trywialne, nie jest tez jednak ekstremalnie trudne. Okazuje sie, ze
wszystkich mozliwych ustawien kostki jest

43 252 003 274 489 856 000 = 227 - 3% .53 .72. 11,
czyli ponad 43 tryliony mozliwoéci. Chociaz kazdy potencjalny rzad musi by¢
dzielnikiem powyzszej liczby, zaleznos¢ odwrotna nie jest prawdziwa — nie kazdy
dzielnik jest rzedem pewnego elementu. Okazuje si¢ jednak, ze dzielniki pierwsze
maja te wlasnosé, co jest tredcia wywodzacego sie z teorii grup twierdzenia
Cauchy’ego, ktére w pelnym brzmieniu przytaczamy ponizej:
Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli G jest skoriczong grupg z dzialaniem % i p jest
liczbg pierwszq bedgcq dzielnikiem rzedu grupy G, to w G istnieje element rzedu p.
Oznacza to, ze istnieje x € G taki, e xP =g *---xx =e oraz z* # e dla k < p.

P

Ruchy wykonywane na kostce Rubika tworza grupe, zatem zasadne jest
korzystanie z powyzszego twierdzenia, ktére prowadzi nas do nastepujacego
wniosku:

‘Wniosek. Na kostce Rubika istnieja permutacje rzedu 2,3,5,7,11.
Wskazemy teraz przyklady takich permutacji, oczywiscie sg one jednymi z wielu

mozliwych wystepujacych na kostce.
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/03/28/Grupa/

Permutacja rzedu 2 jest na przyklad obrét dowolnej
$ciany o 180°. Poniewaz rzad RU jest réwny 105,
rzedy permutacji (RU)?, (RU)?!, (RU)™ sa
odpowiednio réwne 3, 5, 7. Permutacja rzedu 7 jest
réowniez permutacja RU'F/U. Permutacja RL'F'U jest
rzedu 33, zatem permutacja (RL/F'U)3 jest rzedu 11,
a permutacja (RL/F'U)! jest rzedu 3.

Znana jest pelna lista mozliwych rzedéw sekwencji

na kostce Rubika. W kolejnoéci od najrzadszych do
najpopularniejszych (w sensie liczby permutacji o danym
rzedzie) sa to: 1, 11, 2, 3, 5, 7, 22, 4, 55, 110, 80, 15, 33,
14, 21, 1260, 9, 10, 35, 280, 28, 315, 44, 99, 720, 112, 6,
16, 495, 990, 77, 154, 45, 20, 165, 330, 140, 105, 504, 840,
336, 63, 8, 70, 231, 462, 630, 66; 240, 126, 18, 360, 132,
56, 252, 144, 42, 198, 48, 420, 168, 40, 210, 72, 84, 90,
120 30, 12, 180, 36, 24, 60.

Przygladajac si¢ powyzszemu ciagowi liczb, mozemy
dostrzec, ze najwiekszym rzedem permutacji jest 1260.

Jedna z wielu permutacji o takim rzedzie jest
(R F2 B’ U B'). Permutacja w postaci rozszerzonej
prezentuje si¢ nastepujaco:
(FU FD LU BR DR FL FR) (RU LB UR BL) (UB DB)
(FRU DLB BRD RBU LUB UFR BDL DBR URB BLU
RUF LBD RDB BUR UBL)
(LFU RFD LDF FUL FDR DFL ULF DRF FLD).

Rzedy cykli sa odpowiednio rowne: 7, 4, 2, 15, 9,

zatem rzad permutacji jest faktycznie réwny
NWW(7,4,2,15,9) = 1260. Nie jest to oczywiscie
jedyna permutacja o takim rzedzie — jest ich w ogdélnosci
doktadnie 51 490 480 088 678 400 (z drugiej strony jest
to permutacja o takim rzedzie wymagajaca najmniejszej
liczby ruchéw w sekwencji). Innym przykladem

jest (U F U’ D2 U2 R’); zach¢ecamy Czytelnika

do sprawdzenia tego faktu (oczywiscie w sposéb
teoretyczny, a nie empiryczny!).

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze odpowiedni

opis matematyczny pozwala czasem na wysnucie
wnioskow, ktére trudno jest uzyskaé¢ na drodze czysto
do$wiadczalnej. O ile wyznaczenie rzedu przez postaé
rozszerzong okazalo sie bardzo proste, to wykonanie
algorytmu 1260 razy moze by¢ bardzo uciazliwe, a jeden
btad moze catkowicie zniweczy¢ ,,reczne” sprawdzenie
rzedu. Zauwazmy jednoczednie, ze z artykulu wiemy
réwniez, ze dowolna sekwencja ruchéw powtarzana
dostatecznie wiele razy w koncu przywréci kostke

do pozycji utozonej, choéby nie wiadomo jak bardzo
Lwtrudna” byla to sekwencja.

Mamy nadziejg, ze po przeczytaniu tego artykutu kostka
Rubika skrywa nieco mniej tajemnic, niemniej jest to

w dalszym ciagu bardzo obszerny temat, do ktérego
zglebiania mocno zachecamy.

Przygotowal Dominik BUREK

m Zadania

M 1738. Danych jest 21 niezerowych liczb. Dla kazdej pary liczb obliczano
ich sume oraz iloczyn. Okazalo sie, ze polowa wszystkich sum jest dodatnia,

a polowa ujemna. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba dodatnich iloczynow?

Rozwigzanie na str. [I]

M 1739. Cieciwy AB i C'D okregu €2 przecinaja si¢ w punkcie E tak, ze

AD = AE = EB. Niech F bedzie punktem na odcinku CE takim, ze ED = CF.
Dwusieczna kata AFC przecina tuk DAC okregu € w punkcie P. Udowodnié, ze
punkty A, E, F'i P leza na jednym okregu.

Rozwiazanie na str. [0]

M 1740. Dana jest liczba calkowita dodatnia n, ktéra jest rowna sumie k£ > 3
swoich dzielnikéw (parami réznych). Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem
pierwszym liczby n. Uzasadnié, ze

Rozwiazanie na str. [I9]

1 1 1
-t — ..+ ———21
p p+1 p+k—1

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

Uap =07

Rozwiazanie na str.

F 1067. Jaki warunek musza spelniaé¢ pojemnosci Cq, Co, C3 i Cy w obwodzie
przedstawionym na rysunku, zeby napiecie miedzy punktami A i B wynosito

F 1068. Dtugi, cienki, poziomy przewdd jest réwnomiernie natadowany
=l tadunkiem A na jednostke dtugosci. Przewdd znajduje sie na wysokosci h

nad powierzchnig ziemi. Ile wynosi powierzchniowa gestos¢ tadunku, o, na
powierzchni ziemi w odleglosci x od prostej otrzymanej jako pionowy rzut
przewodu na powierzchnie ziemi?

Wskazéwka: powierzchni¢ ziemi nalezy traktowac jak powierzchnie przewodnika.

Rozwigzanie na str.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW;
Instytut Matematyczny PAN

a

Rys. 1. Diagram opisujacy butelk¢ Kleina
przez sklejenie a z a oraz b z b

Y

Rys. 2. Pogladowa (nieco ulomna)
ilustracja butelki Kleina. Nieszczelnos$é
takiej butelki pokazuje filmik How to fill
a Klein bottle dostepny na kanale
Numberphile:

youtu.be/dfhiVaJjoUyY

a

Rys. 3. Diagram opisujacy torus przez
sklejenie

Podana definicja zostala przyjeta jedynie
na potrzeby niniejszego artykutu, a nie
jest terminem zaczerpnietym z fachowej
literatury. Zdecydowanie nie jest tez
jedyng mozliwg definicjg i zach¢cam
Czytelnika do zbadania innych — by¢
moze bardziej naturalnych — mozliwosci.

Z butelki Kleina i Salomon nie naleje?
Michat MISKIEWICZ*

Butelka Kleina to bardzo dziwna butelka. Otrzymuje sie ja poprzez sklejenie
bokéw kwadratu z rysunku 1 zgodnie ze strzatkami. Dla topologa opis taki
bedzie wystarczajacy — domys$li sie on, ze przez sklejenie rozumiemy tu
abstrakcyjna operacje utozsamienia odpowiednich par punktéw — ale dla
lepszego obrazu sytuacji przesledzmy krok po kroku, jak takie sklejanie mogloby
wyglada¢. Korzystajac z trzeciego wymiaru, mozemy wygiaé¢ kwadrat i sklei¢
strzalki a, otrzymujac powierzchnie boczng walca. Deformujac material jeszcze
bardziej, mozemy zgia¢ walec niczym podkowe, by zblizy¢ jego podstawy do
siebie i... przekonaé sie, ze strzalki b wskazuja w zla strone!

Znana ilustracja z rysunku 2 prezentuje jedno z rozwiazan tego problemu.

Zeby zetknaé strzalki b w zgodzie z zadang orientacja, wycinamy maly otwoér
w walcu, a nastepnie jedna z czesci podkowy przeprowadzamy przez ten otwoér
na spotkanie drugiej czesci, niejako od srodka. W ten sposéb strzalki b spotkaja
sie w prawidtowy sposéb.

Warto samodzielnie wykonaé eksperyment myslowy: co stanie sie, gdy
napelnimy butelke Kleina woda? Czy bedzie ona szczelnie zamknieta?
A najlepiej zaczaé od refleksji: co to znaczy, ze woda znajduje sie¢ we
wnetrzu butelki Kleina?

Patrzac na rysunek 2, mozna zauwazy¢é, ze wode umieszczona w baniastej czesci
butelki tatwo wyla¢, odpowiednio obracajac cala butelke. Jest to zwiazane

z jednostronnos$cig butelki Kleina. Cecha ta — wspélna ze znana szerzej wstegq
Mébiusa — oznacza, ze mala kulke umieszczona na powierzchni zawsze mozemy
przetoczy¢ tak, by znalazta sie¢ w tym samym miejscu powierzchni, ale po drugiej
stronie.

Przypomnijmy jednak, ze nasza ilustracja nie przedstawia prawdziwej

butelki Kleina, a jedynie butelke z wycieta dziura, co ttumaczy zauwazong
nieszczelnosé. Dziure te mozemy zalataé, na powrét dodajac brakujacy dysk.
Otrzymana powierzchnia ma wtedy samoprzeciecie. Jest to tzw. immersja
butelki Kleina i dobrze oddaje jej geometrig, jesli tylko bedziemy pamietali, ze
samoprzeciecie jest tylko cecha naszej ilustracji, a sama butelka tego przeciecia
nie ma. Pozostaje jednak problem jednostronnosci i wydaje sie on skutecznie
uniemozliwia¢ wyrdznienie wnetrza i zewnetrza butelki.

A z czego da sie nalaé? Zeby lepiej zrozumieé, gdzie lezy problem, wskazmy
pewne przyklady pozytywne. Problemu ze szczelno$cig nie ma na przyklad sfera.
Przedmioty umieszczone wewnatrz niej — czyli w kuli — nie wydostang si¢ na
zewnatrz.

Szczelny jest tez bliski kuzyn butelki Kleina — torus — zdefiniowany jako
kwadrat sklejony zgodnie z diagramem pokazanym na rysunku 3. Kiedy
przystepujemy do przestrzennego sklejania, nie napotykamy na problem
niezgodnodci i otrzymujemy znajomy ksztalt detki rowerowej. Przyktadowym
opisem tego ksztaltu w R? bedzie zbiér punktéw

{(m,y,z) ER?: (m—2)2+z2:1}.

Podobnie jak dla sfery, latwo znajdujemy jego wypelnienie — jest to
zbior opisany ta sama formula, tylko z réwnoscia = zamieniona na znak
nieréwnosci <.

Dotychczasowa opowie$é o szczelnosci jest niescista, wiec moze sie wydawac
jalowa. Zeby tego uniknaé, na podstawie powyzszych trzech przyktadéw
zaproponuje nastepujacg definicje wypelnienia powierzchni:

Definicja. Uméwimy sie, ze powierzchnie S da sie wypelnié, jesli istnieje figura
trojwymiarowa M, dla ktorej brzegiem jest powierzchnia S.
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Rys. 4. Przyklady opiséw sklejen, ktére
nie zadaja powierzchni zgodnie
z definicja:

1) walec ma niesparowane krawedzie
(nalezace do tylko jednego wielokata),

2) trgbka Borsuka ma krawedzie nalezace
do trzech wielokatéw,

3) bukiet dwdch sfer ma wierzcholtek
nalezacy do sze$ciu wielokatéw, ktére
jednak nie sa kolejno polaczone
krawedziami (za to ukladajg si¢ w dwa
cykle)

.Y
O

Rys. 5. Tréjwymiarowe diagramy
opisujace, odpowiednio, wypelnienie
torusa oraz butelki Kleina

a

Rys. 6. Plaszczyzna rzutowa — trzecia
mozliwosé sklejenia kwadratu
w zamknigtg powierzchnieg

Od razu wyjasnijmy kilka terminologicznych niejasnodci:

« Jako powierzchnie S dopuszczamy nie tylko powierzchnie w R3, ale kazda
powierzchnie opisana przez sklejenie pewnej liczby wielokatéw, o ile po
sklejeniu kazda krawedz jest wspélna dla dokladnie dwdch wielokatéw,

a kazdy wierzchotek nalezy do pewnej liczby wielokatéw kolejno potaczonych
krawedziami (warunki te wykluczaja istnienie brzegu oraz rézne niepozadane
osobliwosci).

e Podobnie, za dopuszczalng figure tréjwymiarowa M uznamy efekt sklejenia
pewnej liczby wielo$ciandw, przy czym ponownie wymagamy, by przepis ten
wykluczal osobliwosci.

e Dopuszczamy jednak, ze niektore $ciany w opisie sklejenia M nie sg
sklejone z zadng inng $ciana. Powierzchnie opisang przez sklejenie samych
niesparowanych $cian (z pominigciem reszty) bedziemy nazywaé brzegiem M.
W definicji zadamy, by brzeg ten byl tozsamy z powierzchniag S.

e Nie Zgdamy, by sklejenie bylo fizycznie wykonalne w przestrzeni
tréojwymiarowej; dopuszczamy wiec w szczegolnosci butelke Kleina jako
prawidlowo okreslong powierzchnie.

A jednak sie da! W swietle przyjetej definicji da sie znalezé wnetrze dla
butelki Kleina. Zacznijmy jednak od przyktadéw.

Figura o brzegu bedacym sfera jest na przyklad pojedyncza kostka jednostkowa
(szescian) [0,1]3, bez potrzeby sklejania. Brzegiem jest tutaj oczywidcie
powierzchnia szeécianu, jednak jesli przyjmiemy — tak jak do tej pory —
tolerancyjne podejsécie do deformowania powierzchni, to po pewnym
napompowaniu otrzymamy sfere.

W przypadku torusa mozliwo$é wypelnienia mozna zauwazy¢ juz na etapie
sklejania, gdy mamy do czynienia z walcem; walec ma przeciez wypelnienie!
Rozwazmy wiec znowu kostke [0, 1] (po napompowaniu odpowiadajaca pelnemu
walcowi), jednak tym razem ze sklejonymi dwiema przeciwleglymi $cianami

jak na rysunku 5. Jest to przyklad figury, o jakiej mowa w definicji. A brzeg?
Niesparowane $ciany po dokonaniu sklejenia (przepis nakazuje sklejenie dwéch
zamknietych lamanych) tworza torus.

Z tej perspektywy nie jest trudno znalezé wypelnienie rowniez dla butelki
Kleina — wystarczy na poprzednim diagramie zmodyfikowac¢ przepis sklejania
przeciwleglych Scian. Zachecam do samodzielnego przekonania sig, ze otrzymany
przepis nie powoduje powstania osobliwosci, a sklejenie brzegu daje wtasnie
butelke Kleina.

7 wielu mozliwych refleksji, jakie pociaga za sobg zarysowane wyzej
abstrakcyjne spojrzenie, chcialbym wyrézni¢ jedna. Mianowicie réwniez
jednostronno$é¢ nie jest cechg powierzchni, a jedynie jej przestrzennej
reprezentacji. Przykladem tego jest butelka Kleina, ale prostszy przyktad
mozna zauwazy¢ juz wymiar nizej. Ot6z kazdy okrag na plaszczyznie ma dwie
strony (po jednej z nich jest kolo), ale juz okrag poprowadzony wzdluz wstegi
Moébiusa ma tylko jedna, o czym tatwo sie przekonaé, rozcinajac wstege Mobiusa
wzdluz takiej krzywej na dwa kawalki (no wtasnie! czy na pewno dwa?). Moze
to naprowadzi¢ Czytelnika na stuszny trop taczacy jednostronnos$é powierzchni
z orientowalnoscia zaréwno jej samej, jak i otaczajacej przestrzeni.

Ciag dalszy. Wielu Czytelnikow Delty zna jeszcze jednego kuzyna butelki
Kleina i torusa — plaszczyzne rzutowa. Niestety, plaszczyzna rzutowa
wypelnienia nie posiada.

Po poznaniu tylu pozytywnych przykladéw ta negatywna odpowiedz moze
zaskakiwac¢. Tym bardziej, ze jak mielibyémy wykazaé niemozliwos¢ znalezienia
wnetrza? Wszak mozliwych przepiséw sklejen jest nieskonczenie wiele.
Czytelnik odpowiednio do$wiadczony zapewne przeczuwa, ze odegra tu role
pewien niezmiennik. I stusznie! Bedzie nim charakterystyka Eulera. Nie
wnikajac w szczegdly, dla powierzchni zlozonej z F' wielokatéw, E krawedzi

i V wierzcholkow jest to liczba x =V — E + F'; okazuje sie, ze nie zalezy ona
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X (sfera) = 2
x(torus) =0
x(but. Kleina) = 0
x(pl. rzut.) =1
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Rys. 1. Kwadrat tacinski o wymiarze 3.
Elementy nie powtarzaja si¢ w zadnym
wierszu ani kolumnie

@

Rozwigzanie zadania M 1739.
Poniewaz AED jest tréjkatem
réwnoramiennym, to BCE jest réwniez
réwnoramienny. Wobec tego

DF =CE =CB i xADF = ¥xEBC,
ponadto AD = BE, skad AFD jest
przystajacy do tréjkata rownoramiennego
BCE. Wobec tego PF || AD, zatem
*XPFD = 180° — XADF = ¥ AEF, czyli
AFE i PF s symetryczne wzgledem
symetralnej odcinka F'E, bedacego
$rednicg Q2. Zatem P i A sg réwniez
symetryczne wzgledem tej Srednicy,

a stad czworokat AEF P jest trapezem
réwnoramiennym — w szczegélnosci mozna
na nim opisa¢ okrag.

od wybranego podziatu powierzchni na wielokaty, i wtasnie dlatego nazywamy
ja niezmiennikiem. Charakterystyki Fulera interesujacych nas powierzchni
podalem na marginesie — polecam wyliczy¢ je samodzielnie. Plaszczyzna
rzutowa wyrdznia sie na naszej liScie tym, ze jej charakterystyka jest nieparzysta.
Pozostaje nam wiec przekonaé sie, ze:

Twierdzenie. Jesli powierzchnie S da sie wypelnié, to jej charakterystyka
Eulera x(S) jest liczbg parzystq.

Twierdzenie to nie jest latwe. Zachecam wiec Czytelnika do samodzielnego
zbadania wybranych przypadkéw, a pelny dowdéd bedzie mozna przeczytaé¢ juz
za miesiac.

Kwadraty magiczne oraz kwadraty grecko-tacinskie zna kazdy Czytelnik
Lilavaty \| oraz Sladami Pitagorasa . Takie obiekty sa z jednej strony
wdziecznym przedmiotem rozwazan matematyki rozrywkowej, ale tez powiazane
sa z istotnymi problemami kombinatorycznymi, jak réwniez utatwiaja optymalne
planowanie eksperymentow.

Rozwazmy konstrukcje znang co najmniej od XIII wieku , kwadrat lacinski.
Jest to tablica o wymiarze d na d, wypelniona d elementami (np. literami
alfabetu lacinskiego) w ten sposéb, ze elementy nie powtarzaja sie w zadnym
wierszu ani kolumnie. Przyklad wymiaru 3 przedstawia rysunek 1. Przyklad
ten stworzony zostal z pierwszego wiersza (A, B, C) poprzez translacje — drugi
wiersz przesuwamy o jeden, otrzymujac (B, C, A). Z kolei trzeci wiersz jest
przesuniety o dwa elementy, (C, A, B). Nietrudno zauwazyé, ze konstrukcja
poprzez translacje ma swoje uogolnienie na kwadrat o dowolnym wymiarze d,
co dowodzi, ze kwadraty laciniskie istnieja dla dowolnego d.

Oczywiscie kiedy zamienimy litery na dowolne inne symbole, nowy kwadrat
taciniski nie bedzie si¢ r6znit od wyjsciowego (mozna powiedzied, ze sa w tej
samej klasie réwnowaznosci ze wzgledu na zamiane symboli), jak w przykladzie
na rysunku 2, gdzie uzyjemy symboli stosowanych w kartach do gry.

Czy jednak wszystkie kwadraty tacinskie o danym wymiarze sa takie same

i naleza do tej samej klasy réwnowaznosci? Odpowiedz brzmi: nie! Skoro tak,

to ktore kwadraty sa od siebie najbardziej rézne? By odpowiedzie¢ na to pytanie,
najprosciej dodac je do siebie, dolaczajac greckie litery dla odrdznienia kolejnosci
kwadratéw.

Zacznijmy od dwoch takich kwadratéw, ktére z cala pewnoscia nie sa rézne,
poniewaz drugi powstaje z pierwszego poprzez zastapienie liter tacinskich
greckimi.

Aa | B3 | Cy AV | Ko | Q¢
B | Cy | Aa = K& | Q¢ | AY
Cy | Aa | BB Q¢ | AV | Ko

Rys. 2. Po lewej stronie réwnosci: dwa identyczne, dodane do siebie kwadraty laciniskie o wymiarze 3,
gdzie w drugim kwadracie zamieniliSmy litery tacinskie na greckie: A — a, B — g oraz C — ~.

Po prawej stronie: rownowazny uktad, w ktérym role liter lacinskich przyjely figury karciane, a litery
greckie zastgpiono symbolami koloréw. Zauwazmy, ze kazda figura wystepuje zawsze w tym samym
kolorze

Kazdy element na rysunku 2 jest para liter — mozliwosci stworzenia réznych par
jest 3 x 3 = 9. Skoro jednak dodawalidémy takie same kwadraty tacinskie, to w tym
przykladzie wystepuja tylko 3 rézne: Aa, BB i Cr.
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Co ciekawe, kwadraty grecko-tacinskie sa
powiazane z innymi popularnymi
obiektami matematyki rozrywkowej —
kwadratami magicznymi (w ktérych
kazdy wiersz i kolumna sumuje si¢ do
statej wartosci). Leonhard Euler
zauwazyl, ze zamieniajac pare (a, b)

z kwadratu grecko-tacinskiego

o rozmiarze d na liczbe ad + b+ 1,
dostajemy kwadrat magiczny.
Czytelnikowi mozna nawet pozostawié
sprawdzenie obserwacji Eulera dla
dowolnego d. Nie jest to trudne,

a pozwala lepiej zrozumieé, czym jest
kwadrat grecko-taciniski. Ponizej przyktad
tej konstrukcji dla kwadratu magicznego
o sumie 27:

@ | @2 | 33
23 | 61 | 1,2
32) | 1,3 | @1
1
5 [ 9 [ 13
10|11 6
12 7 |8

‘Wedtlug legendy problem zostat
sformulowany w nawigzaniu do rozkazu
dotyczacego ustawienia 36 oficeréw

z szeSciu rodzajéw silt zbrojnych, kazdy
reprezentowany przez sze$ciu oficeréw
réznego stopnia, przed dworem carycy
Katarzyny w Petersburgu.

Wektory opisujace stany kwantowe,
podobnie jak te znane ze szkoly, moga
by¢ do siebie prostopadte, czyli
ortogonalne. Wtedy sa perfekcyjnie
rozréznialne — jednak w fizyce kwantowej
czesto dysponujemy stanami
nieortogonalnymi, a wéwczas nie ma
do$wiadczenia, ktore jest w stanie je
zawsze odréznié!

Stan kwantowy to narzedzie
matematyczne pozwalajace obliczaé
prawdopodobienstwo uzyskania danego
wyniku w pomiarze kwantowym.

W najprostszym przypadku to
znormalizowany wektor |1) w przestrzeni
zespolonej, okredlony z dokladnoscia do
fazy. W notacji Diraca ta relacja
réwnowaznosci przyjmuje postac

e'? |¥) o |¥), a warunek normalizacji to
(¢]¢) = 1. Inaczej méwiac, umawiamy sie,
ze dwa niezerowe wektory, ktore sa do
siebie proporcjonalne, opisuja ten sam
stan. Wymiar przestrzeni odpowiada
liczbie rozréznialnych wynikéw pomiaru
i wynosi d = 2 dla rzutu moneta (dwie
strony monety) oraz d = 6 dla rzutu
kostka (sze$¢ $cianek kostki).

W przypadku kubitu (bit kwantowy) —
czyli dla d = 2 — stany kwantowe tworza
zbiér zwany Sferq Blocha. Poniewaz
stanowi kwantowemu odpowiada kierunek
w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej,
to zbidr stanéw kwantowych jest zbiorem

kierunkéw, ktéry okazuje si¢ witasnie sfera.

Stan reprezentujacy punkt na sferze
Blocha jest dany przez

|[¢) = (cos %,sin ge“"), gdzie kat polarny
9 € [0, 7], a kat biegunowy ¢ € [0, 27).

Ao | BB | Cy AY | K& | Q¢ LD | (22 | 3.3)
By [Ca|AB| = |Ke | Qv |Ae| = | (23) |31 (12
CB | Ay | Ba Qa | Aé | K¥ (32) | (1,3) | (2,1)

Rys. 3. Przyktad kwadratu grecko-ltaciniskiego w wymiarze 3. Zauwazmy, ze w Srodkowym kwadracie
kazda figura wystepuje w innym (karcianym) kolorze. Zamiast dwéch liter mozemy takze uzywadé
dwéch cyfr — w nawiasach, by uniknaé¢ nieporozumiein (A ia —1; Bi B8 —2; Ci~vy — 3)

W zwiazku z tym mozemy wprowadzi¢ miare rozréznialnosci dwoch kwadratéw
tacinskich rozmiaru d jako liczbe réznych par w tablicy utworzonej jako ich
suma. Jesli par jest d, to kwadraty byly identyczne (nalezaly do tej samej

klasy réwnowaznosci). Drugi ekstremalny przypadek nazywamy kwadratem
grecko-lacinskim, gdy zawiera d? réznych par.

W przeciwienstwie do kwadratéw tacinskich kwadraty grecko-lacinskie nie
istnieja dla kazdego wymiaru d. Najprostszym przykladem jest d = 2. Czytelnik
szybko zauwazy, ze nie da sie skonstruowaé tablicy 2 x 2 ztozonej ze wszystkich
par Aa, AB, Ba i BB w ten sposob, aby zadna litera, zaréwno grecka, jak

i tacinska, nie powtarzala si¢ w wierszach ani w kolumnach.

Rozpatrujac wieksze wymiary d, da sie skonstruowaé kwadraty grecko-tacinskie
dla liczb nieparzystych oraz parzystych podzielnych przez 4. Pierwsza liczba,
ktorej nie da sie zakwalifikowaé do zadnego z tych zbioréw, jest d = 6,
odpowiadajace stynnemu problemowi Eulera:

36 oficerow z 6 oddziatow, z ktorych kazdy sklada sie z Zolnierzy 6 réinych
stopni, ustaw w kwadrat w ten sposob, by we wszystkich wierszach i kolumnach
wystepowali oficerowie kazdego stopnia i oddzialu.

Jak nietrudno zobaczyé¢, w jezyku kombinatoryki jest to dokladnie problem
znalezienia kwadratu grecko-tacinskiego o wymiarze d = 6. Leonhard Euler byt
pierwszym, ktéry zauwazyl ze wlasnie dla d = 6 jest niezwykle ciezko znalezé
odpowiedni kwadrat grecko-tacinski, gdyz proste metody nie dzialaly. Sadzac, ze
podobne problemy wystapia dla niektérych, wyzszych wymiaréw, w 1779 roku
sformutowatl hipoteze, ze nie istniejg kwadraty grecko-lacinskie dla wymiaréow

d = 4k + 2, gdzie k jest liczba naturalna [4].

Mimo iz Euler byl bez watpienia jednym z najwybitniejszych matematykdw
wszech czaséw, nie udato mu sie¢ udowodnié tej hipotezy. Zawito$é¢ problemu
sprawita, ze dopiero 121 lat péZniej francuski matematyk-amator Gaston Tarry
zdotal udowodnié¢ nieistnienie kwadratéw grecko-taciniskich o wymiarze d = 6,
potwierdzajac hipoteze Eulera w kolejnym przypadku (po d = 2). Wyczyn ten
na tyle zaimponowal matematykom, ze zaproponowano mu cztonkostwo we
Francuskiej Akademii Nauk.

W roku 1959, do$¢ niespodziewanie, R.C. Bose, S.S. Shrikhande i E.T. Parker
udowodnili, iz w kazdym wymiarze d = 4k 4+ 2 > 10 da sie znalezé kwadrat
grecko-tacinski [5]. Oznacza to, ze jedynymi wymiarami, dla ktérych taka
konstrukcja nie jest wykonywalna, sa d =21id = 6.

Podejscie kwantowe. Gdziez tu jest fizyka? Jak sie okazuje, fizyka kwantowa
czesto korzysta ze zdobyczy kombinatoryki. Ale po kolei, zacznijmy od ukladéw
klasycznych. . .

Jeden bit (binary unit) informacji mozemy przedstawié¢ jako wektor znajdujacy
sie w jednym z dwdch polozen: ,0” (,w goére”) lub 17 (,w d6l”), podobnie jak
podrzucona moneta, ktéra moze upasé jedynie ortem lub reszks do gory, albo
prad w przewodniku, ktory ptynie lub nie. Te dwa stany da sie zawsze od siebie
rozréznic.

Natomiast w teorii kwantowej dozwolone sa wszystkie stany superpozycji;
znany kot Schrédingera moze by¢ troche martwy, a troche zywy. Bardziej

$cisle — stany uktadu dwupoziomowego odpowiadaja dowolnemu punktowi sfery,
zwanej sfera Blocha. Dwa stany kwantowe sa rozréznialne, gdy opisujace je
wektory w pewnej zespolonej przestrzeni sa ortogonalne (wigcej na marginesie).
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Splatanie kwantowe to szczegdlny typ
korelacji pomiedzy podukladami, a jego
miarg moze by¢ niepelnosé informacji

o poduktladzie, gdy znany jest stan calego
uktadu.

Stany maksymalnie splatane dwéch
kubitéw to takie, w ktérych pomiar
pojedynczego kubitu daje wynik losowy
niezaleznie od pomiaru, ale jednoczesnie
okresla wynik pomiaru drugiego kubitu.
Przykladem stanu maksymalnie
splatanego jest stan Bella \}5(|00> +]11)),
gdzie pierwsza cyfra oznacza stan
pierwszego kubitu, a druga cyfra drugiego
poduktadu.

Rys. 5. Wykonujac operacje na

4 kwantowych podukladach o szesciu
poziomach (odpowiednikach klasycznych
kosci), mozna utworzy¢ silnie splatany
stan AME opisany w tym artykule.
Przygotowujac uklad w takim stanie
splatanym i wykonujac pomiar na
dowolnie wybranej parze kosci, mozna
jednoznacznie okresli¢ wyniki uzyskane
dla pozostatej pary. Stworzenie
analogicznego ukladu czterech
klasycznych koéci do gry jest niemozliwe,
gdyz nie istnieje rozwigzanie problemu
36 oficerow Eulera — kwadrat
grecko-taciriski o wymiarze d = 6

Jak wiemy z rozwazan dotyczacych
kubitu, dwa stany superpozycji tez moga
by¢ rozréznialne, o ile sg ortogonalne, np.
la) = 2=(10) +11)) i 18) = (10 — 1)),
gdyz

1 1
() = E(@I + (H)E(I@ - 1) =

1 1
= 2 ((010) = (1) = 71 = 1) =0,

gdzie skorzystaliSmy z ortogonalnosci
stanéw |0) i |1).

Takiej parze odpowiada para réznych stanéw klasycznych, na przyklad dwa
wektory wodzace skierowane w gére i w dét.

Superpozycja nie jest jedyna niezwykla wlasnoscia uktadéow kwantowych.
Szczegolnie ciekawym aspektem sa réwniez nielokalne korelacje, zwane tez
splgtaniem kwantowym. Mdéwiac krotko, splatanie dwoch poduktadéw oznacza,
ze wykonanie operacji na jednym jest w stanie zmieni¢ drugi — a wszystko to
natychmiast, bez przestania klasycznej informacji! Splatanie wieloczastkowe
jest jeszcze bardziej intrygujacym zjawiskiem, gdyz w wypadku kwantowych
korelacji pomiedzy np. czterema poduktadami (moga to byé cztery laboratoria,
kazde posiadajace jeden kubit) nie istnieje porzedek splatania wsréd stanéw.
Oznacza to, ze potrafimy powiedzie¢, czy stan jest splatany, czy nie, ale nie
zawsze potrafimy powiedzie¢, ktéry z dwoch konkretnych stanéw jest bardziej
splatany (inaczej niz dla dwéch podukladéw, gdzie zawsze potrafimy poréwnad
stopienl splatania stanéw).

Mimo to korzystajac ze splatania dwuczastkowego, mozna zdefiniowaé stany,
ktore sa najbardziej splatane takze w przypadku wiekszej liczby podukladéw.
Stan AME (absolutely maximally entangled) jest maksymalnie splatany przy
kazdym symetrycznym podziale uktadu czteroczastkowego, jak pokazano
w tabeli na rysunku 4.

i il i il i il

il iv i iv i iv

Rys. 4. Dysponujac czterema laboratoriami: i, ii, iii oraz iv, mozna je réwno podzieli¢ na trzy
sposoby — obie czeéci wyréznione kolorem tla. Stan jest AME, jesli bedzie maksymalnie splatany
przy kazdym z tych dwuczastkowych podzialéw

Stany AME indeksowane sa dwoma parametrami: liczba poduktadéw N oraz
lokalnym wymiarem d kazdego z podukiadéw. Istnienie stanu AME o zadanych
parametrach IV i d jest dalece nietrywialnym problemem, ciekawym z punktu
widzenia fizyki teoretycznej oraz teorii informacji kwantowe;j.

Platanie kombinatoryczne. Co ciekawe, dysponujac kwadratem
grecko-tacinskim, mozemy skonstruowaé¢ stan AME dla uktadu skiadajacego
sig¢ z czterech laboratoriow. Rozmiar kwadratu grecko-tacinskiego d odpowiada
lokalnemu wymiarowi stanu AME, innymi slowy liczbie mozliwych wynikéw
pomiaru w jednym laboratorium. Kazda komérka kwadratu grecko-tacinskiego
koduje wyniki pomiaréw w czterech laboratoriach, poniewaz komoérka

zawiera informacje¢ o czterech parametrach: numer kolumny, numer wiersza,
litera lacinska, litera grecka. Jedli ustalimy dowolne dwa z tych parametréow
(np. numery kolumny i wiersza), to warto$¢ pozostatych dwéch (np. para liter)
jest juz wyznaczona jednoznacznie (bo kazda para liter wystepuje dokladnie
jeden raz).

Jednak kwadraty grecko-tacinskie nie istnieja przeciez w kazdym rozmiarze!
Poniewaz takie konfiguracje nie istnieja dla wymiaréw d = 2 oraz 6, nie da

sie w taki sposéb skonstruowaé¢ stanu AME dla ukladu 4 czastek, kazda

z d poziomami. Co wiecej, w roku 2000 pokazano, ze nie ma takze innej
konstrukeji stanu AME czterech kubitéw [6] (czyli d = 2), natomiast przypadek
d = 6 pozostawal otwarty.

Dopiero w roku 2022 skonstruowano taki stan AME, odpowiadajacy rozwiazaniu
kwantowe]j wersji zagadnienia 36 oficerow Eulera — Dociekliwego Czytelnika
odsytamy do kolorowych rysunkéw zdobiacych prace .

Do czego taki stan moze si¢ przydac¢? Jak wiadomo, mechanika kwantowa
pozwala na uzyskanie niecodziennych efektéw — teleportacja kwantowa,
kodowanie supergeste i wiele innych. Wiekszos¢ z nich wykorzystuje kwantowe
splatanie, co pozwala nam praktycznie zastosowaé znaleziony stan AME (rys. 5).

36 splatanych oficeréw. Jednak nie tylko kombinatoryka ma wplyw na fizyke

— oddziatywanie zachodzi takze w druga strone. Przytoczony stan maksymalnie

splatany pozwala na konstrukcje kwantowego kwadratu grecko-tacinskiego
o wymiarze 6. Jak to mozliwe, skoro kwadraty grecko-tacinskie nie istnieja?
Ot6z, jak to zwykle bywa w matematyce, wszystko zalezy od zalozen.
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Dla Czytelnika Zorientowanego
Matematycznie: klasyczny kwadrat
grecko-tacinski w rozmiarze d jest
réwnowazny macierzy permutacji

(o odpowiednich wlasnosciach)

w wymiarze d2, za$ kwantowe kwadraty
grecko-tacinskie pozwalajg na
wykorzystanie macierzy unitarnych

(o tych samych wlasno$ciach). Nietrudno
zauwazyc¢, ze skoro macierze permutacji
sg podzbiorem macierzy unitarnych, to
kazdy klasyczny kwadrat jest szczegdlnym
przyktadem kwadratu kwantowego.

Zasady konstrukcji kwadratu grecko-tacinskiego rozwazane przez Eulera
wymagaja, by kazdy element w wierszu (kolumnie) byt rézny na obu miejscach.
W jezyku informatyki oznacza to, ze informacje zawarte w elementach pozwalaja
je odrézni¢ idealnie — wynik pomiaru wyznacza miejsce. Te zasade mozemy
uogolni¢ na przypadek kwantowy, dzieki czemu superpozycje stanéw bazowych
{|#)} tez moga by¢ perfekcyjnie rozréznione.

Ostatecznie, mozna zdefiniowaé¢ kwantowy kwadrat grecko-tacinski o wymiarze 6,
ktory jest odpowiednikiem wczesniej opisanego stanu absolutnie maksymalnie
splatanego. Uogolniony problem Eulera ma wigc rozwigzanie, w przeciwienstwie

do jego klasycznej wersji. Dochodzimy zatem do wniosku, ze w celu wlasciwego
ustawienia na paradzie w Petersburgu rosyjscy oficerowie musza by¢ splgtani
(nie myli¢ z medycznym splataniem, czyli typem zaburzenia swiadomosci).
Nieprzekonanym Czytelnikom polecamy probe uzupelnienia kwadratu na

rysunku 6.
AV | Ko [ Q& | Jo | 10| 9%
O | 10¢ | K& | A% | Q& | ¥

10a | 9v | A¢ | K& | J¥* | 0%

Qe | J& |10% | 9 | Kv | A

Rys. 6. Niepelny kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6 utworzony
przy uzyciu zestawu kart rozszerzonego o dwa dodatkowe kolory: €

oraz *. Dwie cechy charakteryzuja kazdego oficera: symbol oraz kolor.

Czytelnik zechce sprawdzié, czy mozna tak uzupeinié¢ powyzsza tabele,
aby w zadnym wierszu ani kolumnie nie powtarzal si¢ zaden symbol
{A, K, Q, J, 10, 9} ani kolor {¥, ¢, & & ¢ X} oraz aby zadne dwa
pola nie zawieraly takiej samej pary symboli
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Rys. 7. Pelny kwantowy kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6 —
reprezentacja stanu AME.

Stan AME mozna zapisa¢ jako superpozycje stanéw bazy (a wigc
oficeré6w). Wklad kazdego z nich jest dany poprzez liczbe zespolona,
ktéra charakteryzuje si¢ amplitudg i faza (czyli modutem

i argumentem liczby zespolonej). Wielko$é liter na rysunku obrazuje
amplitude: od najwickszego (duzy symbol) poprzez $redni (symbol

z kreska gérna) do najmniejszego (maly symbol). Faz¢ pominigto dla
czytelnosci. W odréznieniu od klasycznego kwadratu ten przyktad
zawiera stan superpozycji dwoéch lub czterech oficeréw w kazdym
elemencie kwadratu. Oznacza to, ze dopuszczamy splatanie w domenie
symboli lub koloréw. Wigcej szczegdéléw mozna znalezé w

Podsumowujac: matematyka rozrywkowa prowadzi do
odkrywania nietrywialnych probleméw. Te za$ mozna
sprobowaé alternatywnie rozwiazac, wykorzystujac
uogolnienie, tak jak kwantowe kwadraty grecko-tacinskie
s rozszerzeniem klasycznych.

Rozwiazanie kwantowej wersji problemu Eulera
znaleziono 121 lat po dowodzie Tarry’ego, ze nie istnieje
klasyczny kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6.

A w chwili sformutowania tego dowodu hipoteza Eulera
o jego nieistnieniu rowniez miata 121 lat, co pokazuje
ztozonosé obu zagadnien.

Znaleziony stan maksymalnie splatany jest ciekawy
takze z punktu widzenia testowania przysztych
komputeréw kwantowych. Urzadzenia te, aby byly
rzeczywiscie skuteczne, musza by¢ w stanie tworzy¢
stany wysoce nieklasyczne — nie ma zas lepszych na to
kandydatéw niz stany maksymalnie splatane. Otwarte
pozostaje pytanie, jak szybko zobaczymy implementacje
tych abstrakcji matematycznych w domu zwyklego
Kowalskiego, na prawdziwej maszynie kwantowe;j. . .
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Swoje wyniki Galton opublikowat

w artykule ,Vox Populi”, Nature,

7 marca 1907 roku. Srednia z oddanych
gloséw byla doktadng waga. Wydaje sig,
ze Galton wybral mediane ze wzgledu na
prostsze rachunki. Wigcej o analizie
Galtona: |,,Revisiting Francis Galton’s
forecasting competition”, Statistical
Science 29(3), 420-424, 2014.

Wybér wartosci {—1, 1} okaze sie
przydatny juz za chwile. Czesto uzywa sie
tez {0, 1} lub {TAK, NIE}. Zauwazmy, ze
przybliza to wiele naturalnych probleméw:
Sprzedaé czy kupié¢ akcje? Bedzie padaé
czy nie? Wybory wygraja demokraci czy
republikanie?

Dla przyktadu niech X = {1,...,7},

a funkcja f zwraca 1 dla liczb pierwszych
i —1 dla pozostalych. Dla t = 3 i rozkladu
jednostajnego p(i) = 1/7 wylosowane
zostaly liczby 2, 3, 7. Przyktadowy uczen
na podstawie prébek (2,1),(3,1),(7,1)
zwrécil funkcje stale réwna 1: h(i) =1
dla ¢ € X. Blad tej funkcji wynosi

errp(h) = 3/7.

Uzywamy uproszczonej definicji PAC
learning, w ogdlnosci trzeba jeszcze wziac
pod uwage efektywna konstruowalnosé
funkcji, zaleznosé¢ to od 9§, ograniczy¢
klase funkcji, do ktérej f nalezy. Jednak
z punktu widzenia tego artykulu to
uproszczenie catkowicie wystarcza.

Co prawda nie pozwalamy, by zwrécona
przez ucznia funkcja losowala, ale
przyjecie za punkt odniesienia btedu 1/2
jest do$é naturalne.

Pytanie to postawili oryginalnie

M. Kearns, L. Valiant: ,Cryptographic
Limitations on Learning Boolean
Formulae and Finite Automata”, STOC
1989: 433-444.

Y. Freund, R. Schapire: ,,Game Theory,
On-Line Prediction and Boosting”, COLT
1996: 325-332.

Nazwa AdaBoost to akronim Adaptive
Boosting: boosting od wzmacniania
stabych uczniéw, a adaptive, bo uczen
dopasowuje si¢ do kolejnych wynikéw.

AdaBoost: Madrosé¢ ttumu Artur JEZ*

W 1906 roku statystyk Francis Galton byl swiadkiem konkursu, w ktérym
uczestnicy mieli okredli¢ wage miesa uzyskanego z prezentowanego wolu. Galton
przeanalizowal 787 oddanych gloséw i odkryt, ze ich mediana byta odlegta od
prawdziwego wyniku o niecate 0,8%. Podobne zjawiska, w ktérych wysokiej
jakosci odpowiedz wypracowana jest na podstawie wielu odpowiedzi stabej
jakoéci, zaobserwowano wielokrotnie i sa one okreslane mianem mgdrosci ttumu
(wisdom of the crowds); sa one réznorako interpretowane z punktu widzenia
psychologii, teorii ewolucji, teorii gier... W tym artykule spojrzymy na nie

z formalnego punktu widzenia i przelozymy na praktyke uczenia maszynowego.

Uczenie

Sformalizujmy nasz problem: Uczen to algorytm, ktory stara sie

skonstruowaé pewna ustalona funkcje f: X — {—1,1} na podstawie probek
(x1, f(z1)),. .., (x4, f(2)), gdzie x1, ..., 2 sa wybrane losowo wedlug pewnego
rozktadu prawdopodobieristwa. Oznaczmy przez H|[p,t] funkcje zwrécona przez
ucznia H na podstawie t probek, w ktérych x4, ..., x; sa wylosowane niezaleznie
rozktadem p.

Blad funkcji h zwroconej przez ucznia dla ustalonego rozkladu p definiujemy

jako Z

rE€X:h(x)#f(x)
czyli frakcje ztych odpowiedzi funkcji h wazong rozktadem p. Rozklad p moze
odpowiadaé¢ prawdziwej czestotliwo$ci wystepowania elementéw z X', ale moze
by¢ inny — wéwczas blad bedzie wigkszy, jezeli zte odpowiedzi wystapia przy
odpowiedziach, ktorym przypisaliSmy wyzsze prawdopodobienstwa.

erry(h) = p(z),

Dobry uczen, dla kazdego rozkladu p, z prawdopodobienstwem dowolnie
bliskim 1 zwréci funkcje o bardzo malym bledzie, o ile ma dostep do wielu
probek, formalnie:

Ve > 0VpVd > 03t Vt > to Plerr,(H[p,t]) <€ > 1-,
przy czym P jest prawdopodobienstwem liczonym po x1,...,x; niezaleznie
wylosowanych rozkladem p. Uczen jest staby, gdy jedyne, co o nim potrafimy
powiedzieé, to to, ze jego blad jest mniejszy niz blad losowej odpowiedzi, tj. 1/2:

Je > 0VpVo > 03tg Vt > to Plerr,(Hp,t]) <1/2—¢€ >1-6.
Zwréémy uwage na rozna kwantyfikacje po e: uczen dobry jest ,dowolnie dobry”,
uczen staby jest ,troche lepszy” od losowego.

Chcemy wiedzieé, czy jesli potrafimy co$ ,troche”, to mozemy nauczy¢ sie tego
»dobrze”? Formalnie: czy z funkcji zwréconych przez stabego ucznia potrafimy
skonstruowaé odpowiedz ucznia dobrego? Na przyklad czy zamiast konstruowaé

skomplikowane i mato efektywne drzewo decyzyjne mozemy uzy¢ drzew prostych
i szybkich?

Dos¢ szybko pokazano, ze odpowiedz jest twierdzaca, ale konstrukcje byty
skomplikowane i nie miaty praktycznego zastosowania. Zmienit to algorytm
AdaBoost autorstwa Y. Freunda i R. Schapire’a, ktéry miat prosty dowdd
poprawnoéci i dobrze dzialal w praktyce. W 2003 roku za AdaBoost przyznano
jego autorom nagrode Godla — jedna z najwazniejszych nagréod w informatyce
teoretycznej.

Algorytm AdaBoost

Funkcja skonstruowana przez AdaBoost bedzie postaci:

0 sen (3 ot )
i=1

dla z géry ustalonego t i zdefiniowanych w kolejnych krokach algorytmu
wspolezynnikéw aq, .. ., oy, 1 rozkladéw prawdopodobienstwa py, ..., -
Rozklad p; jest dowolny (zwykle: jednostajny). Z kolei sgn jest funkcja znaku
zwracajaca —1 dla liczb ujemnych, a 1 dla liczb dodatnich oraz zera (nie chcemy
zwracaé 0, zeby funkcja zgadzala si¢ ze specyfikacja).
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for i < 1 to m do
h,i < H[pi,t]
e; < erry, (h;)

a; + 1log (71;,61')

Zi+—ei-e*+(1—e)-e ™

for x € X do
Pit1(x)

return sgn (31", «;hy;)

Dla niektérych wartosci nasz pseudokod
nie dziala” — jesli e; = 0, to a;
wychodzi +oco. Ma to jednak intuicyjne
wyjadnienie: skoro e; = 0, to h; = f

i chcemy zwrécié h;, i w pewnym sensie
to si¢ dzieje: skoro a; = +00, to znak
zwracanej przez AdaBoost sumy jest
réwny znakowi h;.

Bledne wartosci zwrécone przez ucznia sg
podkreslone: funkcja h; myli sie jedynie
na ¢. Zwrécone funkcje sa oczywiscie
przyktadowe i mocno wplywajg na
dzialanie algorytmu. Na przyktad
mogtoby si¢ zdarzy¢, ze funkcja ho tez
zwraca bledng wartos$é dla 1. Szanse na
to staramy si¢ jednak minimalizowad,
dostosowujac prawdopodobienstwa.

.1

Rozwigzanie zadania F 1067.
Suma napieé¢ na kondensatorach Cy i C2
réwna jest napieciu baterii £, tak samo
jak suma napigé na kondensatorach Cs3
i C4. Ladunek zgromadzony na
kondensatorze C; jest rowny tadunkowi
na kondensatorze C2. W zwigzku z tym
potencjal Ua w punkcie A wynosi:
1/Cy Csy
1/C1 +1/Cs C1+ C>
Analogiczne rozumowanie prowadzi do
wniosku, ze potencjal Up w punkcie B
Wynosi:

Ua =

1/03 _ Cy
1/C5+1/Cs  Cs+Ca’
Napiecie Uap = 0, gdy Ua = Ug. Po
prostych przeksztalceniach otrzymujemy,
ze poszukiwanym warunkiem jest

C2/Cy = C4/Cs.

Up =

pi(x) - e/ Z;
pi(z)/(e™ - Z;)

Pseudokod algorytmu znajduje sie obok. W i-tym
kroku AdaBoost oblicza (w praktyce: przybliza) blad e;
funkcji h; = H|[p;,t]. Nastepnie na podstawie e; definiuje
wage «; oraz tworzy rozklad p;y1: punkty z, dla
ktérych h; daje dobry wynik (tj. h;(z) = f(z)), maja
prawdopodobiefistwo dzielone przez e®, zas te, dla
ktérych wynik jest niepoprawny, mnozone przez e*:.
Tak okreslone prawdopodobienstwa p; 1 moga nie
sumowa¢ sie do jedynki, dlatego dzielone sa przez ich
sume Z;:

jesli hi(x) # f(x)
jesli hi(z) = f

Zi = pi(z) e+ Y

z:hi (2)#f(z) x:hi(z)=f(x)
Intuicyjnie, zalezy nam tu na tym, aby funkcja h;y; data dobry wynik dla
tych punktéw, dla ktorych h; data wynik zly. Co okaze si¢ kluczowe w analizie
btedu, w wykladniku e® pojawia sie to samo «;, ktore jest wspotczynnikiem
w zwracanej przez algorytm kombinacji liniowe;j .

pi(x) e % =(e;-e® + (1 —e;)-e ).

Dla zilustrowania, sprébujemy nauczy¢ sie przy uzyciu AdaBoost rozpoznawaé
liczby parzyste ze zbioru 1,2, 3,4. Mamy wiec X = {1,2,3,4}, a funkcja f :

X — {—1,1} jest zdefiniowana tak: f(i) =1 dla i € {2,4} oraz f(i) = —1 dla

i € {1,3}. Wykonamy cztery iteracje algorytmu, wiec funkcje f skonstruujemy na
podstawie czterech odpowiedzi stabego ucznia.

Poczatkowo wszystkim liczbom z X przypisujemy prawdopodobienistwo

p1(i) = 1/4. Zalézmy, ze funkcja hy zwrdcona przez ucznia dla rozkladu p,

myli sie tylko na 1. Jej blad to zatem e; = 1/4, czyli a; = log(V/3), e® = /3
i1 = \/3/ 2. Definiujac pa, prawdopodobienistwo dla 1 mnozymy wiec przez
V3/(v/3/2) = 2, za$ dla 2,3,4 przez (1/v/3)/(v/3/2) = 2/3. W ten sposéb mamy
wieksza szanse, ze funkcja zwrdcona przez ucznia bedzie poprawna dla 1.

Niech teraz funkcja ho zwrécona dla rozkladu py myli sie tylko na 2. Jej

btad wynosi e; = 1/6, co daje as = log(v/5), €2 = /5 i Zy = v/5/3, a zatem
definiujac p3, prawdopodobienstwo dla 2 mnozymy przez 3, a dla pozostalych
przez 3/5 itd:

i | hi(1) hi(2) hi(3) hi(4) | pi(1) pi(2) pi(3) pi(4) | e e Z; err

1 1 1 -1 1 | 1/4 1/4 1/4 1/4 | 1/4 /3 +/3/2 0,866
2] -1 -1 -1 1| 1/2 1/6 1/6 1/6 | 1/6 /5 +/5/3 0,645
3] —1 1 1 1 [3/10 1/2 1/10 1/10|1/10 3 3/5 0,387
41 -1 1 -1 =1 |1/6 5/18 1/2 1/18|1/18 V17 +17/9 0,177

Po czterech iteracjach zwracamy funkcje
sgn (log(v/3)h1 + log(V/5)ha + log(3)hs + log(V17)hs).

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja ta jest réwna funkcji f, ktérej staralidmy sie
nauczyé, np. dla i = 1 mamy: sgn(log(v/3) — log(v/5) — log(3) — log(v/17)) = —1.

Ostatnia kolumna zawiera gorne oszacowanie bledu dotychczas skonstruowanej
funkcji dla jednostajnego rozktadu prawdopodobienistwa, ktére zaraz
zdefiniujemy. Zauwazmy, ze po czwartej rundzie to oszacowanie jest mniejsze
niz 1/4, co pokazuje, ze zwracana funkcja musi by¢ poprawna (funkcja zwrdcona
po trzeciej iteracji tez jest juz poprawna).

Analiza bledu

Chcemy oszacowaé z gory blad err, (sgny ;- a;h;). Takie funkcje trudno
szacowaé, trudno tez konstruowaé algorytm, ktéry stara sie ja minimalizowad.
Zamiast tego czesto uzywa sie ograniczen gérnych i konstruuje algorytmy tak, by
minimalizowaly takie ograniczenie gbrne, zwyczajowo nazywane wowczas funkcja
kosztu. My skorzystamy z err,, zadanego jako:

>

ety (g) = Y (@) exp(—f(2)g(x)) >
TEX TEX: f(x)#sgn g(x)

p(x) = erry(sgng),
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Rozwigzanie zadania F 1068.
Wewnatrz przewodnika (pod powierzchnig,
ziemi) natezenie pola elektrycznego
wynosi zero. Po zewnetrznej stronie
powierzchni przewodnika pole elektryczne
ma tylko skladowsa prostopadla do tej
powierzchni. Takie cechy na ptaskiej
powierzchni (zakladamy oczywiscie, ze h
jest znacznie mniejsze od promienia
Ziemi) ma superpozycja poél
pochodzacych od natadowanego przewodu
i jego ,obrazu”, tj. réwnoleglego don
przewodu znajdujacego sie na
glebokosci h pod powierzchnia
i rownomiernie naladowanego
tadunkiem A na jednostke powierzchni.
Pole elektryczne wytwarzane przez
jednorodny, liniowy rozktad tadunku jest
prostopadle do przewodu, a jego wartosé
zalezy wylgcznie od odleglodci
od natadowanego przewodu. T¢ wartos$é
wyznaczymy, postugujac si¢ prawem
Gaussa. Zamykamy odcinek [ przewodu
w walcu o promieniu 7 i osi symetrii
pokrywajacej si¢ z przewodem. Strumien
pola przez powierzchni¢ takiego walca
wynosi 2w E7rl i jest réwny ladunkowi
zawartemu w walcu dzielonemu przez
przenikalnoé¢ elektryczng prézni eg:
2nErl = N /eq, a wigc:

A

2mepr

Na powierzchni ziemi, w odleglosci x od
pionowego rzutu przewodu, sktadowa E,,
pola prostopadta do tej powierzchni jest
sumg sktadowych od przewodu i jego
,obrazu” i wynosi:
Ah

+ z2)
Powierzchniows gestoé¢ tadunku, o,
otrzymujemy, znowu stosujac prawo
Gaussa — zamykamy niewielki element
powierzchni ziemi w walcu i obliczamy
strumien pola. Tym razem strumien przez
powierzchnie boczna (pole jest
prostopadte do powierzchni) i ,,denko”
walca znika (zerowe pole wewnatrz
ziemi-przewodnika). Wynik:

Ah

- w(h2 4+ 22)’

E, = -
meo(h?

Dane s zwykle wielowymiarowe i X jest
zbiorem nie liczb, a krotek, w ktérych
cechy odpowiadaja kolejnym pozycjom.
Przykltad mozna bylto zobaczyé

w poprzednim numerze Delty, w artykule
o czarnej skrzynce, ktéra groznosé
zwierzecia oceniala na podstawie trzech
cech (A§3). AdaBoost uzylby tu trzech
funkcji h;, po jednej dla kazdej cechy.

Liniowe kombinacje drzew decyzyjnych sa
miedzy innymi stosowane w lasach
losowych (random forest).

gdzie exp(+) oznacza funkcje wykltadnicza. Istotnie: jesli f(z) = sgn g(z), to

x wnosi 0 do err,(sgn g), za$ do ert(g): liczbe nieujemna; jesdli f(z) # sgng(x),
to = daje p(z) w err,(sgng), zas w ert(g): p(z) exp(—f(z)g(z)) = p(z).

Postaé¢ funkcji zwracanej przez AdaBoost jest tak dobrana, by tatwo bylo
obliczy¢ dla niej funkcje kosztu err,. Aby to pokazaé, zauwazmy najpierw, ze
mnozenie/dzielenie przez e* w zaleznosci od tego, czy zachodzi h;(z) = f(x),
mozna zwiezle wyrazié, korzystajac z tego, ze f(x), h;(x) € {—1,1}:

jesli hi(x) # f(x)
jesli hi(z) = f(x).
= pi(z) exp(—ai f(2)h

af@hi@) =1

e

exp(—

Zalezno$¢ na p;11 mozna wiec zapisaé jako p;11(x) (x)/Z;.
Teraz przyjmujac p = pi1, otrzymujemy

ert,, (f: aihi> = Zp(x) eXp(— )f:aihz(x)) = Zm(x)ﬁexp(—aif(ﬂf)hi(x))

reX reX
p m m
+1
=2 n@][5 =2 om0 [12:= HZ > pnn(@) =] 2
reX i=1 pl zeX =1 reX i=1
Zauwazmy tez, ze zalezno$¢ ta jest prawdziwa dla dowolnych wartosci aq, ...,

i zdefiniowanych dla nich Zi, ..., Z,,. Teraz wiadomo, dlaczego a; = 2 log(1 el):

jest to wartosé, dla ktérej Z;(a) = e;e® + (1 —e;) - e~ @ jest najmniejsze, o czym

mozna sie przekonaé, uzywajac rachunku rézniczkowego.

Pozostaja nam proste rachunki: podstawiajac oy = 1 log(1 el) do Z;, dostajemy

~4(e—3) <ew(-2(-3))

przy czym nieréwnosé¢ wynika z nieréwnoéci 1 — x < e~ %, prawdziwej dla kazdego
rzeczywistego z. Pozwala nam to oszacowa¢ btad AdaBoost:

erry, (sgniaihi) < ety (i Olihi) = ﬁZi < ﬁexp(fQ (ei _ %)2)
i=1 i=1 i=1 =1

Przeanalizujmy dokladniej oszacowanie exp(—Z(eZ 2) ) Jedli e; =1/2, to
wynosi ono 1, co ma naturalna interpretacje: jesli h; myli sie w 1/2 przypadkévv7
to analiza daje takie samo ograniczenie btedu, jak bez h;. Jesli blad jest duzy:
e; > 1/2, to weciaz zyskujemy: (e; — 1/2)? > 0. Co tez ma interpretacje: mozemy
h; zamienié¢ na —h;, ktérego blad jest mniejszy niz 1/2; tatwo sprawdzié, ze
AdaBoost poprawnie zmienia prawdopodobienstwa, gdy e; > 1/2.

Zi=2v/ei(l—¢;) =

Z definicji stabego ucznia mamy % — e; > € z prawdopodobienstwem
przynajmniej 1 — ¢ dla pewnego statego § > 0. Czyli ,oczekujemy” bledu
wyktadniczo malejacego wraz z m. Uzywajac standardowych metod rachunku
prawdopodobienistwa, mozna uzasadni¢, ze implikuje to warunek silnego ucznia
(dla odpowiedniej liczby to zaleznej od §).

Praktyka: uczenie maszynowe

W praktyce dokladne okreslenie bledu e; jest trudne (musimy mieé informacje
o wszystkich wartosciach f oraz h;). Ale nawet przyblizona warto$é, ktéra
mozna obliczy¢ przez losowe probkowanie, prowadzi do przyblizonej wartosci a;
i sensownej wartosci Z;, ktéra tez gwarantuje zmniejszenie bledu.

W implementacji AdaBoost za h; przyjeto warunki biorace pod uwage tylko
jedna ceche — nie zawsze spelniaja one warunek bycia stabym uczniem, ale
dziataja dobrze w praktyce. Taka implementacja jest bardzo szybka i bardzo
dobrze sobie radzi w praktyce.

AdaBoost zapoczatkowal nowe podejécie w uczeniu maszynowym, znane

jako boosting: zamiast prébowaé skonstruowaé¢ bardziej skomplikowany,
dokladny model, uzywamy wielu prostszych modeli, ktérych odpowiedzi (jakos)
usredniamy (by¢ moze z wagami). Warianty boostingu zaimplementowane sa
praktycznie w kazdym narzedziu do uczenia maszynowego.
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Oko — narzad do zbadania

Oko jest dos¢ regularna kulg o érednicy 25 mm, wazy 7-8 g, dostarcza

80% informacji o otoczeniu, angazuje 10% neuronéw czlowieka. Zbudowane jest
z trzech warstw skladajacych si¢ z wielu kolejnych bton. Jego ruchami kieruje

6 miesni. Receptory swiatta siatkéwki przekazuja sygnaly elektryczne do mézgu
przez nerw wzrokowy i tam dochodzi do ich transformacji w obrazy.

Pierwsze struktury $wiatloczute dojrzano w skamieniatoSciach trylobitéw sprzed
0,5 mld lat, co sugeruje, ze musialy istnie¢ wcze$niejsze formy reagowania

na $wiatlo. Zreszta niektére obecnie zyjace pierwotniaki posiadaja grupy
Swiatloczutych komoérek. Postuluje sig, ze komdrki Swiatloczule przeksztalcity
sie w toku ewolucji w narzad, czyli wlasnie oko. Ewolucja byla szybka

i doprowadzita do powstania wielu wersji, zaleznie od wymagan srodowiska

w danym etapie rozwoju: ,wyjscie na lad”, potrzeba widzenia stereoskopowego,
widzenia barw, rodzaj konkretnego $rodowiska. I tak rézne rozwiazania
doprowadzily do oka glowonoga, owada, $limaka, ptaka, ssaka. Warto zauwazy¢,
ze rejestracja Swiatla nastapila w historii zycia wczeéniej niz pojawil sie¢ mézg.
Sa tez organizmy, ktérych oczy sa wigksze od mozgu.

Oczy wiekszosci zywych stworzen odbieraja promieniowanie stoneczne (widza)
w zakresie fal 380780 nm; krétsze (rentgenowskie, gamma) sa dla materii zywej

niszczace, dluzsze (radiowe) — zbyt niskoenergetyczne. Niewielkie odchylenia
(pszczoly w kierunku nadfioletu, zétwie blotne w kierunku podczerwieni) nie
zmieniaja ogdlnej charakterystyki odbioru fal elektromagnetycznych. Laczy sie
to réwniez z powszechnie wystepujacymi receptorami chemicznymi Swiatta —
biatkami — opsynami, a w szczegdlnosci rodopsyna. Receptory znajduja si¢

w tkance laczacej oko z mdzgiem, siatkéwce, mozna nawet uznaé, ze jest to
wypustka mézgu ku $wiatu zewnetrznemu.

Nawet Darwin w swoim dziele ,,O powstawaniu gatunkow” napisal, ze zalozenie,
iz ewolucja oka nastapita dzigki doborowi naturalnemu, wydaje sie na pierwszy
rzut (oka !) nieprawdopodobne — pdzZniej z tego pogladu sie wycofal.

Nie budzi zdziwienia, ze tak wyjatkowa budowa i funkcja oka musiata od
dawna interesowaé¢ ludzi. Pierwsze wzmianki znajdujemy juz u starozytnych
Grekéw 300 lat p.n.e., ale prawdziwy rozkwit takich badan zaczat sie, gdy
fizycy skonstruowali instrumenty pozwalajace na nieinwazyjne zagladanie

do przezroczystej galki, na analize warstwa po warstwie otaczajacych ja
zewnetrznych blon i zlozonej struktury wyscielajacej dno oka (siatkéwki),
decydujacej o widzeniu ksztattéw i koloréw. W wielu polskich instytucjach
okulistycznych stosuje sie w tych celach przyrzady rejestrujace i analizujace
takie struktury (OCT, optical coherence tomography, koherencyjna tomografia

optyczna).

Dzigki podobnym przyrzadom zaczeto lepiej rozumieé istote takich chordb, jak
retinopatie siatkowki (choroby genetyczne, nowotwory, zmiany cukrzycowe

i miazdzycowe), zwyrodnienie zéltej plamki, nocna
$lepota, jaskra, odwarstwienie siatkéwki. Takie badania
takze czesto sugeruja, lub umozliwiaja, nowe terapie
dotychczas nieuleczalnych schorzen. Myslenie o oku
jako oknu do wnetrza ciata przywiodlo niektérych
badaczy do wkraczania do tego obiektu z komoérkami
macierzystymi. Doswiadczenia laboratoryjne na
myszach i rybach sugerowaly racjonalnosé¢ takiego
podejscia. Niestety grupa neurologéw i okulistéw
polskich podjela przedwczesnie préby kliniczne, ktére
zakonczyly sie dramatycznie dla pacjentow.

Budza nadzieje konstrukcje przyrzadow
umozliwiajacych pomiar z wysoka rozdzielczoscia
spontanicznych ruchéw galki ocznej. Opisano przyrzad
(FreezEYE Tracker) rejestrujacy 1240 obrazéw
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siatkéwki na sekunde. Wiecej — badacze z Wydziatu
Fizyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu
oraz Uniwersytetu Karoliny Pélnocnej wykazali, ze
tak szybkie ruchy oka sg cecha charakterystyczna

dla kazdego czlowieka (optyczny ,odcisk palca”),
ktora zmienia sie specyficznie w okresie poczatkowym
chor6b Parkinsona i Alzheimera. Obie choroby, wciaz
nieuleczalne i stabo rozumiane, warto obserwowaé, gdy
jeszcze jawnych objawdw klinicznych nie daja.

Trzeba zatem patrze¢ w oczy nie tylko w powodéw
romantycznych — a co tam zobaczymy, bedzie bez
watpliwosci coraz czesciej 1 doktadniej analizowane.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



* Katedra Metod Matematycznych Fizyki,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Przypominamy réwnania Einsteina
oméwione w poprzedniej czedci:

1 8w
Ry — g R+Agu, = Ty -
2 ct
geometria materia

Czgé¢ geometria stanowi matematyczny
opis mierzenia odleglosci, uptywu czasu

i zakrzywienia czasoprzestrzeni. Po
prawej stronie mamy cze$¢ podpisang
materia, czyli matematyczny opis
rozkltadu materii i energii

w czasoprzestrzeni razem

z oddzialywaniami innymi niz
grawitacyjne. Znaczeniem niepodpisanego
czlonu, w ktérym wystepuje stala A
zwana stalq kosmologiczngq, zajmiemy si¢
w tym artykule.

O ciemnej materii pisaliSmy w Delcie
wielokrotnie. Polecamy miedzy innymi
artykuly Klaudii Kowalczyk (Afg)
Macieja Bilickiego (A}é) i Wojciecha
Hellwinga (AZ9 i Aéfg).

Modele Wszech§wiata dla poczatkujacych

Czes$¢ 3: Mrowki w punkcie przegiecia

Szymon CHARZYNSKI*

W poprzednim numerze omoéwilidmy liste zalozen, jakie przyjmuje sie przy
konstruowaniu modeli Wszechswiata. W wielkim skrécie mozna je podsumowaé
stwierdzeniem, ze cala geometri¢ czasoprzestrzeni opisuje si¢ tylko jedna funkcja
czasu, oznaczana a(t), czyli tzw. funkcjq skali, spelniajaca réwnanie Friedmana:

at)\  8nG 2
(1) (a(t)) = Tﬂ(t) + 31\»
ktére otrzymuje si¢ z réwnan Einsteina w wyniku odpowiedniego podstawienia.
Zajmiemy sie teraz analiza parametréw wystepujacych w tym réwnaniu,
a nastepnie wlasnoéciami rozwiazan dla réznych kombinacji wartosci tych
parametréw.

Parametry modeli kosmologicznych. Czas, ktory jest ,teraz”, tradycyjnie
oznacza sie przez to i przyjmuje sie, ze a(tg) = 1. Aktualng warto$é parametru
Hubble’a oznacza si¢ przez Hy, czyli Hy = H(tg). Mozemy tez oznaczy¢ aktualng
warto$é Sredniej gestosci materii we Wszechswiecie przez pg = p(to). Wstawiajac
do réwnania t = tg, otrzymujemy réwnanie wiazace wystepujace w nim
parametry: 8 2

2 HZ = — —A.
(2) 0 3PO+3

Gdyby A = 0, to powyzsze réwnanie wyrazaloby $cisty zwiazek pomiedzy
aktualnymi warto$ciami parametru Hubble’a i Sredniej gestosci materii. Istnienie
takiego jednoznacznego zwiazku jest konsekwencja przyjetego przez nas
zalozenia, ze krzywizna przestrzeni jest réwna zero (dlatego nie ma w tym
réwnaniu czlonu zwiazanego z krzywizna). Tradycyjnie warto$é gestosci, ktéra
spelnia to réwnanie dla A = 0, nazywa si¢ gestoscig krytygznq i oznacza p.. Jak
latwo obliczyé¢ (wstawiajac A =0 do réwnania ), Pe = %. Dzielac réwnanie H
przez HZ i wykorzystujac wprowadzone oznaczenie p., otrzymujemy:

1 Po c2A
"~ pe 3HZ
Mamy dwie bezwymiarowe stale sumujace sie do 1. Standardowo oznacza sie je
Qm = 20 orag Qp = 302 Pierwsza z nich opisuje materie. Nie robilidémy tutaj
Pe 0

rozréznienia miedzy materia barionowa (taka, z ktérej jesteSmy zbudowani)

i tzw. ciemnqg materiq, czyli nasza stala €, uwzglednia oba rodzaje materii.
Czasami rozdziela sie wktad od obu tych rodzajow materii i zamiast jednego
parametru 2, wystepuja dwa parametry: €, (materia barionowa) i Q. (ciemna
materia). Jezeli model uwzglednia promieniowanie (i jego ci$nienie), to pojawia
sie takze parametr €),.. Uwzglednienie promieniowania jest istotne wtedy, kiedy
chcemy opisywaé wczesny, goracy Wszechswiat. Gdybysmy dopuszczali niezerowa
krzywizne, to wystepowalby parametr za nig odpowiedzialny — . Mozemy
wiec mie¢ wiecej sumujacych sie do 1 parametréw odpowiadajacych za rézne
»skladniki” Wszech§wiata. My zostaniemy przy prostym przypadku z dwoma
parametrami: €2, + Qx = 1, ktéry z jednej strony stosunkowo latwo jest rozwiazad,
a z drugiej dobrze opisuje ewolucje Wszechswiata od czaséw, kiedy jego wiek
wynosit okoto kilka milionéw lat, do teraz.

Zmiana gestosci w czasie. PrzyjeliSmy, ze aktualna wedtug réwnania p(t) = po/a(t)®. Zgodnie z nasza
(w chwili o) wartoéé gestosci to p(tg) = po. Zeby intuicja, gdy Wszech$wiat puchnie, to jego gestosé
obliczy¢, jak zmienia sie gesto$¢ w czasie, zauwazmy, maleje — i dokladnie taka zaleznos¢ gestosci od czasu
ze objeto$é zmienia si¢ proporcjonalnie do a(t)3, bo dostajemy dla pylu (czyli materii, ktéra oddzialuje
funkcja a(t) méwi nam, jak skaluja sie wszystkie tylko grawitacyjnie). Réwnanie przyjmuje zatem
dlugosci. Poniewaz gesto$é¢ to masa podzielona przez postac:

obi]e;t(')s?:/, wiec Jezeh chc,err.ly, aby masa zgwarta ; alt) 2 _87G o 2 A

w jakiejs$ czesci Wszechswiata sie nie zmieniata wraz (3) (a(t)) 3 4 OF + 3

7 jego rozszerzaniem, to gesto$¢ musi sie zmieniac
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Wygodnie jest je zapisa¢ przy uzyciu wprowadzonych
wczesniej parametréw:

o (] (5e)

Powyzsze rownanie mozna réwniez zapisaé, uzywajac
definicji parametru Hubble’a: H(t) = a(t)/a(t). W takiej
postaci mozna je znalezé w wielu zrédlach:

HHOYV  Qm
(5) ( I{((f)) = a(t)3 + Q4.

Pamietajac, ze Q,, + Q2 = 1, rozwazmy najpierw
szczegblne przypadki, kiedy jeden z parametréw jest
réwny 1, a drugi 0, a na koniec przypadek ogdlny:

Qu # 0, Qp £ 0.

1) Wszech$wiat zdominowany przez materie,
czyli Q,, =1, Qp = 0. W tym przypadku rownanie
sprowadza si¢ do postaci:

Hy

a(t) = =

Jego rozwiazaniem (spelniajacym warunek a(tg) = 1) jest

a(t) = (ZHo(t —to) + 1)2/3,

co mozna latwo sprawdzié¢. Funkcja skali a(t) jest
rosnaca, a(t) > 0, czyli opisuje rozszerzajacy sie
Wszech$wiat. Zauwazmy jednak, ze funkcja ta rosnie
coraz wolniej — nachylenie stycznej do jej wykresu
maleje, d@(t) < 0. Oznacza to, Ze ekspansja tego
Wszechéwiata zwalnia. Latwo tez sprawdzié, ze

parametr Hubble’a H (t) = at) dazy do zera przy t — oo.

a(t)
Jest to model bardzo podobny do Wszechswiata mrowki
Karoliny (opisanego w Al,, w pierwszej czedci tego
artykulu). Model ten opisywalby nasz Wszech$wiat,

gdyby A = 0, a gestosé bytaby réwna gestosci krytycznej.

2) Wszech$wiat zdominowany przez stalg
kosmologiczna, czyli (), =0, Q) = 1. Tym razem
réwnanie ewolucji (4) sprowadza sie do
a(t) = Hpal(t).

Rozwiazanie, czyli funkcja

a(t) = eflo(t=to)
jest dokladnie takie samo, jak opisany w Al
Wszechdwiat mréwki Ksymeny, ktory nie tylko
sie rozszerza (a(t) > 0), ale takze przyspiesza
w nim ekspansja (a(t) > 0) — odleglodci pomiedzy
galaktykami rosng coraz szybciej, a parametr Hubble’a
H(t) = a(t)/a(t) = Hy nie zalezy od czasu.

3) Przypadek ogdélny: 2, # 0, Qn # 0. W tym
przypadku rozwiazaniem réwnania jest funkcja:

Q,, \2/? 3H/Q 2/3
a(t) = = sinh | 220V"A (t—to)+ A ,
Qp 2
gdzie stala A wyliczamy tak, aby a(tg) = 1, co daje

A=1In (, / 3—7‘; + ,/3—7: + 1). Wyglada to moze troche

skomplikowanie, ale po pierwsze nalezy doceni¢ fakt,
ze w ogole mamy analityczne rozwiazanie réwnania
rézniczkowego, ktore nie jest tatwe do rozwiazania.
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Po drugie w rozwigzaniu wystepuja kombinacje
statych, ktére troche zaciemniaja obraz. To, co jest
najwazniejsze, to: jaka jest zaleznosé¢ czynnika skali a
od czasu. Kiedy przymkniemy oko na wszystkie stalte,
to widzimy, ze czynnik skali jest opisywany funkcja
a(t) ~ (sinh(t))*/3.

Poréwnanie trzech typow rozwigzan. Jezeli
we wszystkich trzech przypadkach pominiemy na
chwile wystepujace w nich stale i skupimy sie tylko
na tym, jakiego typu zaleznosci od czasu wystepuja
w rozwiazaniach, to otrzymamy nastepujaca liste:

1. a(t) ~ t2/3,
2. a(t) ~ e,
3. a(t) ~ (sinh(t))¥>.

Wrzory funkcji, ktére wezedniej wypisalismy

w poszczegolnych przypadkach, powstaja z tych
wymienionych powyzej poprzez pomnozenie argumentu
funkcji przez stala, przesunigcie o stata i przemnozenie
wartosci funkcji przez jakas stata. Mozna zauwazy¢, ze
funkcja typu 3 jest w pewnym sensie czyms$ posrednim
pomiedzy typem 1 i 2. Ot6z funkcja sinus hiperboliczny
to po prostu kombinacja funkcji wykladniczych:

sinh(t) = 1 (e’ — e~"). Mozna pokazaé, ze dla matych
argumentéw ¢ (podobnie jak zwykla funkcja sinus)
sinus hiperboliczny jest dobrze przyblizany przez
argument t (czyli sinh(¢) ~ t dla ¢t < 1). Natomiast dla
duzych t dominuje czton z dodatnim wyktadnikiem
(ten z ujemnym wykladnikiem bardzo szybko dazy

do 0), czyli sinh(t) ~ 1ef, dla t > 1. Widzimy zatem, ze
rzeczywiscie rozwigzanie typu 3 jest czyms$ poérednim:
dla malych ¢ zachowuje sie jak rozwiazanie typu 1, a dla
duzych t jak rozwiazanie typu 2.

Przyspieszenie ekspansji i znaczenie stalej
kosmologicznej. Przypadek 1 nazwali$my
Wszechswiatem zdominowanym przez materie, bo
przyjelismy A = 0, wiec ewolucja Wszechswiata zalezala
tylko od gestosci materii. Widzimy, ze gdyby A = 0,

to rozszerzanie byloby coraz wolniejsze, a parametr
Hubble’a dazylby do zera. Wszechswiat, w ktérym A # 0,
na poczatku (dla malych t) zachowuje sie wlasnie tak,
czyli ekspansja w nim zwalnia. Dzieje si¢ tak jednak

do pewnego czasu. Jak widaé¢ na rysunku 1, funkcja
a(t) ~ (sinh(t))z/3 ma punkt przegiecia, w ktérym

jej druga pochodna @(t) zmienia znak. Ekspansja
przestaje zwalniaé (co jest opisywane przez a(t) < 0)

i zaczyna przyspieszaé¢ (czyli d@(t) > 0), czyli dla duzych ¢
zarzadzanie ewolucja Wszech$wiata przejmuje A,
dlatego rozwiazanie typu 2 nazwaliSmy zdominowanym
przez stalg kosmologiczng.

Te zmiane na stanowisku ,,zarzadzajacego ewolucja”
mozna tez dostrzec, przygladajac si¢ réwnaniu
Friedmana w postaci lub . Po jego prawej stronie
mamy sume dwoch sktadnikéw. Ten pochodzacy od
statej kosmologicznej (25 jest staly. Natomiast ten
pochodzacy od gestoséci materii zalezy od czynnika skali
— jest proporcjonalny do 1/a(t)3. Jest to oczywicie
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konsekwencja zaleznoéci, ze gdy Wszech$wiat si¢ materia. Kiedy natomiast Wszechswiat wchodzi w wiek

rozszerza, to gesto$¢ materii maleje (gdyby si¢ kurczyl, coraz bardziej zaawansowany, to gestos¢ maleje i jezeli
to gestosé by rosta). Kiedy Wszechswiat jest mlody poczekamy wystarczajaco diugo, to moze by¢ dowolnie
(dla malych t), gestosé jest duza i w réwnaniu po mata. Wtedy prawg strona réwnania rzadzi stata
prawej stronie mamy €2, /a(t)® > Qy, czyli dominuje kosmologiczna i mamy Q,,/a(t)? < Qx.

a(t)

1(t)

at)

Rys. 1. Trzy pierwsze wykresy
przedstawiajg zaleznos$¢ od czasu
czynnika skali a(t) ~ (sinh(t))2/3, jego
pochodnej (czyli predkosci ekspansji)

i jego drugiej pochodnej (czyli
przyspieszenia ekspansji). to to chwila
obecna, a t, to chwila, w ktérej
przyspieszenie zmienito znak z ujemnego
na dodatni (ekspansja przestala zwalniaé
i zaczela przyspieszac), co widaé na
trzecim wykresie. W chwili ¢, predko$é
ekspansji osiggnela minimum (drugi
wykres), a wykres funkcji a(t) ma w t,
punkt przegiecia.

Warto przy okazji podkreslié, ze
przyspieszanie ekspansji nie oznacza, ze
parametr Hubble’a rosnie. Nawet

W naszym przyspieszajacym
‘Wszechsdwiecie parametr Hubble’a

H(t) = a(t)/a(t) maleje, co widaé¢ na
czwartym wykresie. Nie dazy jednak do 0,
jak we Wszech$wiecie zdominowanym
przez materie, ale dazy do pewnej
niezerowej statej. Czyli dla duzych czaséw
ewolucja coraz bardziej przypomina
zachowanie Wszechswiata zdominowanego
przez stalyg kosmologiczng.

Parametry naszego Wszechswiata. Powszechnie uzywany obecnie model
kosmologiczny, zwany A-CDM, w odniesieniu do opisu tej czeSci ewolucji

(od chwili, kiedy Wszechswiat mial kilka milionéw lat, do teraz) jest wlasnie
taki, jak tu opisaliémy. A odnosi sie do stalej kosmologicznej, a CDM (Cold
Dark Matter — zimna ciemna materia) oznacza, ze ciemna materia zachowuje
sie wlasnie tak, jak wczedniej zalozylidmy. Bardziej skomplikowany w tym
modelu jest oczywiscie opis wezesnych etapéw ewolucji, czyli pierwszych kilku
milionéw lat. Z dopasowania do danych obserwacyjnych otrzymujemy wartosci
parametrow Qy ~ 0,7 oraz Q,, =~ 0,3. Warto przypomnieé, ze parametr §2,,
charakteryzuje lacznie materie barionowa oraz ciemna materie, ktorej jest
okolo 7 razy wiecej niz barionowej. Widaé, ze zyjemy w okresie przejSciowym,
kiedy to dominacje w zarzadzaniu ewolucja przejmuje stata kosmologiczna.
Punkt przegiecia na wykresie funkeji a(t) nastapit okolo 6,2 miliarda lat temu.
Jednocze$nie wiek Wszechswiata szacuje sie na okoto 13,8 miliarda lat, co
oznacza, ze tempo ekspansji malalo przez wiecej niz polowe czasu istnienia
Wszech$wiata, a potem zaczelo powoli przyspiesza¢. Wykresy ilustrujace
zachowanie sie naszego modelu dla wartoéci parametréw Qp =~ 0,7 oraz 2, ~ 0,3
przedstawione sg na rysunku 1.

Wartosci parametréw Qp i €y, sa oczywiscie wyznaczane z pozycji bardzo
antropocentrycznej — ich definicja zawiera odniesienie do gestosci krytycznej
mierzonej teraz, kiedy my, ludzie z planety Ziemia, ja wyznaczamy (rys. 2).
Cywilizacja, ktéra istniala byé¢ moze w przeszlodci, kiedy czynnik skali a(t)

byl dwa razy mniejszy (rys. 3), wyznaczylaby wtedy gestos¢ krytyczna 8 razy
wiekszg niz my teraz, a wiec parametry wyznaczone przez nia mialtyby wartosci
Qa =~ 0,1 oraz Q,, =~ 0,9 (co mozna tatwo przeliczy¢). Z kolei cywilizacja, ktéra
ewentualnie istniala, kiedy czynnik skali byl 3 razy mniejszy (gesto$é 27 razy
wieksza), wyznaczylaby Qa = 0,025 oraz 2, ~ 0,975 (rys. 4). Obserwacje
wykonane przez obie te cywilizacje wypadaja przed osiagnieciem punktu
przegiecia przez czynnik skali a(t). Czy astrofizycy tamtych cywilizacji wpadliby
na pomyst, zeby dodawaé¢ do rownan Einsteina stala kosmologiczna? Czy byliby
w stanie odréznié¢ /3 od (sinh(t))z/g? Bardzo watpliwe.

Nasi astrofizycy wlasnie dlatego wprowadzili stata kosmologiczng do réwnan
Einsteina, zeby otrzymaé¢ model kosmologiczny pasujacy do obserwacji,
z ktorych wynika, ze ekspansja naszego Wszechswiata przyspiesza.

Ciemna energia? Jaka jest interpretacja fizyczna stalej kosmologicznej? Nie
jest latwo odpowiedzie¢ na to pytanie. Czesto uzywa si¢ w odniesieniu do niej
nazwy ciemna energia. Jednak juz spojrzenie na réwnanie Friedmana pozwala
zrozumied, ze jest to cos bardzo dziwnego. O ile czton zwiazany z gestoscia
materii (i tej barionowej, i ciemnej) zachowuje sie proporcjonalnie do 1/a(t)?,
czyli jak uczciwa gestosé, to czlon zwiazany ze stala kosmologiczng (jak sama
nazwa wskazuje) jest staly. Gdyby uznaé ja jako forme energii, to natrafiamy
na pewien problem interpretacyjny: objetos¢ rosnie, a gesto$é tej energii sie

nie zmienia. Czy to oznacza, ze ilo$¢ tej energii w zadanym obszarze rosnie?
Probleméw interpretacyjnych jest wiecej i nie bedziemy ich tu wszystkich
wylicza¢. PokazaliSmy, ze dodanie stalej kosmologicznej do réwnan Einsteina
pozwala w prosty sposéb wygenerowaé¢ model kosmologiczny, w ktérym mamy
zmiane charakteru ekspansji — ze zwalniajacej na przyspieszajaca, co pozwala
dopasowaé model kosmologiczny do obserwacji. Jednak ten prosty zabieg
matematyczny prowadzi do jednego z najbardziej fundamentalnych pytan,
przed jakimi stoi dzi$ fizyka: czym jest ta stata kosmologiczna. Nazwanie jej
ciemnyg energig nie przybliza nas do odpowiedzi. Sprawy, niestety, nie ulatwia
fakt, ze nie jesteSmy w stanie zmierzy¢ wartosci stalej kosmologicznej w zadnym
do$wiadczeniu laboratoryjnym, tak jak mierzymy wszystkie inne fundamentalne
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Ciemna
energia

Materia
barionowa

Ciemna
materia

Rys. 2. Diagram ilustrujacy wkitad
réznych sktadnikéw po prawej stronie
réwnania Friedmana , czesto
pojawiajacy sie¢ w publikacjach. Rysunek
przedstawia stan, ktéry obserwujemy
teraz, czyli kiedy Wszechswiat ma

okoto 13,8 miliarda lat. W naszych
rozwazaniach wktad od materii
barionowej i ciemnej materii opisujemy
lacznie jednym parametrem: Q,, = 0,3

Ciemna Clem?a
materia a cnergla
Materia

barionowa

Rys. 3. Wktad réznych skladnikéw po
prawej stronie réwnania Friedmana
w chwili, kiedy Wszechswiat byl ,dwa
razy mniejszy”, czyli kiedy wartosé
parametru skali a(t) byla réwna % Wiek
Wszechswiata wynosil wtedy okolo 5,9
miliarda lat, a gesto$é krytyczna byta
wtedy 2% = 8 razy wigksza niz teraz

Ciemna
materia Ciemna
energia
5
Materia

barionowa

Rys. 4. Kiedy parametr skali a(t) byt
réwny %, Wszechswiat liczyt sobie

3,3 miliarda lat, a gestos¢ krytyczna byta
33 = 27 razy mniejsza, wktad od ciemnej
energii wynosil Q, = 0,025

Co kryja w sobie lgcznosciany?

* Unité de Formation et de Recherche
de Mathématiques, Université Paris-Cité

Wspomniang bijekcja moze byé funkcja
kawatkami liniowa, okres§lona wzorem

2z gdy z € [0, ),
pl)=qz+3 egdyzel],3),
tr+ 5 gdyze€[3,1].

state. Jedynym zrédlem naszej wiedzy o wartosci A jest dopasowanie modelu
calego Wszech$wiata do obserwacji.

Wezesny Wszechswiat i inflacja. Jak juz podkreslaliSmy, nie podejmujemy
sie tutaj modelowania Wszechswiata od samego jego poczatku. Wszechéwiat
na wezesnych etapach ewolucji byt bardzo goracy i gesty. Do opisania tej

fazy jego ewolucji konieczne jest uwzglednienie wszystkich oddzialywan
pomiedzy skladnikami materii, nie tylko grawitacyjnych. Jest to wiec temat
na zupelnie inng opowies¢. Warto tutaj jednak zwréci¢ uwage na to, ze
obecnie najpowszechniej uznawany model mtodego Wszech$wiata zawiera
etap zwany kosmiczng inflacjg. Inflacja oznacza po prostu wykladnicza
ekspansje, doktadnie taka jak opisuje rozwiazanie typu 2, czyli rozszerzanie
jak we Wszech$wiecie mréwki Ksymeny. Model przewiduje, ze etap ten trwal
bardzo krétko, od okoto 10736 s do okoto 10732 s po Wielkim Wybuchu.

W tym czasie czynnik skali zwickszyl warto$é co najmniej 1026 razy. W takim
wykladniczo rozszerzajacym sie Wszech$wiecie wystepuja efekty, ktére
analizowaliémy w pierwszej czedci artykutu w At oddalajace si¢ od siebie
obiekty traca mozliwo$¢ komunikowania sie. Taki wlasnie efekt wystepuje

w modelu inflacyjnym — obszary, ktére mogly sie ze soba komunikowac, traca
te mozliwos$é. Po zakonczeniu fazy inflacji tempo ekspansji zwalnia i wtedy
(jak opisywaliémy to we Wszech§wiecie mréwki Karoliny) objetos$é dostepna
obserwacjom wybranego obserwatora zaczyna sie powiekszaé i obszary, z ktérymi
mozliwo$¢ komunikacji zostata utracona, powoli te mozliwo$é¢ odzyskuja.

Co nas czeka w przysztosci? Model z rézna od zera stala kosmologiczna
przewiduje, ze po etapie zwalniajacej ekspansji, w ktérym obszar dostepny
naszym obserwacjom rosl, wchodzimy znowu w etap wykladniczego tempa
rozszerzania. Co za tym idzie, bedziemy traci¢ mozliwo$¢ komunikowania sig

z dalszymi obszarami Wszechswiata, a cze$¢ dostepna naszym obserwacjom
bedzie coraz bardziej pusta. Czy ten czarny scenariusz na pewno si¢ zisci?
Mozliwe, ze uratuja nas jakies nowe odkrycia. O tym, ze nie wszystko jeszcze
rozumiemy, §wiadcza chociazby rozbieznosci w pomiarach parametru Hubble’a
réznymi metodami, o czym pisal Krzysztof Turzyniski w A%, i Als. Tymczasem
za miesiac w ostatniej czesci tego cyklu wrécimy do poczatku, czyli do tematu
rozchodzenia sie sygnalow w rozszerzajacym si¢ Wszechs$wiecie i tego, jak

z analizy tych sygnaléw ekstrahowaé informacje o odleglosciach w Kosmosie

i jak rozumieé odleglosci, ktore podaja nam astronomowie.

Robert SZAFARCZYK*

Na pewno kazdy z nas nie raz juz styszal, ze mnozenie jest {gczne (niektérzy
moéwia: asocjatywne), czyli czy pomnozymy (2 -3) - 4, czy tez 2 - (3 - 4), to

w wyniku i tak dostaniemy 24. Niestety matematyka robi si¢ coraz bardziej
skomplikowana, matematycy mnoza przez siebie coraz to dziwniejsze rzeczy i nie
kazde dziatanie moze pochwalié¢ si¢ byciem lacznym.

Na przyktad topolog mégltby w taki oto sposéb mnozy¢ odcinki jednostkowe:

a ) b a b

Zauwazmy, ze to dzialanie nie jest laczne. Mianowicie (ab)c # a(be), jak widaé na
rysunku.

a b c a b ¢

-

Sytuacja nie jest jednak beznadziejna, poniewaz oba wyniki sa do siebie bardzo
podobne. Wystarczy odpowiednio przeskalowa¢ kazdy z odcinkéw, by dostaé
bijekcje (ab)c — a(be), zachowujaca porzadek wszystkich punktéw. Takie
przeksztalcenie nazywa sie asocjatorem. Dzialanie to nie jest wiec laczne, ale
posiada (odwracalng) regule pozwalajaca zamieni¢ wyrazenie (ab)c na a(be).

Zastandéwmy sie teraz, co si¢ dzieje, gdy mamy do czynienia nie z trzema, lecz
czterema argumentami naszego mnozenia. Wowczas istnieje dokladnie piec
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mozliwych kolejnosci wykonywania dziatan. Uzywajac
wezesniej zdefiniowanego asocjatora, mozemy je
wszystkie polaczy¢ w taki oto pieciokat.

a(b(ed))

7

(ab)(cd)

((ab)e)d ——— (a(be))d

W szczegdlnosci otrzymujemy dwie a priori rézne
reguly pozwalajace zamieniaé¢ ((ab)c)d na a(b(cd))
(gérna i dolna $ciezka w pieciokacie). Nalezy wiec zadaé
sobie pytanie, czy sa one takie same. W przykladzie

z odcinkami rzeczywiScie tak bedzie, obie funkcje beda
identyczne. Jednakze pojawiaja sie w matematyce
dziatania, dla ktérych i to nie jest prawda. Na szczedcie,
pomimo ze w pewnych przypadkach réwnosci nie ma,
czesto znajduje sie jakas (tym razem dwuwymiarowa)
regula laczaca oba sposoby. Taka dwuwymiarows,

N

Teraz, majac dzialanie z ustalonym asocjatorem i regula
pieciokata, mozemy zbudowaé ponizszy wielodcian
odpowiadajacy dzialaniu z piecioma argumentami
i znowu zapytaé, czy istnieje dla niego (tym razem
trojwymiarowe) wypelnienie. Wszystkie dwuwymiarowe
Sciany tej bryly uzupelniamy regula pieciokata lub

a((be)d) Lkwadratem” asocjatora.

regule mozemy sobie wyobraza¢ jako wypelnienie dla

pieciokata.

Abstrakcyjne dziatania, dla ktérych
wybrano odpowiednie reguty dla
wszystkich mozliwych tgcznoécianéw,
nazywa si¢ A.-operadami. Analogicznie
jak z lacznoscia, mozna tez postapic

z przemiennoscig dziatania, wéwczas
méwi sie o Eo-operadach.

4

W powyzszym przykladzie mamy:

(a;) = (1,2,3,1), (b;) = (1,1,2,1). Temu
drzewu odpowiada zatem punkt
(1,2,6,1) € R*

Liczby Catalana do$¢ regularnie sg
przywolywane na tamach Delty, ostatnio
w artykule Wojciecha Przybyszewskiego
w AgZ, a miesigc wczedniej Barttomieja
Bzdegi (A3,).

(Grafika pochodzi z Wikimedia Commons)

Mozemy te zabawe ciagnaé¢ w nieskonczono$é, rozwazajac coraz to wieksza
liczbe argumentéw i dostajac coraz to bardziej skomplikowane ksztalty.
Wielowymiarowy wieloscian, ktéry otrzymaliby$my przy uzyciu n + 1 liter,
bedziemy oznaczaé przez IC,, i bedziemy nazywaé n-tym lgcznoscianem
(associahedron).

Dla malych n lacznosciany sa dosyé¢ proste: Ky to punkt, Ko to odcinek

(tzn. (ab)e — a(bc)), K3 to przedstawiony wezedniej pieciokat. Skomplikowanie
robi sie pozniej; juz K4 nie jest tatwe do opisania, a co dopiero pozostale, ktére
nie mieszczg si¢ nawet w trzech wymiarach.

Opisanie w ogdélnosci, jak zrealizowaé IC,, w przestrzeni euklidesowej, jest
zupelnie nieoczywiste, cho¢ istnieje na to wiele réznych sposobdéw. Przedstawimy
teraz jeden z najprostszych, zaproponowany przez Jeana-Louisa Lodaya (2004).
Przypomnijmy, ze drzewo jest regularne, jesli wszystkie jego wewnetrzne
wierzchotki majg ten sam stopient. Dla kazdego regularnego drzewa binarnego
(czyli takiego, gdzie kazdy wierzcholek wewnetrzny ma dwoje dzieci)

o n + 1 liciach (ponumerowanych od lewej do prawej 0, 1,...,n) numerujemy
jego wierzchotki wewnetrzne od 1 do n (wierzcholek o numerze i to ten, ktérego
lewa odnoga zawiera li$é numer ¢ — 1, a prawa li$é numer ¢). Nastepnie oznaczamy
przez a; (odpowiednio b;) liczbe lisci w lewej (odpowiednio w prawej) odnodze
i-tego wierzchotka. Wéwczas n-ty tacznoscian to otoczka wypukla wszystkich
otrzymanych w ten sposéb punktéw (aiby, asbs,. .., a,b,) w R™.

Ciekawe jest to, ze kazda Sciana n-tego tacznoScianu powstaje przy uzyciu
lacznodciandéw nizszego wymiaru. Tu piszac $ciany, mamy na mysli wszystkie
wierzchotki, krawedzie, Sciany dwuwymiarowe, tréjwymiarowe itd. Na przyklad
kazdy wierzcholek to Ky, kazda krawedz to Ko, kazda Sciana dwuwymiarowa
jest albo pieciokatem, czyli K3, albo kwadratem, czyli Ko x Ky. Ogdlnie
mowiac, skoro mnozenie przez punkt, czyli K1, nic nie zmienia, to kazda Sciane
tacznoscianu K, mozemy — by¢ moze nieco sztucznie — zapisa¢ w postaci

Ky X oo X Ky, gdzie ng + ... +n; =n.

Facznosciany maja tez powiazania z kombinatoryka. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek tacznoécianu K,, odpowiada pewnemu rozstawieniu nawiaséw
w dzialaniu o n + 1 argumentach Wiadomo, ile jest takich rozstawien (wiec
i wierzchotkéw IC,,): nil ( ) Jest to tak zwana n-ta liczba Catalana, ktéra
oznaczamy przez C,.
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Iloczyn szeregéw formalnych
— R k
Az) = E o kT Oraz
— R k
B(z) = E oo DET to szereg formalny

C(z) = chzo cpa®, ktérego wyrazy sa

. k
okreélone wzorem ci = g )
i

a;iby_;.
o %ibk—i

Dowéd wzoru , jak réwniez
przytoczonego twierdzenia, mozna
odnalezé w pracy Marcelo Aguiara

i Federico Ardila Hopf monoids and
generalized permutahedra (2017).

w

Rozwigzanie zadania M 1740.
Niech di > d2 > ... > dy beda
dzielnikami liczby n takimi, ze

k

n
n = E d;. Poniewaz d; < n, to = = p.

aig
i=1
.on n n
Jako ze —, —, ..., — jest rosnacym
di do dy,
ciggiem liczb calkowitych, to

%2]}—&-71—1(11;171:1,”4%:4
a;
‘Wobec tego
1+ 1 n 1
p p+1 T pt+k-—1
>h b e
n n n n
Dlamgi
1—4/1-4(x—-2%) 1_(1-22)
= =x

2 2

Dochodzimy teraz do najbardziej zadziwiajacego z faktéw dotyczacych
tacznodciandéw. Okazuje sie, ze ich struktura geometryczna ma bliski zwiazek
z problemem odwracania szeregéw formalnych.

Szeregiem (formalnym) nazywamy napis postaci ag + a1x + asx? + .. ., gdzie

a; sa liczbami rzeczywistymi. Szeregi mozna dodawaé i odejmowaé zupelnie

tak samo jak wielomiany. Mnozenie tez jest analogiczne, dla Czytelnika
Nieprzekonanego zamieszczamy wzér na marginesie. Jedyny problem jest ze
skladaniem. Jedli mamy dwa szeregi, A(z) = Y ;o arpz® oraz B(z) = > po  bra®,
to napis A(B(z)) niestety nie ma sensu. Jest tak choéby dlatego, ze aby obliczy¢
wyraz wolny powstalego szeregu, musielibySmy zsumowaé nieskonczony ciag

ao + arbo + agb? + ..., co zwykle jest niemozliwe.

Istnieje jednak klasa szeregdéw, dla ktorych wszystko Swietnie dziala.

Sa to szeregi postaci x + a;2% + axx> + . ... Nie do$é, ze dla dowolnych

dwoéch szeregéw tej postaci ich zlozenie jest dobrze zdefiniowane (kazdy
wspdélezynnik nowo powstalego szeregu jest wyrazony przez skoriczona sume),
to jeszcze dla dowolnego szeregu A(z) = x + a12% + agx® + . .. istnieje szereg
B(z) = z + bia? + bex® + ... spetniajacy A(B(z)) = z = B(A(x)), czyli bedacy
odwrotnosciag A. Wspélczynniki B dla zadanych wspotczynnikéw A moga zostaé
wyznaczone nastepujaco:

+ |m|)!
1 by, = —1)lml (n Tal? ...
(1) (Z ) (=1) (n+1)!mytmg! ...t 2
m=(mi,ma,...):
mi+2mao+3ms+...=n
(sumujemy po wszystkich ciagach m = (my, ..., my) takich, ze Zle m; = n;

przyjmujemy |m| =Y., m;). Okazuje sie, ze istnieje réwniez piekny wzér,
wykorzystujacy geometrie lacznosciandw.

Twierdzenie. Odwrotnosciq szerequ A(x) = & + a2 + aza® + ... jest szereg
B(z)=xz+ biz? + bex® + ... zadany wzorem

b, = Z (71)nfdim FaF7
FES(’Cn)
gdzie dla Sciany F postaci KCp, X ... X Ky, piszemy ap = Gy, - ...+ Gy, -

Jako przyklad zastosowania rozwazmy szereg A(x) = x — 22. Wéwcezas wszystkie
wspolczynniki ay, sa zerowe oprocz wspoélczynnika aq, ktéry wynosi —1.
Oznacza to, ze ap nie jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Sciana F' jest
postaci K01 X ... X K1, czyli gdy jest wierzchotkiem (w tym przypadku ap

jest réwny (—1)"). Teraz: skoro K,, ma C,, wierzcholkéw, a wymiar punktu

dim K1 = 0, to powyzsze twierdzenie méwi, ze szeregiem odwrotnym do A jest
B(x) = x + Cix? 4+ Cox® + ... A skoro Cy wynosi 1, to mozemy go zapisaé

w skréconej formie B(z) = > 5o ) Cra* 1.

Otrzymali$my wiec funkcje tworzaca dla ciagu liczb Catalana! Pamietajac, skad
sie ona wzieta, mozemy wysnué ponizszy wniosek.

Whniosek. Dla wszystkich x z przedziatu (f%, i) zachodzi tozsamo$é

> p  1—y1T—4dx

S Gt = 1YL AT

2x

k=0
Dowdd. Jak juz wiemy, szeregiem odwrotnym do szeregu A(x) = z — 22 jest
szereg B(z) = Y 77, Cra*1. Na przedziale (—1, 1) szereg B jest zbiezny. Jest
tak dlatego, ze liczby Catalana spelniajg ponizsze oszacowanie asymptotyczne:

4n
Oznacza to, ze na przedziale (—i, i) funkcja B(x) jest funkcja odwrotna do
funkeji © — 22 (zbieznogé pozwala nam przejéé od szeregéw do funkcji). Z drugiej
strony, za pomoca prostego rachunku (margines) mozemy uzasadnié, ze na tym

1—+v/1—4z
2

Ch

samym przedziale funkcja réwniez jest funkcjg odwrotng do = — x2. Stad

dostajemy rownosé

ickxkﬂ _1-V1-4z
2 ?
k=0

ktéra mozna latwo przeksztalci¢ w dowodzona tozsamosc. (]
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2023

B M e}

Rysunek do zadania 850

Zadania z matematyki nr 857, 858
Redaguje Marcin E. KUCZMA

857. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych z,y, dla ktoérych liczby
2?2 — 4y oraz y? — 4z sy kwadratami liczb calkowitych.

858. W przestrzeni znajduje sie tréjkat rownoboczny ABC o boku diugosci 1
oraz odcinek DFE dhugoéci 1, majacy punkt wspdlny z tréjkatem ABC.
Udowodnié, ze pewien z punktéw A, B,C, D, E jest w odleglosci nie wigkszej
niz 1 od czterech pozostatych.

Zadanie 858 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:
849. Rozwigzaé réwnanie 4% + 4Y 4+ 1 = z* w liczbach calkowitych dodatnich z,y, z.

850. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest $rodkiem boku BC. Punkt P lezy na

odcinku AM. Proste BP i CP przecinaja boki AC i AB odpowiednio w punktach D i E. Te

same proste przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach X i Y, réznych
od B i C. Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach AXD i AY E przecinaja si¢ w punkcie réznym
od A, lezacym na odcinku AM.

849. Niech tréjka (z,y, z) bedzie jednym z rozwiazan. Liczba z jest nieparzysta.
Przyjmijmy, ze < y. Z réwnania widaé, ze z* > 4Y; zatem 22 > 2Y + 1, skad
przez podniesienie do kwadratu i ponowne skorzystanie z rownania dostajemy
47 > 2.2V czyliy < 2x — 1.
Przepiszmy teraz réwnanie tak:
(1) 47 4 4Y = (22 - 1)(22 + 1).
Poniewaz z < y, lewa strona dzieli sie przez 22%. Po prawej stronie czynnik
2% 41 jest niepodzielny przez 4, wobec czego czynnik z? — 1 musi dzielié sie
przez 22771, Stad 22 — 1 > 2271 i dalej:

(22 _ 1)(22 + 1) 2 22w—1(22w—1 + 2) — 4211—1 _’_411,
co w polaczeniu z (1) pokazuje, ze y > 2z — 1.
Wezesniej wykazaliSmy, ze y < 2z — 1. Tak wiec y =22 — 1, czyliz = (y + 1) /2.
Wstawiamy to do réwnania (w wyjéciowe]j postaci):
(2) Ul gy 11 =21
Lewa strona (2) to kwadrat liczby 2¢ + 1, ktéra wobec tego jest réwna z2.
Otrzymujemy 29 = 22 — 1 = (2 — 1)(z + 1). Kazdy z czynnikéw musi by¢ potega
dwdjki; réznia sie o 2, czyli wynosza 21 4. Stad z=3,y=3, 2 =(y+1)/2=2.

Odrzucajac zalozenie, ze = < y, stwierdzamy, ze rownanie ma dwa rozwigzania:

(z,y,2) =(2,3,3) oraz (3,2,3).

850. Poniewaz AE - BM -CD =EB-MC-DA
(Ceva), zas BM = MC', wigc ma miejsce proporcja
AE : BE = AD : CD, z ktérej wynika, ze ED|BC.
Zatem punkt N, w ktéorym przecinaja sie proste
AM i ED, jest srodkiem odcinka ED. Dzieki tej
réwnoleglosci (oraz polozeniu punktéw A, B,C, X na
jednym okregu) mamy réwnosé

XADE = xACB = <xAXD,
ktéra méwi, ze kat miedzy prosta ED i cieciwa AD
okregu AX D jest réwny katowi wpisanemu w ow
okrag. Stad wniosek, ze prosta ED jest styczna do
okregu AX D. Analogicznie, jest ona tez styczna do
okregu AY E.

Przyjmijmy, ze prosta AM przecina okrag AX D
w punktach A i T, za$ okrag AY E w punktach A iU
(gdy jest styczna do ktérego$ z nich, przyjmujemy

20

T = A badz U = A). Oba te okregi leza po tej samej
stronie prostej FD co punkt A, zatem punkty T i U
leza na pétprostej NA™. Odcinek N D jest styczny do
okregu AX D, wiec

(3) NA-NT = ND? NA-NU = NFE~
A skoro ND = NE, wynika stad, ze T i U to ten sam
punkt — ten, o ktéry chodzi w zadaniu. Pozostaje

uzasadnié, ze lezy on na odcinku AM; w tym celu
wystarczy pokazaé, ze NT < NA.

Gdyby byto inaczej (NT > N A), to wobec zwiazkéw (3)
mieliby$Smy tez ND > NA, NE > N A. Daloby to
nieréwnoéci XNAD > xNDA, xNAE > xNFEA;

po dodaniu stronami (i uwzglednieniu podobieristwa
trojkatéw AED i ABC) otrzymaliby$my:

XCAB > «xBCA + < ABC, wbrew zalozeniu, ze
tréjkat ABC' jest ostrokatny. To koniczy rozwigzanie.

podobnie



K]_ub 44 F Zadania z fizyki nr 754, 755

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

L

754. Okladki kondensatora ptaskiego o pojemnoéci C natadowano do

i potencjaléw ¢ i (—p) wzgledem ziemi. Kazda z okladek tworzy z ziemia

kondensator o pojemnosci C7. Znalez¢ stosunek natezen pola elektrycznego

miedzy okladkami kondensatora o pojemnosci C na poczatku i po uziemieniu

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2023

jednej z oktadek.

755. Zamkniete naczynie catkowicie wypelnione jest woda. Tuz nad dnem
naczynia znajduje sie pecherzyk powietrza. Jak zmieni si¢ ciSnienie na poziomie
dna, gdy pecherzyk wyptynie?

L
XB E—
Rozwigzania zadan z numeru 11/2022

Przypominamy tresé¢ zadan:

Rys. 1 746. Miedzy okladkami kondensatora plaskiego odleglymi o d, ktérych powierzchnia wynosi S,
porusza si¢ z predkoscig v plaskoréwnolegla, przewodzaca plyta o grubosci d/2. Wektor v jest
réwnolegly do oktadek kondensatora, rozmiary plyty sa duzo wigksze od rozmiaréw okladek.
Réwnolegle do powierzchni plyty i prostopadle do v dziala state pole magnetyczne o indukcji B
(rys. 1). Znalez¢ napiecie na kondensatorze o pojemnosci C' polaczonym z okladkami pierwszego

kondensatora jak na rysunku.

747. Przez nieruchoma, pozioma belke przerzucony jest sznurek (rys. 2). Aby utrzymad ciezar
o masie m = 6 kg zawieszony na koncu sznurka, trzeba ciaggnaé¢ drugi koniec minimalna sita F; = 40 N

I

Rys. 2

(rys. 2). Jaka minimalng silg F» trzeba ciggnaé sznurek, aby ciezar zaczal sie podnosié¢?

746. Podczas ruchu plyty wewnatrz kondensatora na swobodne elektrony dziala
sita Lorentza —e@ x B skierowana w dot, sila —eE od tadunkéw na powierzchni

rownowaza, sie:

(1)

zatem

(2)

plyty skierowana w gére oraz sita —eEO skierowana w dél (rys. 3). Sily te

vB+ Ey—E =0.

FLadunki na potaczonych oktadkach maja taka sama warto$é bezwzgledna @,

Q =CU =¢9SE),

gdzie U jest szukanym napieciem. Napiecia miedzy oktadkami polaczonych

Rys. 3 kondensatoréw sa jednakowe:

(3)

U = Bd/2 — Eqd.

Rozwiazujac uklad réwnan (1) — (3), otrzymujemy

F F + AF

U= 501}BS/(C + QEOS/d)

747. Rozwazmy maly element Al sznurka na belce oparty na kacie A« (rys. 4).
Sasiednie odcinki liny dziataja na ten element sitami napiecia F'i F'+ AF.

Rys. 4

Roéznica wartosci tych sit spowodowana jest silg tarcia AT. Dla matego

elementu zwoju AF/F <« 1. Warto$¢ sily nacisku elementu sznurka na belke
AN = FAaq. Sila tarcia AT = pAN = pFAa, gdzie i jest wspétezynnikiem
tarcia. Uwzgledniajac, ze AF = AT, otrzymujemy réwnanie

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
742 (WT = 2,91), 743 (WT = 3,1) czyli
z numeru 9/2022
Stawomir Bué Mystkow — 1-44+4-2,81

dF/da = pF(a).

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja proporcjonalna do swojej pochodnej,

F(a) = F(0)exp(ue).

Pawet Perkowski  Ozaréw Maz. 4-36,59 D]a ustalonego kata a zachodzi F'(«)/F(0) = const. W naszym przypadku, kiedy

Jan Zambrzycki Bialystok 3-36,35

Jacek Konieczny  Poznaii 33.42 chcemy podnies¢ ciezar, sila tarcia jest skierowana przeciwnie do sity Fj i juz nie
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-33,14 pomaga, a przeszkadza: mg/F1 — F2/mg St%d

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

21

Fy = (mg)?/F; = 90N.

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Prosto z nieba: Odkrycia z JWST

Makrofotografia wyplywéw pochodzacych z aktywnych jader galaktyk

12.0" (4.0 kpc)

Budzace zachwyt zdjecia wykonane przez Kosmiczny Teleskop Jamesa Webba
(James Webb Space Telescope, JWST) widzieli juz chyba wszyscy — bez wzgledu

na to, czy sa zainteresowani astronomia, czy tez nie. PodziwialiSmy juz gromade

galaktyk SMACS 0723 (pierwsze tzw. glgbokie pole JWST), Kwintet Stephana,
obszar gwiazdotworczy NGC 3324 w Mglawicy Carina czy Filary Stworzenia
znajdujace sie w Mglawicy Orzel. Wykonane w podczerwieni zdjecia nie tylko

zachwycaja, ale rownoczesnie weryfikuja wiele teorii naukowych, pozwalaja na
glebsze zrozumienie ewolucji galaktyk, a takze calej wielkoskalowej struktury

Wszechs$wiata.
Zdjecie galaktyki spiralnej NGC 7469
wykonane za pomoca instrumentu
$redniej podczerwieni (MIRI) JWST.
Obszar zaznaczony prostokatem zostat
zbadany w omawianej pracy U i inni,
2021. Zrédlo: Bohn et al., arXiv:
2209.04466

galaktyka NGC 7469. Gléwna badaczka tego projektu,
Vivian U, zastanawiala sie, czy wyplywy energii

z aktywnego jadra galaktyki (AGN) znajdujacego sie

w NGC 7469 hamuja, czy tez przyspieszaja tworzenie sie
gwiazd w oérodku miedzygwiazdowym. O pozytywnym
(przyspieszanie), a takze negatywnym (hamowanie)
wplywie AGN na tempo tworzenia si¢ gwiazd w galaktyce
dyskutuje si¢ juz od dawna. Jednak ze wzgledu na
zapylenie AGN do tej pory badanie wyplywu byto
niezwykle utrudnione (py! przestanial Swiatlo w zakresie
widzialnym). Teraz, gdy mamy do dyspozycji JWST,
uchylenie rabka kurtyny pytowej i podejrzenie proceséw
zachodzacych w jej chmurze staje si¢ nareszcie mozliwe.
Supermasywne czarne dziury sa klasycznie definiowane jako czarne
dziury o masie od 0,1 miliona do 10 miliardéw mas Stonca.

W miare jak supermasywne czarne dziury gromadzg
materie, czesto jako efekt uboczny wydmuchujg nieco
energii w postaci tzw. wyplywéw (outflow). Uwaza sig,

7e supermasywne czarne dziury zasilajg aktywne jadra
galaktyk, ktére sg czesto niewidoczne bezposrednio, bo sg
przesloniete przez pyl galaktyki. NGC 7469 jest idealnym
obiektem do przestudiowania zjawiska wyplywéw z jadra
galaktyki ich potencjalnego oddziatywania z osrodkiem
miedzygalaktycznym. Galaktyka ta zawiera tzw. jadro
galaktyki Seyferta otoczone chmura aktywnie tworzacych
sie¢ gwiazd. Dzigki spektroskopii z JWST Vivien U wraz ze
wspolpracownikami mogla przyjrzeé sie, jak tworzony jest
gaz i pyl w NGC 7469 przez wyplywy pochodzace z AGN.
Galaktyka Seyferta to rodzaj galaktyki, spiralnej badz nieregularnej,
charakteryzujacej sie jadrem o duzej jasnosci. Zrédtem
promieniowania takiego jadra jest najprawdopodobniej materia
spadajgca na czarng dziure, a jego jasno$¢ moze by¢ wigksza od calej
otaczajacej je galaktyki.

W swojej pracy autorzy uzywaja pomiaréw kilku linii
emisyjnych, takich jak [Fe II], H2, [Ar II] czy [Mg V],

Niebo w marcu

W trzecim miesiacu roku Stonice wspina sie po niebie
jeszcze szybciej niz w drugim. Nasza gwiazda zacznie
miesigc na potudnie od réwnika niebieskiego, by na jego
koniec wejs¢ kilka stopni w glab potkuli péinocnej nieba.
Przez 31 dni marca Stonice zwigkszy wysoko$é gérowania
w Srodkowej Polsce do 42°, a wraz z tym diugoéé dnia
zwiekszy sie do 13 godzin. Stornice przetnie réwnik niebieski
w drodze na péinoc 20 marca o 22:25 naszego czasu i tym
samym na naszej pétkuli Ziemi zacznie sie astronomiczna
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Dzieki obserwacjom JWST jesteSmy tez w stanie badaé niezauwazone do tej pory
procesy zachodzace w znanych nam dosy¢ dobrze obiektach. I tak w ramach projektu
The Great Observatories All-sky LIRG Survey (GOALS), z pomoca instrumentu
Mid-InfraRed (MIRI) zainstalowanego na pokladzie JWST, sprawdzono, jak
doktadnie wyglada pobliska (odlegla od nas o okoto 200 000 000 lat $wietlnych)

do badania, czy/gdzie wystepuja wyplywy i czy/jak
oddziatuja z osrodkiem miedzygwiazdowym. I tak

H2 jest skoncentrowany gtéwnie wokot jadra galaktyki,
natomiast [Fe II] i [Ar 1], zakazane linie emitowane ze
zjonizowanego gazlu, sa najjasniejsze w pierscieniu wokot
AGNu NGC 7469. Dodatkowo linia [Mg V], wymagajaca
duzej iloéci energii do jej wytworzenia, jest wyraznie
przesunigta w kierunku krétszych diugosci fal (tzn.
blueshifted) w stosunku do regionu centralnego, co oznacza,
ze obszar, z ktorego jest emitowana, porusza sie w nasza
strone. Ta kombinacja linii i ich potozenia to dowdd na
to, ze w NGC 7469 ma miejsce wyplyw gazu i jest on
skorelowany z wlasciwosciami obszaru gwiazdotwoérczego.
Dodatkowo Vivian U zbadata wtasnosci pytu skupionego
w centralnej czesci galaktyki w stosunku do linii H2.

Ta analiza wskazuje na to, ze pyt nie jest jednorodnie
rozlozony, lecz wystepuja pewne zageszczenia zwiazane

z fala uderzeniowa pochodzaca z wyplywu z AGN.

Dzigki nowym, wykonanym w wysokiej rozdzielczosci
obrazom z JWST autorzy pracy przeanalizowali

geometrie gazu i pytu wokét jadra NGC 7469 i odkryli,

ze wyplyw AGN wydaje sie¢ oddzialywaé z oérodkiem
miedzygwiazdowym tej galaktyki. Jest to pierwsza tego
typu praca. Z pewnoscig z teleskopem JWST w niedalekiej
przysztosci zdobedziemy wiecej informacji dotyczacych roli
AGN w regulacji formowania si¢ gwiazd.

Katarzyna MALEK

Departament Badari Podstawowych, Zaklad Astrofizyki,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Oparte na artykule Vivian U i inni ,,GOALS-JWST: Resolving

the Circumnuclear Gas Dynamics in NGC 7469 in the Mid-Infrared”
przyjetym do publikacji w czasopismie The Astrophysical Journal
Letters (arXiv:2209.01210).

wiosna, a kilka dni wcze$niej — pétroczny okres, gdy
dzien jest dluzszy od nocy. W nocy z soboty 25 marca na
niedziele 26 marca nastapi zmiana czasu na letni. Nalezy
pamietaé¢ o przestawieniu zegaréw o godzine do przodu.

Noce w pierwszej polowie marca rozswietli jasna tarcza
Ksiezyca, ktéry rozpocznie miesigc w fazie ponad 70% na
pograniczu gwiazdozbioréw Blizniat i Woznicy, gorujac
wieczorem na wysokoéci az 65° — obecnie jego orbita

jest wychylona maksymalnie na péinoc i na poludnie.



Rano 3 marca zachodzaca tarcza Ksiezyca oswietlona

w 83% przejdzie 2,5° od Polluksa, najjasniejszej gwiazdy
BliZniat. Trzy dni pdzniej, znowu nad ranem, juz prawie
pelna ksiezycowa tarcza zblizy sie na 3,5° do Regulusa,
najjasniejszej gwiazdy Lwa. Pelni¢ blasku Srebrny Glob
osiggnie 7 marca po potudniu naszego czasu, $wiecac wciaz
na tle Lwa, cho¢ przy granicy z Panna.

Po drodze do ostatniej kwadry naturalny satelita Ziemi

w nocy z 9 na 10 i 10 na 11 marca spotka si¢ najpierw ze
Spika, najjasniejsza gwiazda Panny. Podczas obu nocy
dystans miedzy tymi ciatami niebieskimi wyniesie okoto 7°,
a ksiezycowa tarcza pokaze faze najpierw 93%, a potem
88%. Rano 12 marca Srebrny Glob przejdzie niewiele
ponad 2° od Zuben Elgenubi w Wadze.

Ostatnia kwadre Ksiezyc osiagnie 15 marca na pograniczu
gwiazdozbioréw Wezownika, Skorpiona i Strzelca,

a ze wzgledu na to, ze przebywa wtedy ponad 6° pod
ekliptyka, pojawi si¢ na niebosklonie dopiero po godzinie 2
i przetnie potudnik lokalny 3 godziny pézniej na wysokosci
zaledwie 12°. Dobe wczeéniej jego tarcza wzejdzie

niecaly stopienn od Antaresa, najjaéniejszej gwiazdy
Skorpiona. Potem Ksiezyc podazy ku nowiu, przez

ktory przejdzie 21 dnia miesiaca, prawie 24 godziny po
przecigciu przez Stonce rownika niebieskiego. Jednak ze
wzgledu na niekorzystne nachylenie ekliptyki naturalny
satelita Ziemi zniknie w zorzy porannej juz kilka dni
wczesniej, ale mozna probowaé go dostrzec tuz przed
wschodem Slorica na jasnym juz niebie kilka stopni nad
potudniowo-wschodnia czedcia niebosklonu.

Jednym z ciekawszych wydarzen astronomicznych marca
jest spotkanie Wenus z Jowiszem na poczatku miesigca.
Do najwiekszego zblizenia obu planet dojdzie 2 marca
okoto godziny 8 rano naszego czasu, gdy Wenus zblizy
si¢ do Jowisza na 30’, czyli tyle, ile wynosi $rednica
katowa Stonca lub Ksigzyca. Niestety wtedy obie planety
gina w blasku dnia. Wieczorem w dniach bezposrednio
przed i po koniunkcji obie planety przedzieli odlegtosé

o 10’ wieksza.

Wenus w marcu jest widoczna coraz lepiej. Jej elongacja
od Stonica sie zwigksza i jednoczeénie planeta zbliza sie do
Ziemi, stad zmniejsza sie faza i ro$nie rozmiar katowy jej
tarczy. Jowisz przeciwnie: dazy do kwietniowego spotkania
ze Stoncem i oddala si¢ od nas (a raczej my od niego). Na
poczatku miesiaca o zmierzchu Wenus wraz z Jowiszem
zajmuja pozycje na wysokoséci ponad 15° nad zachodnia
czescia niebosklonu. Jowisz jeszcze w marcu zniknie

w zorzy wieczornej, Wenus natomiast zwiekszy wysokos¢
nad widnokregiem do ponad 20°. Najwieksza planeta
Uktadu Stonecznego do konca widocznosci utrzyma jasnosé
na poziomie —2™ i érednice katows tarczy 34”. Tarcza
Wenus takze zmieni si¢ niewiele: jej jasnos¢ wyniesie —4™,
$rednica katowa zwickszy sie do 14”, faza za$ spadnie

z 86% do 78%. Planeta przejdzie niewiele ponad 1° od
Urana 30 marca.

Jowisz na pozegnanie spotka sie¢ z bardzo cienkim sierpem
Ksigzyca i planeta Merkury. Srebrny Glob zacznie pojawiaé
sie na wieczornym niebie zaraz po nowiu 21 marca. Juz

22 dnia miesiaca mozna prébowaé dostrzec ksiezycowy
sierp w fazie 1% (24 godziny po nowiu). W czasie 30 minut
po zachodzie Storica pokaze si¢ on 3° pod Jowiszem
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i zajdzie niewiele ponad po6t godziny pozniej. Ze wzgledu
na jasne jeszcze tto nieba warto w poszukiwaniach
Ksiezyca wspoméc si¢ lornetka. Dwie doby pézniej juz
znacznie lepiej widoczny Ksiezyc w fazie 11% pokaze

sie 3° od Wenus. O tej samej porze zdazy si¢ wznie$¢ na
wysokos¢ 30°.

Do korica miesigca Srebrny Glob spotka sie jeszcze

z Plejadami 25 i 26 marca w fazie odpowiednio 18% i 27%
(drugiego z wymienionych dni przejdzie 8 na péinoc od
Aldebarana). Ksiezycowa tarcza w fazie 38% 27 marca
zblizy sie na 2° do El Nath, drugiej co do jasnoéci gwiazdy
Byka, kolejna dobe za$ ma zarezerwowang na spotkanie

z planetg Mars. Wieczorem oba ciala Ukladu Stonecznego
przedzieli dystans 3°, a Ksiezyc osiagnie I kwadre.

W przedostatnia noc miesiaca, 30 marca, zwigkszajac faze
do 65%, Ksiezyc minie Polluksa w odleglosci 5°.

Planeta Merkury 17 marca przejdzie za Stoncem,

a nastepnie podazy ku maksymalnej elongacji wschodniej,
ktora osiagnie 11 kwietnia. Niestety oddali sie wtedy
tylko na odlegto$¢ 19°. Merkurego mozna zaczaé szukaé
przez lornetke gdzies od 27 dnia miesiaca, gdy 30 minut
po zachodzie Storica razem z Jowiszem zajmie pozycje

na wysokoéci 6°, tworzac pare o rozpietosci 1,5°. W tym
momencie jasno$¢ Merkurego osiagnie —1,4™. W kolejnych
dniach Merkury stopniowo zwiekszy wysokosé do 12°

w dniu maksymalnej elongacji. Do 31 marca jasnosé
planety spadnie do —1,1™, a jej tarcza zwiekszy $rednice
do 6” i zmniejszy faz¢ do 80%.

Czerwona Planeta w marcu pokona 14° na tle
gwiazdozbioréw Byka i Blizniat. Mars 9 marca przejdzie 3°
na potudnie od El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy
Byka, a 26 dnia miesiaca zawita do Blizniat i 3 dni
pézniej minie jasna gromade otwarta M35 w odleglosci
niewiele przekraczajacej 1°. Przez caly miesiac jasnosé
planety zmniejszy sie z +0,4™ do 4+1™, a Srednica jej
tarczy spadnie do 6”. Warunki obserwacyjne Marsa
nadal sg bardzo dobre. Na poczatku nocy astronomiczne;j
planeta przebywa po poludniowej stronie nieba, choé

juz po minieciu potudnika lokalnego, na wysokosci
przekraczajacej 50°, znikajac za widnokregiem okoto
godziny 3.

21 marca w opozycji do Stonca znajdzie si¢ planeta
kartowata (1) Ceres, ktéra zacznie miesiac na granicy
Panny i Warkocza Bereniki, jakie$ 5,5° na p6inocny
zachdd od gwiazdy 3. wielkoéci Vindemiatrix (¢ Vir),
czyli najbardziej na pdélnoc wysunietej gwiazdy gléwnej
figury Panny. Planeta ta i w kolejnych dniach podazy na
pémocny zachdéd w glab tego drugiego gwiazdozbioru.
Przez caly miesiac Ceres pokona ruchem wstecznym
tuk o dlugosci ponad 6° i 11 marca zblizy sie na 4’

do galaktyki spiralnej M91, a 15 dni pdzniej — na
zaledwie 2’ do jadra kolejnej jasnej galaktyki spiralnej
M100. Obie, jako mgietki, mozna dostrzec juz przez
nieduzy teleskop. Ceres w marcu osiagnie jasnosé nieco
ponizej +7™, czyli do jej zaobserwowania potrzebna
jest przynajmniej lornetka i bezksiezycowa noc. Planeta
kartowata przecina potudnik lokalny po péinocy na
wysokosci przekraczajacej 50°.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Jak zostalem krolem Internetu

Napisalem prace naukowa. Nie sam, zreszta, bo z dwoma dobrymi kolegami,
bardzo zdolnym doktorantem jednego z nich oraz z jeszcze jednym
wspolpracownikiem, ktérego nie miatem nigdy okazji poznaé, ale ktéry pracuje
z jednym z kolegéw. Nic nowego pod stoncem, tak wyglada czesto zespot

badawczy.

Napisalem prace naukowa. W sumie tego wladnie spoleczenstwo oczekuje od
naukowca, podobnie jak od piekarza, by piekt chleb, od lekarza, by zwalczal
choroby, a od kierowcy, by sprawnie i bezpiecznie przewozil ludzi lub towary.
Jednak specyfika pracy naukowca jest to, ze spoleczenstwo — stusznie! — oczekuje
oden, by w przystepnych stowach opowiedzial wszem i wobec, co jest owocem
jego pracy. Bardzo prosze!

Jak widzieliby nasz swiat obserwatorzy poruszajgcy sie z predkoscig wickszq
niz swiatio w proini? Bylby to obraz wyraznie réiny od tego, z czym stykamy
sie na co dzieni. Mozna byloby spodziewaé sie nie tylko zjawisk dziejgcych sie
spontanicznie bez Zadnej przyczyny ale i czqgstek podrozujgcych jednoczesnie
wieloma drogami, czyli tego, co znamy z teorii kwantowej — przekonujg polscy
1 angielscy fizycy. Catkowitemu przenicowaniu uleglaby takzie sama koncepcja
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czasu i przestrzeni — Swiat opisywany bytby trzema wymiarami czasowymi @
jednym przestrzennym, a Zeby nadac takiemu opisowi sens, trzeba by postugiwac
sie jezykiem teorii pola, ktory Swietnie znamy.

Przytoczony tekst to materialy prasowe przygotowane w zwiazku z publikacja
pracy w czasopiSmie naukowym. Ich autorka jest niezastapiona Agnieszka
Fiedorowicz z sekcji promocji mojego macierzystego Wydzialu Fizyki.

Zostaly one zamieszczone na stronie internetowej Wydzialu, w jego mediach
spolecznos$ciowych oraz rozestane do serwiséw zajmujacych si¢ publikacja notek
o najnowszych badaniach naukowych. I wtedy si¢ zaczelo.

Nie bez znaczenia jest, oczywiscie, fakt, ze jeden z autoréw pracy, Andrzej
Dragan, ma bardzo silng pozycje w mediach spoleczosciowych, zbudowana
zaréwno bezposrednioscig przekazu, jak i wieloletnia, cierpliwg praca
popularyzatora nauki, plus pare innych zastug. W chwili pisania tego tekstu
praca zostala pobrana ze strony czasopisma prawie dwadzieicia tysiecy razy,
napisaly o niej 42 serwisy informacyjne, od Stanéw Zjednoczonych po Australie,
i byla bohaterka 121 wzmianek na Twitterze, co dalo jej miejsce w gérnym 1%

poréwnywalnych prac w kategorii uwagi ze strony spoleczenstwa. Przez krotka
chwile czutem si¢ jak krél Internetu.

Potem zaczalem za$ czytaé¢ artykuly prasowe
przygotowane na podstawie notki. Serwis
popularmechanics.com opatrzyl swoje doniesienie
tytulem: Grzebige w wymiarach czasoprzestrzeni,
mozemy osiggnagc w koncu predko$é warp, dodajac

w podtytule, ze wymysliliSmy sztuczke matematyczng,
ktora ucieszylaby nawet Galileusza. A mozliwo$é
przeczytania, ze amerykanskie publikatory rozpoczynaja
swoje relacje fraza: Polscy naukowcy udowodnili, Ze. . .
byta po prostu bezcenna. Reakcje udostepniajacych
nasz artykut Twitterati wahaly si¢ zas od: Nadswietine
obiekty wyglgdalyby jok czqstki rozszerzajgce sie

na podobienstwo pecherzykow, troche podobnie do fali
przechodzgceej przez pole do: Oni tak na powaznie?

Mogtoby sie wydawaé, ze pozwalam sobie teraz,
zstapiwszy w otchlan wystepku, na biadolenie

nad utracona cnota. Nic bardziej mylnego. Przeciez
od poczatku wiedzialem, ze tak wladnie bedzie.
Naukowiec nie ma mozliwosci przebicia sie do gtéwego
nurtu informacyjnego bez posérednikow, ktorzy tu
nieco uproszcza przekaz, a 6wdzie co$ dodadza
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od siebie, zeby sie¢ lepiej czytalo. Jest to cena, jaka
placimy za mozliwos¢ podzielenia sie wynikami swojej
pracy ze spoteczenstwem... I nie zawsze wiadomo,

gdzie przebiega granica miedzy hiperbola a hucpa,

co sygnalizowalem w poprzednim odcinku pt. Ciemnosé
w tunelu. Alternatywa bytoby wynioste zamknigcie sie
w wiezy z kodci stoniowej i ograniczenie sie do wymiany
my$li w czasopismach naukowych, do ktérych dostep
jest czesto platny dla uzytkownikéw niezatrudnionych
w instytucjach badawczych.

Musze sie jednak przyznaé, ze przyjemnie bylo spojrzeé,
jak wielu ludzi interesuje si¢ fizyka i dzieli obserwacjami
i myslami dotyczacymi tej dziedziny nauki. Czy
powtérzytbym to doswiadczenie? Oczywiscie! Trzeba
zatem znowu wziaé sie do roboty.

Kraysztof TURZYNSKI

[1] A Dragan, K. Debski, S. Charzynski, K. Turzynski, A. Ekert,
»Relativity of superluminal observers in 143 spacetime” Classical and
Quantum Gravity 40 (2022) 025013


https://www.popularmechanics.com/

Mozna si¢ przekonaé, ze ciagi spelniajace
prostszy warunek: a; > aj; <= b; > b;
zawsze sg dobrze uporzadkowane.

W przypadku ciggéw réznowartosciowych
ten warunek jest rownowazny
przedstawionej definicji.

W polskiej literaturze czgsto mozna
napotkac¢ inng pisowni¢ nazwiska
Pafnutija Lwowicza Czebyszowa
(,Czebyszew”). Na ponizszym znaczku
pocztowym wyraznie wida¢ dwie kropki
nad ,E”, co oznacza samogloske ,jo”,
ktéra po spélgloskach szeleszczacych
czyta si¢ ,0”. Wymowa ,,Czebyszew”
wzigta si¢ stad, ze przy tlumaczeniu

z jezyka rosyjskiego te dwie kropki czesto
znikaja, a i sami Rosjanie rzadko je
rysuja, bo, podobnie jak w przypadku
wymowy ,0” i ,a”, wiedza, gdzie stawia
sie¢ akcenty. Co jest zatem silniejsze —
zakorzeniony w tradycji ,,Czebyszew”
czy prawidlowy — przynajmniej w jezyku
rosyjskim — ,,Czebyszow”?
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Wszystko w porzadku  Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu
Ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) 1 (b1,be,...,b,) nazywamy zgodnie
uporzgdkowanymi, jesli

nie istnieja takie ¢, j < n, ze a; < a; oraz b; > b;.
Oznacza to, ze ciagi (a) i (b) maja na tym samym miejscu najwieksza liczbe,
na tym samym druga co do wielkosci, trzecig i tak dalej az do ostatniej.
W analogiczny sposob definiujemy ciagi przeciwnie uporzgdkowane. Spelniaja
one warunek: nie istniejg takie ¢,j < n, ze a; < a; oraz b; < b;.
Na potrzeby niniejszego artykulu bedziemy stosowaé oznaczenie
(a) * (b) = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn.

Interesuje nas warto$¢ wyrazenia (a) x (b'), w ktérym (b') = (bo(1), bo(2), - - -
dla pewnej permutacji o zbioru {1,2,...,n}.

3 bo(n))

Twierdzenie 1 (o ciagach zgodnie uporzadkowanych). Przy powyzszych
zalozeniach warto$é wyrazenia (a) * (b') jest najwicksza wtedy i tylko wtedy, gdy
ciggi (a) i (V') sq zgodnie uporzqdkowane.
Dowdd. Jezeli ciagi (a) i (b') nie sa zgodnie uporzadkowane, to istnieja takie
i,j €{1,2,...,n}, ze a; < aj oraz b, > V.. Jesli zamienimy w ciagu (b') wyrazy b
i b, miejscami, to warto$¢ wyrazenia (a) x (b') wzrosnie o

aib;- + G,jb; — alb; al)(b; — b;) > 0.
Poniewaz permutacji o jest skonczenie wiele, wynika z tego, ze maksimum
wyrazenia (a) * (b') istnieje i jest osiagane dla pewnego ciagu (V') zgodnie
uporzadkowanego z (a). W druga strone, jesli (b") = (b;(1),b-(2);- - -,br(n)) réWniez
jest ciagiem zgodnie uporzadkowanym z (a), to (') = (b”) (choé niekoniecznie
T =0), wiec warto$é (a) x (b') jest taka sama dla wszystkich (V') zgodnie
uporzadkowanych z (a).

— a;b; = (a; —

W analogiczny sposéb mozna udowodnié¢

Twierdzenie 2 (o ciagach przeciwnie uporzadkowanych). Przy
powyzszych zalozeniach warto$é wyrazenia (a) * (b') jest najmniejsza, gdy ciggi (a)
i (b') sq przeciwnie uporzgdkowane.
7 powyzszymi nieréwnosciami wiaze sie bezposrednio
Nieréwnosé Czebyszowa. Dla ciagdéw (a) i (b) zgodnie uporzadkowanych
mamy:

aiby + asbs + ...+ a,b, S ar+as+...+ay _ bi+bx+...4+0b,

n - n n '

Jedli ciagi (a) i (b) sa uporzadkowane przeciwnie, to nieréwnosé zachodzi
w druga strone.

Dowdd. 7 twierdzenia 1 wynika, ze

airby + asby + ...+ apb, > a1b1+k + a2b2+k + ...+ anbn+k dla k=1,2,...,n,
przy czym przyjmujemy b; = b;_, dla j > n. Sumujac powyzsze nieréwnosci,
a nastepnie dzielac obie strony przez n?, otrzymamy teze. Dowéd dla ciagéw
przeciwnie uporzadkowanych jest analogiczny.

Zadania
1. Udowodnié, ze a + b+ ¢ < % + 2 4+ < dla a,b,c > 0.
2. Wykazaé, ze a®b’c® > a®b°c® dla a, b, c > 0.
3. Liczby a, b, ¢ sg dlugoéciami bokéw trojkata, a «, 8, v miarami
katéw (wyrazonymi w stopniach) naprzeciw nich. Wykazaé, ze
aa+ b8+ cy =2 60°- (a+b+c).
4. Dowies¢, ze o' F 4 th 4 pamth > pnak ek 4 a2k amak
dla liczb catkowitych dodatnich k i m oraz rzeczywistych xy,x,...,2, = 0.
o Hia + .5 2 3 dla a,b,c > 0 (nier6wnoé¢ Nesbitta).
+ + ...+ > 5 dla liczb dodatnich

z1
..y Ty, PrZy CZym s = 1 +To + ...+ Tp.

5. Udowodnié, ze

2
S—I2

Tn
S—Tp

6. Udowodnié, ze -
S—xI

T1,T2, .
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