Mozna si¢ przekonaé, ze ciagi spelniajace
prostszy warunek: a; > aj; <= b; > b;
zawsze sg dobrze uporzadkowane.

W przypadku ciggéw réznowartosciowych
ten warunek jest rownowazny
przedstawionej definicji.

W polskiej literaturze czgsto mozna
napotkac¢ inng pisowni¢ nazwiska
Pafnutija Lwowicza Czebyszowa
(,Czebyszew”). Na ponizszym znaczku
pocztowym wyraznie wida¢ dwie kropki
nad ,E”, co oznacza samogloske ,jo”,
ktéra po spélgloskach szeleszczacych
czyta si¢ ,0”. Wymowa ,,Czebyszew”
wzigta si¢ stad, ze przy tlumaczeniu

z jezyka rosyjskiego te dwie kropki czesto
znikaja, a i sami Rosjanie rzadko je
rysuja, bo, podobnie jak w przypadku
wymowy ,0” i ,a”, wiedza, gdzie stawia
sie¢ akcenty. Co jest zatem silniejsze —
zakorzeniony w tradycji ,,Czebyszew”
czy prawidlowy — przynajmniej w jezyku
rosyjskim — ,,Czebyszow”?
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Wszystko w porzadku  Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu
Ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) 1 (b1,be,...,b,) nazywamy zgodnie
uporzgdkowanymi, jesli

nie istnieja takie ¢, j < n, ze a; < a; oraz b; > b;.
Oznacza to, ze ciagi (a) i (b) maja na tym samym miejscu najwieksza liczbe,
na tym samym druga co do wielkosci, trzecig i tak dalej az do ostatniej.
W analogiczny sposob definiujemy ciagi przeciwnie uporzgdkowane. Spelniaja
one warunek: nie istniejg takie ¢,j < n, ze a; < a; oraz b; < b;.
Na potrzeby niniejszego artykulu bedziemy stosowaé oznaczenie
(a) * (b) = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn.

Interesuje nas warto$¢ wyrazenia (a) x (b'), w ktérym (b') = (bo(1), bo(2), - - -
dla pewnej permutacji o zbioru {1,2,...,n}.

3 bo(n))

Twierdzenie 1 (o ciagach zgodnie uporzadkowanych). Przy powyzszych
zalozeniach warto$é wyrazenia (a) * (b') jest najwicksza wtedy i tylko wtedy, gdy
ciggi (a) i (V') sq zgodnie uporzqdkowane.
Dowdd. Jezeli ciagi (a) i (b') nie sa zgodnie uporzadkowane, to istnieja takie
i,j €{1,2,...,n}, ze a; < aj oraz b, > V.. Jesli zamienimy w ciagu (b') wyrazy b
i b, miejscami, to warto$¢ wyrazenia (a) x (b') wzrosnie o

aib;- + G,jb; — alb; al)(b; — b;) > 0.
Poniewaz permutacji o jest skonczenie wiele, wynika z tego, ze maksimum
wyrazenia (a) * (b') istnieje i jest osiagane dla pewnego ciagu (V') zgodnie
uporzadkowanego z (a). W druga strone, jesli (b") = (b;(1),b-(2);- - -,br(n)) réWniez
jest ciagiem zgodnie uporzadkowanym z (a), to (') = (b”) (choé niekoniecznie
T =0), wiec warto$é (a) x (b') jest taka sama dla wszystkich (V') zgodnie
uporzadkowanych z (a).

— a;b; = (a; —

W analogiczny sposéb mozna udowodnié¢

Twierdzenie 2 (o ciagach przeciwnie uporzadkowanych). Przy
powyzszych zalozeniach warto$é wyrazenia (a) * (b') jest najmniejsza, gdy ciggi (a)
i (b') sq przeciwnie uporzgdkowane.
7 powyzszymi nieréwnosciami wiaze sie bezposrednio
Nieréwnosé Czebyszowa. Dla ciagdéw (a) i (b) zgodnie uporzadkowanych
mamy:

aiby + asbs + ...+ a,b, S ar+as+...+ay _ bi+bx+...4+0b,

n - n n '

Jedli ciagi (a) i (b) sa uporzadkowane przeciwnie, to nieréwnosé zachodzi
w druga strone.

Dowdd. 7 twierdzenia 1 wynika, ze

airby + asby + ...+ apb, > a1b1+k + a2b2+k + ...+ anbn+k dla k=1,2,...,n,
przy czym przyjmujemy b; = b;_, dla j > n. Sumujac powyzsze nieréwnosci,
a nastepnie dzielac obie strony przez n?, otrzymamy teze. Dowéd dla ciagéw
przeciwnie uporzadkowanych jest analogiczny.

Zadania
1. Udowodnié, ze a + b+ ¢ < % + 2 4+ < dla a,b,c > 0.
2. Wykazaé, ze a®b’c® > a®b°c® dla a, b, c > 0.
3. Liczby a, b, ¢ sg dlugoéciami bokéw trojkata, a «, 8, v miarami
katéw (wyrazonymi w stopniach) naprzeciw nich. Wykazaé, ze
aa+ b8+ cy =2 60°- (a+b+c).
4. Dowies¢, ze o' F 4 th 4 pamth > pnak ek 4 a2k amak
dla liczb catkowitych dodatnich k i m oraz rzeczywistych xy,x,...,2, = 0.
o Hia + .5 2 3 dla a,b,c > 0 (nier6wnoé¢ Nesbitta).
+ + ...+ > 5 dla liczb dodatnich

z1
..y Ty, PrZy CZym s = 1 +To + ...+ Tp.

5. Udowodnié, ze

2
S—I2

Tn
S—Tp

6. Udowodnié, ze -
S—xI

T1,T2, .
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