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857. Znalezé wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych z,y, dla ktoérych liczby
2?2 — 4y oraz y? — 4z sy kwadratami liczb calkowitych.

858. W przestrzeni znajduje sie tréjkat rownoboczny ABC o boku diugosci 1
oraz odcinek DFE dhugoéci 1, majacy punkt wspdlny z tréjkatem ABC.
Udowodnié, ze pewien z punktéw A, B,C, D, E jest w odleglosci nie wigkszej
niz 1 od czterech pozostatych.

Zadanie 858 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:
849. Rozwigzaé réwnanie 4% + 4Y 4+ 1 = z* w liczbach calkowitych dodatnich z,y, z.

850. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest $rodkiem boku BC. Punkt P lezy na

odcinku AM. Proste BP i CP przecinaja boki AC i AB odpowiednio w punktach D i E. Te

same proste przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach X i Y, réznych
od B i C. Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach AXD i AY E przecinaja si¢ w punkcie réznym
od A, lezacym na odcinku AM.

849. Niech tréjka (z,y, z) bedzie jednym z rozwiazan. Liczba z jest nieparzysta.
Przyjmijmy, ze < y. Z réwnania widaé, ze z* > 4Y; zatem 22 > 2Y + 1, skad
przez podniesienie do kwadratu i ponowne skorzystanie z rownania dostajemy
47 > 2.2V czyliy < 2x — 1.
Przepiszmy teraz réwnanie tak:
(1) 47 4 4Y = (22 - 1)(22 + 1).
Poniewaz z < y, lewa strona dzieli sie przez 22%. Po prawej stronie czynnik
2% 41 jest niepodzielny przez 4, wobec czego czynnik z? — 1 musi dzielié sie
przez 22771, Stad 22 — 1 > 2271 i dalej:

(22 _ 1)(22 + 1) 2 22w—1(22w—1 + 2) — 4211—1 _’_411,
co w polaczeniu z (1) pokazuje, ze y > 2z — 1.
Wezesniej wykazaliSmy, ze y < 2z — 1. Tak wiec y =22 — 1, czyliz = (y + 1) /2.
Wstawiamy to do réwnania (w wyjéciowe]j postaci):
(2) Ul gy 11 =21
Lewa strona (2) to kwadrat liczby 2¢ + 1, ktéra wobec tego jest réwna z2.
Otrzymujemy 29 = 22 — 1 = (2 — 1)(z + 1). Kazdy z czynnikéw musi by¢ potega
dwdjki; réznia sie o 2, czyli wynosza 21 4. Stad z=3,y=3, 2 =(y+1)/2=2.

Odrzucajac zalozenie, ze = < y, stwierdzamy, ze rownanie ma dwa rozwigzania:

(z,y,2) =(2,3,3) oraz (3,2,3).

850. Poniewaz AE - BM -CD =EB-MC-DA
(Ceva), zas BM = MC', wigc ma miejsce proporcja
AE : BE = AD : CD, z ktérej wynika, ze ED|BC.
Zatem punkt N, w ktéorym przecinaja sie proste
AM i ED, jest srodkiem odcinka ED. Dzieki tej
réwnoleglosci (oraz polozeniu punktéw A, B,C, X na
jednym okregu) mamy réwnosé

XADE = xACB = <xAXD,
ktéra méwi, ze kat miedzy prosta ED i cieciwa AD
okregu AX D jest réwny katowi wpisanemu w ow
okrag. Stad wniosek, ze prosta ED jest styczna do
okregu AX D. Analogicznie, jest ona tez styczna do
okregu AY E.

Przyjmijmy, ze prosta AM przecina okrag AX D
w punktach A i T, za$ okrag AY E w punktach A iU
(gdy jest styczna do ktérego$ z nich, przyjmujemy
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T = A badz U = A). Oba te okregi leza po tej samej
stronie prostej FD co punkt A, zatem punkty T i U
leza na pétprostej NA™. Odcinek N D jest styczny do
okregu AX D, wiec

(3) NA-NT = ND? NA-NU = NFE~
A skoro ND = NE, wynika stad, ze T i U to ten sam
punkt — ten, o ktéry chodzi w zadaniu. Pozostaje

uzasadnié, ze lezy on na odcinku AM; w tym celu
wystarczy pokazaé, ze NT < NA.

Gdyby byto inaczej (NT > N A), to wobec zwiazkéw (3)
mieliby$Smy tez ND > NA, NE > N A. Daloby to
nieréwnoéci XNAD > xNDA, xNAE > xNFEA;

po dodaniu stronami (i uwzglednieniu podobieristwa
trojkatéw AED i ABC) otrzymaliby$my:

XCAB > «xBCA + < ABC, wbrew zalozeniu, ze
tréjkat ABC' jest ostrokatny. To koniczy rozwigzanie.

podobnie



