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Swoje wyniki Galton opublikowat

w artykule ,Vox Populi”, Nature,

7 marca 1907 roku. Srednia z oddanych
gloséw byla doktadng waga. Wydaje sig,
ze Galton wybral mediane ze wzgledu na
prostsze rachunki. Wigcej o analizie
Galtona: |,,Revisiting Francis Galton’s
forecasting competition”, Statistical
Science 29(3), 420-424, 2014.

Wybér wartosci {—1, 1} okaze sie
przydatny juz za chwile. Czesto uzywa sie
tez {0, 1} lub {TAK, NIE}. Zauwazmy, ze
przybliza to wiele naturalnych probleméw:
Sprzedaé czy kupié¢ akcje? Bedzie padaé
czy nie? Wybory wygraja demokraci czy
republikanie?

Dla przyktadu niech X = {1,...,7},

a funkcja f zwraca 1 dla liczb pierwszych
i —1 dla pozostalych. Dla t = 3 i rozkladu
jednostajnego p(i) = 1/7 wylosowane
zostaly liczby 2, 3, 7. Przyktadowy uczen
na podstawie prébek (2,1),(3,1),(7,1)
zwrécil funkcje stale réwna 1: h(i) =1
dla ¢ € X. Blad tej funkcji wynosi

errp(h) = 3/7.

Uzywamy uproszczonej definicji PAC
learning, w ogdlnosci trzeba jeszcze wziac
pod uwage efektywna konstruowalnosé
funkcji, zaleznosé¢ to od 9§, ograniczy¢
klase funkcji, do ktérej f nalezy. Jednak
z punktu widzenia tego artykulu to
uproszczenie catkowicie wystarcza.

Co prawda nie pozwalamy, by zwrécona
przez ucznia funkcja losowala, ale
przyjecie za punkt odniesienia btedu 1/2
jest do$é naturalne.

Pytanie to postawili oryginalnie

M. Kearns, L. Valiant: ,Cryptographic
Limitations on Learning Boolean
Formulae and Finite Automata”, STOC
1989: 433-444.

Y. Freund, R. Schapire: ,,Game Theory,
On-Line Prediction and Boosting”, COLT
1996: 325-332.

Nazwa AdaBoost to akronim Adaptive
Boosting: boosting od wzmacniania
stabych uczniéw, a adaptive, bo uczen
dopasowuje si¢ do kolejnych wynikéw.

AdaBoost: Madrosé¢ ttumu Artur JEZ*

W 1906 roku statystyk Francis Galton byl swiadkiem konkursu, w ktérym
uczestnicy mieli okredli¢ wage miesa uzyskanego z prezentowanego wolu. Galton
przeanalizowal 787 oddanych gloséw i odkryt, ze ich mediana byta odlegta od
prawdziwego wyniku o niecate 0,8%. Podobne zjawiska, w ktérych wysokiej
jakosci odpowiedz wypracowana jest na podstawie wielu odpowiedzi stabej
jakoéci, zaobserwowano wielokrotnie i sa one okreslane mianem mgdrosci ttumu
(wisdom of the crowds); sa one réznorako interpretowane z punktu widzenia
psychologii, teorii ewolucji, teorii gier... W tym artykule spojrzymy na nie

z formalnego punktu widzenia i przelozymy na praktyke uczenia maszynowego.

Uczenie

Sformalizujmy nasz problem: Uczen to algorytm, ktory stara sie

skonstruowaé pewna ustalona funkcje f: X — {—1,1} na podstawie probek
(x1, f(z1)),. .., (x4, f(2)), gdzie x1, ..., 2 sa wybrane losowo wedlug pewnego
rozktadu prawdopodobieristwa. Oznaczmy przez H|[p,t] funkcje zwrécona przez
ucznia H na podstawie t probek, w ktérych x4, ..., x; sa wylosowane niezaleznie
rozktadem p.

Blad funkcji h zwroconej przez ucznia dla ustalonego rozkladu p definiujemy

jako Z

rE€X:h(x)#f(x)
czyli frakcje ztych odpowiedzi funkcji h wazong rozktadem p. Rozklad p moze
odpowiadaé¢ prawdziwej czestotliwo$ci wystepowania elementéw z X', ale moze
by¢ inny — wéwczas blad bedzie wigkszy, jezeli zte odpowiedzi wystapia przy
odpowiedziach, ktorym przypisaliSmy wyzsze prawdopodobienstwa.

erry(h) = p(z),

Dobry uczen, dla kazdego rozkladu p, z prawdopodobienstwem dowolnie
bliskim 1 zwréci funkcje o bardzo malym bledzie, o ile ma dostep do wielu
probek, formalnie:

Ve > 0VpVd > 03t Vt > to Plerr,(H[p,t]) <€ > 1-,
przy czym P jest prawdopodobienstwem liczonym po x1,...,x; niezaleznie
wylosowanych rozkladem p. Uczen jest staby, gdy jedyne, co o nim potrafimy
powiedzieé, to to, ze jego blad jest mniejszy niz blad losowej odpowiedzi, tj. 1/2:

Je > 0VpVo > 03tg Vt > to Plerr,(Hp,t]) <1/2—¢€ >1-6.
Zwréémy uwage na rozna kwantyfikacje po e: uczen dobry jest ,dowolnie dobry”,
uczen staby jest ,troche lepszy” od losowego.

Chcemy wiedzieé, czy jesli potrafimy co$ ,troche”, to mozemy nauczy¢ sie tego
»dobrze”? Formalnie: czy z funkcji zwréconych przez stabego ucznia potrafimy
skonstruowaé odpowiedz ucznia dobrego? Na przyklad czy zamiast konstruowaé

skomplikowane i mato efektywne drzewo decyzyjne mozemy uzy¢ drzew prostych
i szybkich?

Dos¢ szybko pokazano, ze odpowiedz jest twierdzaca, ale konstrukcje byty
skomplikowane i nie miaty praktycznego zastosowania. Zmienit to algorytm
AdaBoost autorstwa Y. Freunda i R. Schapire’a, ktéry miat prosty dowdd
poprawnoéci i dobrze dzialal w praktyce. W 2003 roku za AdaBoost przyznano
jego autorom nagrode Godla — jedna z najwazniejszych nagréod w informatyce
teoretycznej.

Algorytm AdaBoost

Funkcja skonstruowana przez AdaBoost bedzie postaci:

0 sen (3 ot )
i=1

dla z géry ustalonego t i zdefiniowanych w kolejnych krokach algorytmu
wspolezynnikéw aq, .. ., oy, 1 rozkladéw prawdopodobienstwa py, ..., -
Rozklad p; jest dowolny (zwykle: jednostajny). Z kolei sgn jest funkcja znaku
zwracajaca —1 dla liczb ujemnych, a 1 dla liczb dodatnich oraz zera (nie chcemy
zwracaé 0, zeby funkcja zgadzala si¢ ze specyfikacja).
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for i < 1 to m do
h,i < H[pi,t]
e; < erry, (h;)

a; + 1log (71;,61')

Zi+—ei-e*+(1—e)-e ™

for x € X do
Pit1(x)

return sgn (31", «;hy;)

Dla niektérych wartosci nasz pseudokod
nie dziala” — jesli e; = 0, to a;
wychodzi +oco. Ma to jednak intuicyjne
wyjadnienie: skoro e; = 0, to h; = f

i chcemy zwrécié h;, i w pewnym sensie
to si¢ dzieje: skoro a; = +00, to znak
zwracanej przez AdaBoost sumy jest
réwny znakowi h;.

Bledne wartosci zwrécone przez ucznia sg
podkreslone: funkcja h; myli sie jedynie
na ¢. Zwrécone funkcje sa oczywiscie
przyktadowe i mocno wplywajg na
dzialanie algorytmu. Na przyktad
mogtoby si¢ zdarzy¢, ze funkcja ho tez
zwraca bledng wartos$é dla 1. Szanse na
to staramy si¢ jednak minimalizowad,
dostosowujac prawdopodobienstwa.

.1

Rozwigzanie zadania F 1067.
Suma napieé¢ na kondensatorach Cy i C2
réwna jest napieciu baterii £, tak samo
jak suma napigé na kondensatorach Cs3
i C4. Ladunek zgromadzony na
kondensatorze C; jest rowny tadunkowi
na kondensatorze C2. W zwigzku z tym
potencjal Ua w punkcie A wynosi:
1/Cy Csy
1/C1 +1/Cs C1+ C>
Analogiczne rozumowanie prowadzi do
wniosku, ze potencjal Up w punkcie B
Wynosi:

Ua =

1/03 _ Cy
1/C5+1/Cs  Cs+Ca’
Napiecie Uap = 0, gdy Ua = Ug. Po
prostych przeksztalceniach otrzymujemy,
ze poszukiwanym warunkiem jest

C2/Cy = C4/Cs.

Up =

pi(x) - e/ Z;
pi(z)/(e™ - Z;)

Pseudokod algorytmu znajduje sie obok. W i-tym
kroku AdaBoost oblicza (w praktyce: przybliza) blad e;
funkcji h; = H|[p;,t]. Nastepnie na podstawie e; definiuje
wage «; oraz tworzy rozklad p;y1: punkty z, dla
ktérych h; daje dobry wynik (tj. h;(z) = f(z)), maja
prawdopodobiefistwo dzielone przez e®, zas te, dla
ktérych wynik jest niepoprawny, mnozone przez e*:.
Tak okreslone prawdopodobienstwa p; 1 moga nie
sumowa¢ sie do jedynki, dlatego dzielone sa przez ich
sume Z;:

jesli hi(x) # f(x)
jesli hi(z) = f

Zi = pi(z) e+ Y

z:hi (2)#f(z) x:hi(z)=f(x)
Intuicyjnie, zalezy nam tu na tym, aby funkcja h;y; data dobry wynik dla
tych punktéw, dla ktorych h; data wynik zly. Co okaze si¢ kluczowe w analizie
btedu, w wykladniku e® pojawia sie to samo «;, ktore jest wspotczynnikiem
w zwracanej przez algorytm kombinacji liniowe;j .

pi(x) e % =(e;-e® + (1 —e;)-e ).

Dla zilustrowania, sprébujemy nauczy¢ sie przy uzyciu AdaBoost rozpoznawaé
liczby parzyste ze zbioru 1,2, 3,4. Mamy wiec X = {1,2,3,4}, a funkcja f :

X — {—1,1} jest zdefiniowana tak: f(i) =1 dla i € {2,4} oraz f(i) = —1 dla

i € {1,3}. Wykonamy cztery iteracje algorytmu, wiec funkcje f skonstruujemy na
podstawie czterech odpowiedzi stabego ucznia.

Poczatkowo wszystkim liczbom z X przypisujemy prawdopodobienistwo

p1(i) = 1/4. Zalézmy, ze funkcja hy zwrdcona przez ucznia dla rozkladu p,

myli sie tylko na 1. Jej blad to zatem e; = 1/4, czyli a; = log(V/3), e® = /3
i1 = \/3/ 2. Definiujac pa, prawdopodobienistwo dla 1 mnozymy wiec przez
V3/(v/3/2) = 2, za$ dla 2,3,4 przez (1/v/3)/(v/3/2) = 2/3. W ten sposéb mamy
wieksza szanse, ze funkcja zwrdcona przez ucznia bedzie poprawna dla 1.

Niech teraz funkcja ho zwrécona dla rozkladu py myli sie tylko na 2. Jej

btad wynosi e; = 1/6, co daje as = log(v/5), €2 = /5 i Zy = v/5/3, a zatem
definiujac p3, prawdopodobienstwo dla 2 mnozymy przez 3, a dla pozostalych
przez 3/5 itd:

i | hi(1) hi(2) hi(3) hi(4) | pi(1) pi(2) pi(3) pi(4) | e e Z; err

1 1 1 -1 1 | 1/4 1/4 1/4 1/4 | 1/4 /3 +/3/2 0,866
2] -1 -1 -1 1| 1/2 1/6 1/6 1/6 | 1/6 /5 +/5/3 0,645
3] —1 1 1 1 [3/10 1/2 1/10 1/10|1/10 3 3/5 0,387
41 -1 1 -1 =1 |1/6 5/18 1/2 1/18|1/18 V17 +17/9 0,177

Po czterech iteracjach zwracamy funkcje
sgn (log(v/3)h1 + log(V/5)ha + log(3)hs + log(V17)hs).

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja ta jest réwna funkcji f, ktérej staralidmy sie
nauczyé, np. dla i = 1 mamy: sgn(log(v/3) — log(v/5) — log(3) — log(v/17)) = —1.

Ostatnia kolumna zawiera gorne oszacowanie bledu dotychczas skonstruowanej
funkcji dla jednostajnego rozktadu prawdopodobienistwa, ktére zaraz
zdefiniujemy. Zauwazmy, ze po czwartej rundzie to oszacowanie jest mniejsze
niz 1/4, co pokazuje, ze zwracana funkcja musi by¢ poprawna (funkcja zwrdcona
po trzeciej iteracji tez jest juz poprawna).

Analiza bledu

Chcemy oszacowaé z gory blad err, (sgny ;- a;h;). Takie funkcje trudno
szacowaé, trudno tez konstruowaé algorytm, ktéry stara sie ja minimalizowad.
Zamiast tego czesto uzywa sie ograniczen gérnych i konstruuje algorytmy tak, by
minimalizowaly takie ograniczenie gbrne, zwyczajowo nazywane wowczas funkcja
kosztu. My skorzystamy z err,, zadanego jako:

>

ety (g) = Y (@) exp(—f(2)g(x)) >
TEX TEX: f(x)#sgn g(x)

p(x) = erry(sgng),
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Rozwigzanie zadania F 1068.
Wewnatrz przewodnika (pod powierzchnig,
ziemi) natezenie pola elektrycznego
wynosi zero. Po zewnetrznej stronie
powierzchni przewodnika pole elektryczne
ma tylko skladowsa prostopadla do tej
powierzchni. Takie cechy na ptaskiej
powierzchni (zakladamy oczywiscie, ze h
jest znacznie mniejsze od promienia
Ziemi) ma superpozycja poél
pochodzacych od natadowanego przewodu
i jego ,obrazu”, tj. réwnoleglego don
przewodu znajdujacego sie na
glebokosci h pod powierzchnia
i rownomiernie naladowanego
tadunkiem A na jednostke powierzchni.
Pole elektryczne wytwarzane przez
jednorodny, liniowy rozktad tadunku jest
prostopadle do przewodu, a jego wartosé
zalezy wylgcznie od odleglodci
od natadowanego przewodu. T¢ wartos$é
wyznaczymy, postugujac si¢ prawem
Gaussa. Zamykamy odcinek [ przewodu
w walcu o promieniu 7 i osi symetrii
pokrywajacej si¢ z przewodem. Strumien
pola przez powierzchni¢ takiego walca
wynosi 2w E7rl i jest réwny ladunkowi
zawartemu w walcu dzielonemu przez
przenikalnoé¢ elektryczng prézni eg:
2nErl = N /eq, a wigc:

A

2mepr

Na powierzchni ziemi, w odleglosci x od
pionowego rzutu przewodu, sktadowa E,,
pola prostopadta do tej powierzchni jest
sumg sktadowych od przewodu i jego
,obrazu” i wynosi:
Ah

+ z2)
Powierzchniows gestoé¢ tadunku, o,
otrzymujemy, znowu stosujac prawo
Gaussa — zamykamy niewielki element
powierzchni ziemi w walcu i obliczamy
strumien pola. Tym razem strumien przez
powierzchnie boczna (pole jest
prostopadte do powierzchni) i ,,denko”
walca znika (zerowe pole wewnatrz
ziemi-przewodnika). Wynik:

Ah

- w(h2 4+ 22)’

E, = -
meo(h?

Dane s zwykle wielowymiarowe i X jest
zbiorem nie liczb, a krotek, w ktérych
cechy odpowiadaja kolejnym pozycjom.
Przykltad mozna bylto zobaczyé

w poprzednim numerze Delty, w artykule
o czarnej skrzynce, ktéra groznosé
zwierzecia oceniala na podstawie trzech
cech (A§3). AdaBoost uzylby tu trzech
funkcji h;, po jednej dla kazdej cechy.

Liniowe kombinacje drzew decyzyjnych sa
miedzy innymi stosowane w lasach
losowych (random forest).

gdzie exp(+) oznacza funkcje wykltadnicza. Istotnie: jesli f(z) = sgn g(z), to

x wnosi 0 do err,(sgn g), za$ do ert(g): liczbe nieujemna; jesdli f(z) # sgng(x),
to = daje p(z) w err,(sgng), zas w ert(g): p(z) exp(—f(z)g(z)) = p(z).

Postaé¢ funkcji zwracanej przez AdaBoost jest tak dobrana, by tatwo bylo
obliczy¢ dla niej funkcje kosztu err,. Aby to pokazaé, zauwazmy najpierw, ze
mnozenie/dzielenie przez e* w zaleznosci od tego, czy zachodzi h;(z) = f(x),
mozna zwiezle wyrazié, korzystajac z tego, ze f(x), h;(x) € {—1,1}:

jesli hi(x) # f(x)
jesli hi(z) = f(x).
= pi(z) exp(—ai f(2)h

af@hi@) =1

e

exp(—

Zalezno$¢ na p;11 mozna wiec zapisaé jako p;11(x) (x)/Z;.
Teraz przyjmujac p = pi1, otrzymujemy

ert,, (f: aihi> = Zp(x) eXp(— )f:aihz(x)) = Zm(x)ﬁexp(—aif(ﬂf)hi(x))

reX reX
p m m
+1
=2 n@][5 =2 om0 [12:= HZ > pnn(@) =] 2
reX i=1 pl zeX =1 reX i=1
Zauwazmy tez, ze zalezno$¢ ta jest prawdziwa dla dowolnych wartosci aq, ...,

i zdefiniowanych dla nich Zi, ..., Z,,. Teraz wiadomo, dlaczego a; = 2 log(1 el):

jest to wartosé, dla ktérej Z;(a) = e;e® + (1 —e;) - e~ @ jest najmniejsze, o czym

mozna sie przekonaé, uzywajac rachunku rézniczkowego.

Pozostaja nam proste rachunki: podstawiajac oy = 1 log(1 el) do Z;, dostajemy

~4(e—3) <ew(-2(-3))

przy czym nieréwnosé¢ wynika z nieréwnoéci 1 — x < e~ %, prawdziwej dla kazdego
rzeczywistego z. Pozwala nam to oszacowa¢ btad AdaBoost:

erry, (sgniaihi) < ety (i Olihi) = ﬁZi < ﬁexp(fQ (ei _ %)2)
i=1 i=1 i=1 =1

Przeanalizujmy dokladniej oszacowanie exp(—Z(eZ 2) ) Jedli e; =1/2, to
wynosi ono 1, co ma naturalna interpretacje: jesli h; myli sie w 1/2 przypadkévv7
to analiza daje takie samo ograniczenie btedu, jak bez h;. Jesli blad jest duzy:
e; > 1/2, to weciaz zyskujemy: (e; — 1/2)? > 0. Co tez ma interpretacje: mozemy
h; zamienié¢ na —h;, ktérego blad jest mniejszy niz 1/2; tatwo sprawdzié, ze
AdaBoost poprawnie zmienia prawdopodobienstwa, gdy e; > 1/2.

Zi=2v/ei(l—¢;) =

Z definicji stabego ucznia mamy % — e; > € z prawdopodobienstwem
przynajmniej 1 — ¢ dla pewnego statego § > 0. Czyli ,oczekujemy” bledu
wyktadniczo malejacego wraz z m. Uzywajac standardowych metod rachunku
prawdopodobienistwa, mozna uzasadni¢, ze implikuje to warunek silnego ucznia
(dla odpowiedniej liczby to zaleznej od §).

Praktyka: uczenie maszynowe

W praktyce dokladne okreslenie bledu e; jest trudne (musimy mieé informacje
o wszystkich wartosciach f oraz h;). Ale nawet przyblizona warto$é, ktéra
mozna obliczy¢ przez losowe probkowanie, prowadzi do przyblizonej wartosci a;
i sensownej wartosci Z;, ktéra tez gwarantuje zmniejszenie bledu.

W implementacji AdaBoost za h; przyjeto warunki biorace pod uwage tylko
jedna ceche — nie zawsze spelniaja one warunek bycia stabym uczniem, ale
dziataja dobrze w praktyce. Taka implementacja jest bardzo szybka i bardzo
dobrze sobie radzi w praktyce.

AdaBoost zapoczatkowal nowe podejécie w uczeniu maszynowym, znane

jako boosting: zamiast prébowaé skonstruowaé¢ bardziej skomplikowany,
dokladny model, uzywamy wielu prostszych modeli, ktérych odpowiedzi (jakos)
usredniamy (by¢ moze z wagami). Warianty boostingu zaimplementowane sa
praktycznie w kazdym narzedziu do uczenia maszynowego.
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