X (sfera) = 2
x(torus) =0
x(but. Kleina) = 0
x(pl. rzut.) =1
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Rys. 1. Kwadrat tacinski o wymiarze 3.
Elementy nie powtarzaja si¢ w zadnym
wierszu ani kolumnie

@

Rozwigzanie zadania M 1739.
Poniewaz AED jest tréjkatem
réwnoramiennym, to BCE jest réwniez
réwnoramienny. Wobec tego

DF =CE =CB i xADF = ¥xEBC,
ponadto AD = BE, skad AFD jest
przystajacy do tréjkata rownoramiennego
BCE. Wobec tego PF || AD, zatem
*XPFD = 180° — XADF = ¥ AEF, czyli
AFE i PF s symetryczne wzgledem
symetralnej odcinka F'E, bedacego
$rednicg Q2. Zatem P i A sg réwniez
symetryczne wzgledem tej Srednicy,

a stad czworokat AEF P jest trapezem
réwnoramiennym — w szczegélnosci mozna
na nim opisa¢ okrag.

od wybranego podziatu powierzchni na wielokaty, i wtasnie dlatego nazywamy
ja niezmiennikiem. Charakterystyki Fulera interesujacych nas powierzchni
podalem na marginesie — polecam wyliczy¢ je samodzielnie. Plaszczyzna
rzutowa wyrdznia sie na naszej liScie tym, ze jej charakterystyka jest nieparzysta.
Pozostaje nam wiec przekonaé sie, ze:

Twierdzenie. Jesli powierzchnie S da sie wypelnié, to jej charakterystyka
Eulera x(S) jest liczbg parzystq.

Twierdzenie to nie jest latwe. Zachecam wiec Czytelnika do samodzielnego
zbadania wybranych przypadkéw, a pelny dowdéd bedzie mozna przeczytaé¢ juz
za miesiac.

Kwadraty magiczne oraz kwadraty grecko-tacinskie zna kazdy Czytelnik
Lilavaty \| oraz Sladami Pitagorasa . Takie obiekty sa z jednej strony
wdziecznym przedmiotem rozwazan matematyki rozrywkowej, ale tez powiazane
sa z istotnymi problemami kombinatorycznymi, jak réwniez utatwiaja optymalne
planowanie eksperymentow.

Rozwazmy konstrukcje znang co najmniej od XIII wieku , kwadrat lacinski.
Jest to tablica o wymiarze d na d, wypelniona d elementami (np. literami
alfabetu lacinskiego) w ten sposéb, ze elementy nie powtarzaja sie w zadnym
wierszu ani kolumnie. Przyklad wymiaru 3 przedstawia rysunek 1. Przyklad
ten stworzony zostal z pierwszego wiersza (A, B, C) poprzez translacje — drugi
wiersz przesuwamy o jeden, otrzymujac (B, C, A). Z kolei trzeci wiersz jest
przesuniety o dwa elementy, (C, A, B). Nietrudno zauwazyé, ze konstrukcja
poprzez translacje ma swoje uogolnienie na kwadrat o dowolnym wymiarze d,
co dowodzi, ze kwadraty laciniskie istnieja dla dowolnego d.

Oczywiscie kiedy zamienimy litery na dowolne inne symbole, nowy kwadrat
taciniski nie bedzie si¢ r6znit od wyjsciowego (mozna powiedzied, ze sa w tej
samej klasie réwnowaznosci ze wzgledu na zamiane symboli), jak w przykladzie
na rysunku 2, gdzie uzyjemy symboli stosowanych w kartach do gry.

Czy jednak wszystkie kwadraty tacinskie o danym wymiarze sa takie same

i naleza do tej samej klasy réwnowaznosci? Odpowiedz brzmi: nie! Skoro tak,

to ktore kwadraty sa od siebie najbardziej rézne? By odpowiedzie¢ na to pytanie,
najprosciej dodac je do siebie, dolaczajac greckie litery dla odrdznienia kolejnosci
kwadratéw.

Zacznijmy od dwoch takich kwadratéw, ktére z cala pewnoscia nie sa rézne,
poniewaz drugi powstaje z pierwszego poprzez zastapienie liter tacinskich
greckimi.

Aa | B3 | Cy AV | Ko | Q¢
B | Cy | Aa = K& | Q¢ | AY
Cy | Aa | BB Q¢ | AV | Ko

Rys. 2. Po lewej stronie réwnosci: dwa identyczne, dodane do siebie kwadraty laciniskie o wymiarze 3,
gdzie w drugim kwadracie zamieniliSmy litery tacinskie na greckie: A — a, B — g oraz C — ~.

Po prawej stronie: rownowazny uktad, w ktérym role liter lacinskich przyjely figury karciane, a litery
greckie zastgpiono symbolami koloréw. Zauwazmy, ze kazda figura wystepuje zawsze w tym samym
kolorze

Kazdy element na rysunku 2 jest para liter — mozliwosci stworzenia réznych par
jest 3 x 3 = 9. Skoro jednak dodawalidémy takie same kwadraty tacinskie, to w tym
przykladzie wystepuja tylko 3 rézne: Aa, BB i Cr.
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Co ciekawe, kwadraty grecko-tacinskie sa
powiazane z innymi popularnymi
obiektami matematyki rozrywkowej —
kwadratami magicznymi (w ktérych
kazdy wiersz i kolumna sumuje si¢ do
statej wartosci). Leonhard Euler
zauwazyl, ze zamieniajac pare (a, b)

z kwadratu grecko-tacinskiego

o rozmiarze d na liczbe ad + b+ 1,
dostajemy kwadrat magiczny.
Czytelnikowi mozna nawet pozostawié
sprawdzenie obserwacji Eulera dla
dowolnego d. Nie jest to trudne,

a pozwala lepiej zrozumieé, czym jest
kwadrat grecko-taciniski. Ponizej przyktad
tej konstrukcji dla kwadratu magicznego
o sumie 27:

@ | @2 | 33
23 | 61 | 1,2
32) | 1,3 | @1
1
5 [ 9 [ 13
10|11 6
12 7 |8

‘Wedtlug legendy problem zostat
sformulowany w nawigzaniu do rozkazu
dotyczacego ustawienia 36 oficeréw

z szeSciu rodzajéw silt zbrojnych, kazdy
reprezentowany przez sze$ciu oficeréw
réznego stopnia, przed dworem carycy
Katarzyny w Petersburgu.

Wektory opisujace stany kwantowe,
podobnie jak te znane ze szkoly, moga
by¢ do siebie prostopadte, czyli
ortogonalne. Wtedy sa perfekcyjnie
rozréznialne — jednak w fizyce kwantowej
czesto dysponujemy stanami
nieortogonalnymi, a wéwczas nie ma
do$wiadczenia, ktore jest w stanie je
zawsze odréznié!

Stan kwantowy to narzedzie
matematyczne pozwalajace obliczaé
prawdopodobienstwo uzyskania danego
wyniku w pomiarze kwantowym.

W najprostszym przypadku to
znormalizowany wektor |1) w przestrzeni
zespolonej, okredlony z dokladnoscia do
fazy. W notacji Diraca ta relacja
réwnowaznosci przyjmuje postac

e'? |¥) o |¥), a warunek normalizacji to
(¢]¢) = 1. Inaczej méwiac, umawiamy sie,
ze dwa niezerowe wektory, ktore sa do
siebie proporcjonalne, opisuja ten sam
stan. Wymiar przestrzeni odpowiada
liczbie rozréznialnych wynikéw pomiaru
i wynosi d = 2 dla rzutu moneta (dwie
strony monety) oraz d = 6 dla rzutu
kostka (sze$¢ $cianek kostki).

W przypadku kubitu (bit kwantowy) —
czyli dla d = 2 — stany kwantowe tworza
zbiér zwany Sferq Blocha. Poniewaz
stanowi kwantowemu odpowiada kierunek
w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej,
to zbidr stanéw kwantowych jest zbiorem

kierunkéw, ktéry okazuje si¢ witasnie sfera.

Stan reprezentujacy punkt na sferze
Blocha jest dany przez

|[¢) = (cos %,sin ge“"), gdzie kat polarny
9 € [0, 7], a kat biegunowy ¢ € [0, 27).

Ao | BB | Cy AY | K& | Q¢ LD | (22 | 3.3)
By [Ca|AB| = |Ke | Qv |Ae| = | (23) |31 (12
CB | Ay | Ba Qa | Aé | K¥ (32) | (1,3) | (2,1)

Rys. 3. Przyktad kwadratu grecko-ltaciniskiego w wymiarze 3. Zauwazmy, ze w Srodkowym kwadracie
kazda figura wystepuje w innym (karcianym) kolorze. Zamiast dwéch liter mozemy takze uzywadé
dwéch cyfr — w nawiasach, by uniknaé¢ nieporozumiein (A ia —1; Bi B8 —2; Ci~vy — 3)

W zwiazku z tym mozemy wprowadzi¢ miare rozréznialnosci dwoch kwadratéw
tacinskich rozmiaru d jako liczbe réznych par w tablicy utworzonej jako ich
suma. Jesli par jest d, to kwadraty byly identyczne (nalezaly do tej samej

klasy réwnowaznosci). Drugi ekstremalny przypadek nazywamy kwadratem
grecko-lacinskim, gdy zawiera d? réznych par.

W przeciwienstwie do kwadratéw tacinskich kwadraty grecko-lacinskie nie
istnieja dla kazdego wymiaru d. Najprostszym przykladem jest d = 2. Czytelnik
szybko zauwazy, ze nie da sie skonstruowaé tablicy 2 x 2 ztozonej ze wszystkich
par Aa, AB, Ba i BB w ten sposob, aby zadna litera, zaréwno grecka, jak

i tacinska, nie powtarzala si¢ w wierszach ani w kolumnach.

Rozpatrujac wieksze wymiary d, da sie skonstruowaé kwadraty grecko-tacinskie
dla liczb nieparzystych oraz parzystych podzielnych przez 4. Pierwsza liczba,
ktorej nie da sie zakwalifikowaé do zadnego z tych zbioréw, jest d = 6,
odpowiadajace stynnemu problemowi Eulera:

36 oficerow z 6 oddziatow, z ktorych kazdy sklada sie z Zolnierzy 6 réinych
stopni, ustaw w kwadrat w ten sposob, by we wszystkich wierszach i kolumnach
wystepowali oficerowie kazdego stopnia i oddzialu.

Jak nietrudno zobaczyé¢, w jezyku kombinatoryki jest to dokladnie problem
znalezienia kwadratu grecko-tacinskiego o wymiarze d = 6. Leonhard Euler byt
pierwszym, ktéry zauwazyl ze wlasnie dla d = 6 jest niezwykle ciezko znalezé
odpowiedni kwadrat grecko-tacinski, gdyz proste metody nie dzialaly. Sadzac, ze
podobne problemy wystapia dla niektérych, wyzszych wymiaréw, w 1779 roku
sformutowatl hipoteze, ze nie istniejg kwadraty grecko-lacinskie dla wymiaréow

d = 4k + 2, gdzie k jest liczba naturalna [4].

Mimo iz Euler byl bez watpienia jednym z najwybitniejszych matematykdw
wszech czaséw, nie udato mu sie¢ udowodnié tej hipotezy. Zawito$é¢ problemu
sprawita, ze dopiero 121 lat péZniej francuski matematyk-amator Gaston Tarry
zdotal udowodnié¢ nieistnienie kwadratéw grecko-taciniskich o wymiarze d = 6,
potwierdzajac hipoteze Eulera w kolejnym przypadku (po d = 2). Wyczyn ten
na tyle zaimponowal matematykom, ze zaproponowano mu cztonkostwo we
Francuskiej Akademii Nauk.

W roku 1959, do$¢ niespodziewanie, R.C. Bose, S.S. Shrikhande i E.T. Parker
udowodnili, iz w kazdym wymiarze d = 4k 4+ 2 > 10 da sie znalezé kwadrat
grecko-tacinski [5]. Oznacza to, ze jedynymi wymiarami, dla ktérych taka
konstrukcja nie jest wykonywalna, sa d =21id = 6.

Podejscie kwantowe. Gdziez tu jest fizyka? Jak sie okazuje, fizyka kwantowa
czesto korzysta ze zdobyczy kombinatoryki. Ale po kolei, zacznijmy od ukladéw
klasycznych. . .

Jeden bit (binary unit) informacji mozemy przedstawié¢ jako wektor znajdujacy
sie w jednym z dwdch polozen: ,0” (,w goére”) lub 17 (,w d6l”), podobnie jak
podrzucona moneta, ktéra moze upasé jedynie ortem lub reszks do gory, albo
prad w przewodniku, ktory ptynie lub nie. Te dwa stany da sie zawsze od siebie
rozréznic.

Natomiast w teorii kwantowej dozwolone sa wszystkie stany superpozycji;
znany kot Schrédingera moze by¢ troche martwy, a troche zywy. Bardziej

$cisle — stany uktadu dwupoziomowego odpowiadaja dowolnemu punktowi sfery,
zwanej sfera Blocha. Dwa stany kwantowe sa rozréznialne, gdy opisujace je
wektory w pewnej zespolonej przestrzeni sa ortogonalne (wigcej na marginesie).
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Splatanie kwantowe to szczegdlny typ
korelacji pomiedzy podukladami, a jego
miarg moze by¢ niepelnosé informacji

o poduktladzie, gdy znany jest stan calego
uktadu.

Stany maksymalnie splatane dwéch
kubitéw to takie, w ktérych pomiar
pojedynczego kubitu daje wynik losowy
niezaleznie od pomiaru, ale jednoczesnie
okresla wynik pomiaru drugiego kubitu.
Przykladem stanu maksymalnie
splatanego jest stan Bella \}5(|00> +]11)),
gdzie pierwsza cyfra oznacza stan
pierwszego kubitu, a druga cyfra drugiego
poduktadu.

Rys. 5. Wykonujac operacje na

4 kwantowych podukladach o szesciu
poziomach (odpowiednikach klasycznych
kosci), mozna utworzy¢ silnie splatany
stan AME opisany w tym artykule.
Przygotowujac uklad w takim stanie
splatanym i wykonujac pomiar na
dowolnie wybranej parze kosci, mozna
jednoznacznie okresli¢ wyniki uzyskane
dla pozostatej pary. Stworzenie
analogicznego ukladu czterech
klasycznych koéci do gry jest niemozliwe,
gdyz nie istnieje rozwigzanie problemu
36 oficerow Eulera — kwadrat
grecko-taciriski o wymiarze d = 6

Jak wiemy z rozwazan dotyczacych
kubitu, dwa stany superpozycji tez moga
by¢ rozréznialne, o ile sg ortogonalne, np.
la) = 2=(10) +11)) i 18) = (10 — 1)),
gdyz

1 1
() = E(@I + (H)E(I@ - 1) =

1 1
= 2 ((010) = (1) = 71 = 1) =0,

gdzie skorzystaliSmy z ortogonalnosci
stanéw |0) i |1).

Takiej parze odpowiada para réznych stanéw klasycznych, na przyklad dwa
wektory wodzace skierowane w gére i w dét.

Superpozycja nie jest jedyna niezwykla wlasnoscia uktadéow kwantowych.
Szczegolnie ciekawym aspektem sa réwniez nielokalne korelacje, zwane tez
splgtaniem kwantowym. Mdéwiac krotko, splatanie dwoch poduktadéw oznacza,
ze wykonanie operacji na jednym jest w stanie zmieni¢ drugi — a wszystko to
natychmiast, bez przestania klasycznej informacji! Splatanie wieloczastkowe
jest jeszcze bardziej intrygujacym zjawiskiem, gdyz w wypadku kwantowych
korelacji pomiedzy np. czterema poduktadami (moga to byé cztery laboratoria,
kazde posiadajace jeden kubit) nie istnieje porzedek splatania wsréd stanéw.
Oznacza to, ze potrafimy powiedzie¢, czy stan jest splatany, czy nie, ale nie
zawsze potrafimy powiedzie¢, ktéry z dwoch konkretnych stanéw jest bardziej
splatany (inaczej niz dla dwéch podukladéw, gdzie zawsze potrafimy poréwnad
stopienl splatania stanéw).

Mimo to korzystajac ze splatania dwuczastkowego, mozna zdefiniowaé stany,
ktore sa najbardziej splatane takze w przypadku wiekszej liczby podukladéw.
Stan AME (absolutely maximally entangled) jest maksymalnie splatany przy
kazdym symetrycznym podziale uktadu czteroczastkowego, jak pokazano
w tabeli na rysunku 4.

i il i il i il

il iv i iv i iv

Rys. 4. Dysponujac czterema laboratoriami: i, ii, iii oraz iv, mozna je réwno podzieli¢ na trzy
sposoby — obie czeéci wyréznione kolorem tla. Stan jest AME, jesli bedzie maksymalnie splatany
przy kazdym z tych dwuczastkowych podzialéw

Stany AME indeksowane sa dwoma parametrami: liczba poduktadéw N oraz
lokalnym wymiarem d kazdego z podukiadéw. Istnienie stanu AME o zadanych
parametrach IV i d jest dalece nietrywialnym problemem, ciekawym z punktu
widzenia fizyki teoretycznej oraz teorii informacji kwantowe;j.

Platanie kombinatoryczne. Co ciekawe, dysponujac kwadratem
grecko-tacinskim, mozemy skonstruowaé¢ stan AME dla uktadu skiadajacego
sig¢ z czterech laboratoriow. Rozmiar kwadratu grecko-tacinskiego d odpowiada
lokalnemu wymiarowi stanu AME, innymi slowy liczbie mozliwych wynikéw
pomiaru w jednym laboratorium. Kazda komérka kwadratu grecko-tacinskiego
koduje wyniki pomiaréw w czterech laboratoriach, poniewaz komoérka

zawiera informacje¢ o czterech parametrach: numer kolumny, numer wiersza,
litera lacinska, litera grecka. Jedli ustalimy dowolne dwa z tych parametréow
(np. numery kolumny i wiersza), to warto$¢ pozostatych dwéch (np. para liter)
jest juz wyznaczona jednoznacznie (bo kazda para liter wystepuje dokladnie
jeden raz).

Jednak kwadraty grecko-tacinskie nie istnieja przeciez w kazdym rozmiarze!
Poniewaz takie konfiguracje nie istnieja dla wymiaréw d = 2 oraz 6, nie da

sie w taki sposéb skonstruowaé¢ stanu AME dla ukladu 4 czastek, kazda

z d poziomami. Co wiecej, w roku 2000 pokazano, ze nie ma takze innej
konstrukeji stanu AME czterech kubitéw [6] (czyli d = 2), natomiast przypadek
d = 6 pozostawal otwarty.

Dopiero w roku 2022 skonstruowano taki stan AME, odpowiadajacy rozwiazaniu
kwantowe]j wersji zagadnienia 36 oficerow Eulera — Dociekliwego Czytelnika
odsytamy do kolorowych rysunkéw zdobiacych prace .

Do czego taki stan moze si¢ przydac¢? Jak wiadomo, mechanika kwantowa
pozwala na uzyskanie niecodziennych efektéw — teleportacja kwantowa,
kodowanie supergeste i wiele innych. Wiekszos¢ z nich wykorzystuje kwantowe
splatanie, co pozwala nam praktycznie zastosowaé znaleziony stan AME (rys. 5).

36 splatanych oficeréw. Jednak nie tylko kombinatoryka ma wplyw na fizyke

— oddziatywanie zachodzi takze w druga strone. Przytoczony stan maksymalnie

splatany pozwala na konstrukcje kwantowego kwadratu grecko-tacinskiego
o wymiarze 6. Jak to mozliwe, skoro kwadraty grecko-tacinskie nie istnieja?
Ot6z, jak to zwykle bywa w matematyce, wszystko zalezy od zalozen.

8



Dla Czytelnika Zorientowanego
Matematycznie: klasyczny kwadrat
grecko-tacinski w rozmiarze d jest
réwnowazny macierzy permutacji

(o odpowiednich wlasnosciach)

w wymiarze d2, za$ kwantowe kwadraty
grecko-tacinskie pozwalajg na
wykorzystanie macierzy unitarnych

(o tych samych wlasno$ciach). Nietrudno
zauwazyc¢, ze skoro macierze permutacji
sg podzbiorem macierzy unitarnych, to
kazdy klasyczny kwadrat jest szczegdlnym
przyktadem kwadratu kwantowego.

Zasady konstrukcji kwadratu grecko-tacinskiego rozwazane przez Eulera
wymagaja, by kazdy element w wierszu (kolumnie) byt rézny na obu miejscach.
W jezyku informatyki oznacza to, ze informacje zawarte w elementach pozwalaja
je odrézni¢ idealnie — wynik pomiaru wyznacza miejsce. Te zasade mozemy
uogolni¢ na przypadek kwantowy, dzieki czemu superpozycje stanéw bazowych
{|#)} tez moga by¢ perfekcyjnie rozréznione.

Ostatecznie, mozna zdefiniowaé¢ kwantowy kwadrat grecko-tacinski o wymiarze 6,
ktory jest odpowiednikiem wczesniej opisanego stanu absolutnie maksymalnie
splatanego. Uogolniony problem Eulera ma wigc rozwigzanie, w przeciwienstwie

do jego klasycznej wersji. Dochodzimy zatem do wniosku, ze w celu wlasciwego
ustawienia na paradzie w Petersburgu rosyjscy oficerowie musza by¢ splgtani
(nie myli¢ z medycznym splataniem, czyli typem zaburzenia swiadomosci).
Nieprzekonanym Czytelnikom polecamy probe uzupelnienia kwadratu na

rysunku 6.
AV | Ko [ Q& | Jo | 10| 9%
O | 10¢ | K& | A% | Q& | ¥

10a | 9v | A¢ | K& | J¥* | 0%

Qe | J& |10% | 9 | Kv | A

Rys. 6. Niepelny kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6 utworzony
przy uzyciu zestawu kart rozszerzonego o dwa dodatkowe kolory: €

oraz *. Dwie cechy charakteryzuja kazdego oficera: symbol oraz kolor.

Czytelnik zechce sprawdzié, czy mozna tak uzupeinié¢ powyzsza tabele,
aby w zadnym wierszu ani kolumnie nie powtarzal si¢ zaden symbol
{A, K, Q, J, 10, 9} ani kolor {¥, ¢, & & ¢ X} oraz aby zadne dwa
pola nie zawieraly takiej samej pary symboli
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Rys. 7. Pelny kwantowy kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6 —
reprezentacja stanu AME.

Stan AME mozna zapisa¢ jako superpozycje stanéw bazy (a wigc
oficeré6w). Wklad kazdego z nich jest dany poprzez liczbe zespolona,
ktéra charakteryzuje si¢ amplitudg i faza (czyli modutem

i argumentem liczby zespolonej). Wielko$é liter na rysunku obrazuje
amplitude: od najwickszego (duzy symbol) poprzez $redni (symbol

z kreska gérna) do najmniejszego (maly symbol). Faz¢ pominigto dla
czytelnosci. W odréznieniu od klasycznego kwadratu ten przyktad
zawiera stan superpozycji dwoéch lub czterech oficeréw w kazdym
elemencie kwadratu. Oznacza to, ze dopuszczamy splatanie w domenie
symboli lub koloréw. Wigcej szczegdéléw mozna znalezé w

Podsumowujac: matematyka rozrywkowa prowadzi do
odkrywania nietrywialnych probleméw. Te za$ mozna
sprobowaé alternatywnie rozwiazac, wykorzystujac
uogolnienie, tak jak kwantowe kwadraty grecko-tacinskie
s rozszerzeniem klasycznych.

Rozwiazanie kwantowej wersji problemu Eulera
znaleziono 121 lat po dowodzie Tarry’ego, ze nie istnieje
klasyczny kwadrat grecko-tacinski o wymiarze d = 6.

A w chwili sformutowania tego dowodu hipoteza Eulera
o jego nieistnieniu rowniez miata 121 lat, co pokazuje
ztozonosé obu zagadnien.

Znaleziony stan maksymalnie splatany jest ciekawy
takze z punktu widzenia testowania przysztych
komputeréw kwantowych. Urzadzenia te, aby byly
rzeczywiscie skuteczne, musza by¢ w stanie tworzy¢
stany wysoce nieklasyczne — nie ma zas lepszych na to
kandydatéw niz stany maksymalnie splatane. Otwarte
pozostaje pytanie, jak szybko zobaczymy implementacje
tych abstrakcji matematycznych w domu zwyklego
Kowalskiego, na prawdziwej maszynie kwantowe;j. . .
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