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Twierdzenie OMGa
Barttomiej BZDEGA

Z okazji jubileuszu w 50. Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka zajme sie
pewnym twierdzeniem bezpo$rednio zwigzanym z Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistéw (obecnie pod nazwa Olimpiada Matematyczna Junioréw)...

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W OMG byto sporo zadan, w ktérych pytano: czy istnieje wieloscian, ktéry...
Odpowiedz na ogol byla pozytywna i stad powstal zart — niestety nieznanego mi
autora. Jego tres¢ wyraza

Twierdzenie OMGa. Wieloscian istnieje.

A teraz juz na powaznie. Aby wykazaé, ze istnieje jakis obiekt, wystarczy go
pokazaé. Taki dowdd nazywamy konstruktywnym i wlasnie tym sie¢ w niniejszym
kaciku zajmiemy. Bedziemy dowodzi¢ istnienia wieloécianéw, konstruujac je.

Wspomniane zadania z OMG sa bardzo réznej natury i kazdemu z nich

w zasadzie mozna by poéwieci¢ oddzielny kacik. Ogranicze sie tutaj do dwdch
trikow, ktore pozwalaja zbudowaé wielosciany o zadanej liczbie wierzchotkéw,
krawedzi i $cian, a takze wieloSciany z narzuconymi warunkami na liczby bokéw,
$cian i stopnie wierzcholtkéw (stopniem wierzchotka wielodcianu nazywamy liczbe
wychodzacych z niego krawedzi). Wybierzmy dowolny wieloscian wypukly jako
punkt wyjscia. Bedziemy wykonywaé¢ na nim nastepujace operacje:

(1) Sciecie wierzcholka P stopnia d w taki sposéb, by plaszczyzna ciecia

przechodzila przez wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka P, ale

nie przechodzita przez zaden wierzcholek tego wieloscianu. Takie cigcie

zagwarantuje plaszczyzna potozona wystarczajaco blisko wierzchotka P.

Ta operacja spowoduje:

— wzrost liczby $cian o 1 (powstaje $ciana d-katna);

— wzrost liczby krawedzi o d (sa to krawedzie nowo powstalej $ciany);

— wzrost liczby wierzchotkéw o d — 1 (na miejsce wierzchotka P przychodzi
d wierzchotkéw stopnia 3).

Ponadto wszystkie $ciany, ktérych wierzchotkiem byt punkt P, zwigkszaja

liczbe bokdéw o 1.

Dobudowanie ostrostupa, ktorego podstawa jest éciana S majaca b bokow,

w taki sposéb, by katy dwudcienne miedzy Scianami tego ostrostupa

a sasiednimi $cianami wielodcianu byly miary mniejszej niz 180°. Mozna to

zrobi¢, dobudowujac wystarczajaco niski ostrostup. Ta zmiana powoduje:

— wzrost liczby $cian o b — 1 (na miejsce b-kata pojawi sie b trojkatéw);

— wzrost liczby krawedzi o b (sa to krawedzie boczne dobudowanego
ostrostupa);

— wzrost liczby wierzchotkéw o 1 (stopnia b).

Ponadto wszystkie wierzchotki dawnej Sciany S zwieksza stopien o 1.

Mozemy bawi¢ si¢ dalej i budowaé na $cianach wieloscianu bardziej ztozone
konstrukcje albo $cinaé nie tylko wierzcholki, ale krawedzie lub nawet cale $ciany.
Zabawe oraz wnioski z niej pozostawiam Czytelnikowi.

Zadania
Czy istnieje wieloscian wypuktly,

1. w ktérym liczba $cian i liczba wierzchotkéw sa réznymi liczbami pierwszymi?
(IT Wielkopolska Liga Matematyczna Gimnazjalistéw)

2. ktéry ma tyle samo wierzcholkéw i $cian, ale nie jest ostrostupem?

3. ktorego liczba krawedzi jest cztery razy wieksza od wartosci bezwzglednej

roznicy liczby jego Scian i wierzchotkéw?

w ktérym kazda krawedz jest bokiem pewnej Sciany siedmiokatnej?

(XI OMG)

ktéry ma dokladnie siedem $cian sze$ciokatnych?

w ktérym kazdy wierzcholek ma stopien 3 i kazde dwie Sciany o wspdlnej

krawedzi maja rézna liczbe bokéw?

ktory ma nieparzysta liczbe Scian i wszystkie wierzchotki parzystego stopnia?

(VIII OMG)
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