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Rozwigzanie zadania M 1735.
Dla pewnej liczby calkowitej d mamy:

ay=ai+d, ..., ap, =a1 + (n—1)d.
Dla 1 <i <n—1mamy
i|a; =a1 + (i —1)d, zatem i | a1 — d.

Podobnie uzasadniamy n { a; — d.

Gdyby n = ab dla pewnych wzglednie

pierwszych liczb catkowitych 1 < a,b < n,

toa|ay —dorazb|as —d, skad
n | a1 — d, a to jest sprzeczno$é. Zatem n
jest potega liczby pierwszej.

Czarna skrzynka
Oskar SKIBSKI *

Wyobrazmy sobie, ze przechadzajac sie po lesie, znalezliSmy czarna skrzynke.
Nie pochodzi ona jednak z samolotu (zreszta samolotowe ,,czarne skrzynki”
zwykle pomaranczowe). Po ogledzinach okazuje sie, ze skrzynka potrafi robié
jedna rzecz: kiedy pokaze sie jej jakies zwierze (lub jego zdjecie), to rozpoznaje
jego kolor, ksztalt uszu i to, czy ma wasy, i na podstawie tych atrybutéow
wyswietla informacje, jak grozne jest to zwierze.
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Pokazujemy skrzynce zaprzyjaznionego lwa. Lew jest zolty, ma okragle uszy,
ma wasy. Skrzynka pokazuje wynik 100 — zgadza si¢! Wszyscy wiemy, ze lwy
sa grozne, a 100 to calkiem spora liczba. Pokazujemy zdjecie $wini. Swinia jest
rézowa, ma spiczaste uszy i nie ma waséw. Wynik: 30 — tez si¢ zgadza (Swinia
nie jest zbytnio grozna, chociaz latwo moglaby nas stratowad).

Ale skad ta skrzynka to wie? Jest to czarna skrzynka, zgodnie z zasadami

nie mozemy wiec, niestety, zajrze¢ do srodka. Pewnie zaszyty jest tam jakis
algorytm uczenia maszynowego — na etapie produkcji pokazano mu wiele, wiele
zwierzat i wprowadzono informacje, jak bardzo sg grozne, a on na tej podstawie
wypracowal w sobie przekonanie, ze wie, po czym poznaé groznosé zwierzecia.
No i teraz, widzac zolte zwierze z okraglymi uszami i wasami, swoja inteligencja
(moze troche sztuczna, ale jednak) ocenia je na 100 punktow.

Nadzieje na to, ze w pelni zrozumiemy dzialanie skrzynki, musimy niestety
porzucié. Ale czy przynajmniej jest jaki$ sposob, aby zrozumieé, dlaczego
otrzymujemy taki a nie inny rezultat? Na przyklad dowiedzieé sie, ktora cecha
lwa spowodowala tak wysoki wynik? Czy to przez kolor, czy uszy, czy wasy?

Pierwszym pomystem byloby oberwanie lwu waséw albo przemalowanie

go na inne kolory, pokazanie skrzynce i poréwnanie wynikéw ze zwyklym

lwem. Pomyst ten trzeba jednak uznaé za ryzykowny. Ponadto opieralibySmy
si¢ wowczas na sztucznych, a nie prawdziwych danych. Dla nich algorytm
uczenia maszynowego w ogole nie musi przeciez dobrze dziala¢. MoglibySmy

tez sprébowadé kupié¢ skrzynke, ktéra nie bierze konkretnej cechy pod uwage.
Ten pomyst jest kosztowny i dla nas niedostepny — jesteSmy przeciez w lesie.
Ograniczymy sie zatem do pokazywania skrzynce réznych zwierzat i zapisywania
wynikéow. Tylko czy da sie z tych wynikow wyciagnaé¢ jakie$ sensowne wnioski?

Na nasze szczeScie w krzakach niedaleko czarnej skrzynki znajdujemy prace
autorstwa Scotta Lundberga i Su-In Lee z 2017 roku. Opisuja oni w niej metode
SHAP, ktéra mimo swojej nazwy, przypominajacej raczej o obiedzie, szybko
stala sie standardowym narzedziem wykorzystywanym w analizie algorytméw
uczenia maszynowego. Uzyjemy jej takze my.

Zalézmy, ze pokazaliémy maszynie 1000 réznych zwierzat. Srednia ocena
groznosci tych zwierzat wyszta 20. Okazuje sie, ze z6lte zwierzeta mialy Srednig
grozno$¢ 50, te z okraglymi uszami 10, a te z wasami 80. Czy to nam wystarczy?
Co$ nam to juz méwi, ale cechy sa czesto komplementarne lub substytucyjne,
tzn. uzupelniaja sie albo sa wymienne. Na przyklad sama dtugosé zeboéw nie
méwi za wiele, jezeli nie znamy dlugosci calego zwierzecia (trzycentymetrowe
zeby u dwumetrowego kotowatego to nic ciekawego, jednak u zwierzecia
wielkosci zaby zwrécilyby nasza uwage).

Dlatego lepszym podejsciem jest rozpatrzenie takze grup cech. Zélte zwierzeta
z okraglymi uszami maja $rednia grozno$é¢ 40 (Kubu$ Puchatek pewnie zaniza
tu $rednia). Zo6lte zwierzeta z wasami — 90, a zwierzeta z wasami i okraglymi
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Gry koalicyjne pojawialy si¢ juz w Delcie
w analizie sieci terrorystycznych, A%é,
sity partii politycznych, A%é, i podzialu
lodéw, A‘ZIQ.

‘W naszej sytuacji mamy:

C = {(K)olor, (w)say, (w)asy},
X = {(z6lty, okragle, tak),
(rézowy, spiczaste, nie), ... }.

Czarna skrzynka B dziala tak:
B(zélty, okragle, tak) = 100,
B(rézowy, spiczaste, nie) = 30, . ..

Gre fy definiujemy dla

x = (z6lty, okragtle, tak) jak na obrazku:
fa(0) = 20, fo(k) =50, fo(u) = 10,
fa(w) = 80, fz(ku) = 40, fz(kw) = 90,
fz(uw) = 60, fi(kuw) = 100.

Powyzej i tez dalej uzywamy skrétowego
zapisu zbioréw, np. abc reprezentuje zbiér
{a,b,c} itp.

Te dziwne wagi w wartosci Shapleya biora
sie z nastepujacej interpretacji:
‘Wyobrazmy sobie, ze dodajemy cechy
jedna po drugiej i kazdg z nich oceniamy,
patrzac na jej wkltad marginalny do
obecnego juz zbioru cech. Np. dla
kolejnosci kolor-uszy-wasy mamy
nastgpujace oceny: ¢ = 50 — 20 = 30,

Gu =40 — 50 = —10 i ¢, = 100 — 40 = 60.

Patrzenie na jedna kolejno$é¢ nie byloby
jednak sprawiedliwe, dlatego
rozpatrujemy $rednig po wszystkich
kolejnosciach i wychodzg nam takie
wlagnie wagi: jest |C|! réznych kolejnosci
i doktadnie w |S|!(|C| — |S| — 1)! cechg ¢
dodajemy do cech S.

uszami — 60. Wyniki te podsumowuje nastepujacy diagram (lwa musieliSmy

troche ogoli¢ i przemalowad):
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Oczytany Czytelnik juz wie, na co patrzy — jest to przeciez (prawie) gra
koalicyjna! Graczami sa nasze trzy cechy: z6tty kolor, okragle uszy i wasy, a gre
opisuje funkcja, nazywana funkcjg charakterystyczng, ktora kazdej niepuste;j
grupie graczy przypisuje pewna wartos¢. No wlasnie, niepustej, a pusta koalicja
powinna mie¢ warto$¢ zero. Dlatego aby uzyskac¢ gre koalicyjna, musieliby$Smy
od wszystkich wartosci odja¢ 20.
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Do poznania istotnosci kazdej z cech wystarczy, ze uzyjemy jednej z metod
podzialu w grach koalicyjnych. Dostaniemy wtedy informacje, ze na groznosé¢
lwa sklada sie w jakiej$ czesci kolor, w jakiej$ — uszy, a w jakiej$ — wasy.
Metod jest wiele, ale jak przychodzi co do czego, stosowana jest jedna: wartosé
Shapleya. Tak jest tez w metodzie SHAP, co thumaczy jej nazwe.

Wprowadzmy troche notacji do naszej leénej historii. Mamy pewien zbiér m
cech C i pewien zbiér m—krotek X. Naszym wejSciem sa wlasnie owe m-krotki
— kolejne ich pozycje odpowiadaja kolejnym cechom, jak w przyktadzie na
marginesie. Nasza znaleziona czarna skrzynka to funkcja B, ktora dla kazdej
krotki zwraca liczbe rzeczywista. Dla ustalonej krotki z € X definiujemy gre
f» : 2¢ — R nastepujaco: dla kazdej grupy cech S C C mamy:

fZE(S) = anyEX:xs:ysB(y)7
gdzie g to krotka x obcigta do elementéw z S. Wartosé f,(S) to zatem Srednia
wartod¢ zwracana przez czarng skrzynke dla wszystkich mozliwych krotek z X,

ktére maja te same wartosci dla cech z S. W szezegdlnosei f,(C) to ocena
grozno$ci zwierzecia stojacego za krotka x.

Naszym celem jest przedstawienie wyniku B(z) w nastepujacej postaci:

(*) B($> = ¢0 + Z ¢C7

ceC
gdzie ¢. to wplyw cechy ¢, a ¢y to warto$é bazowa réwna po prostu f,(0), czyli
Srednia groznosé wszystkich zwierzat.

Naturalnym pomystem przy ocenie danej cechy jest patrzenie na to, ile

ona wnosi do wartosci innych grup. Wktad marginalny cechy ¢ do grupy

S C C\ {c} to po prostu réznica miedzy wartoscig grupy z dana cecha i bez
niej: fx(SU{c}) — fu(5). Wartos¢ Shapleya to wlasnie wazona suma wkladéw
marginalnych:

| — —1)!
op = 3 PHEZEEE (s uen - s,
SCC\{c}
W standardowych grach koalicyjnych suma ocen wszystkich graczy, czyli u nas
cech, jest réwna f,(C). Skoro f,(0) niekoniecznie jest zerem, to tak zdefiniowane
oceny nie zsumuja si¢ do f,.(C), tylko do f.(C) — f.(0), czyli tak, jak chcemy,
biorac pod uwage warto$¢ bazowa.

A czemu mamy uzywacé akurat wartoéci Shapleya do wyznaczenia ¢.? Powyzszy
wzor wyglada malo intuicyjnie. Jezeli ma byé¢ dobrze, to inaczej sie jednak

nie da! Dowodzi tego szereg aksjomatycznych charakteryzacji wartosci
Shapleya, czyli wynikéw, ktore pokazuja, ze jest to jedyna metoda majaca wiele
pozadanych wlasnosci.

W naszym przypadku szukamy wartosci ¢.., ktére beda spelniaé¢ réwnanie (x).
Naturalna jest takze symetria — mowiaca, ze cechy, ktére sa symetryczne
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jesli T = ku, kuw,

Przyktadowo: 1
upy (1) = {

0  wpp.

Nasza oryginalng gre mozemy teraz
przedstawié¢ tak:

fo = 20up + 30up — 10U+

+ 60Uy — 20Uk — 10Uyw + 30ULKLyw-

Zdefiniujmy na przyktad gre
f' = 30up — 20Uy + 30ukyw powstals

przez wykasowanie z f, gier ug t.ze k € S.

Dostajemy nastepujace wktady
marginalne dla z6ttego koloru:

f'(k) — f'(0) =30 — 0 = 30,

f/(ku) — f'(u) = 30 — 0 = 30,

f'(kw) — f'(w) =10 — 0 = 10,

f(kuw) — f'(uw) = 40 — 0 = 40.

Latwo sprawdzié¢, ze w oryginalnej grze f,
wklady marginalne sg takie same

(50 — 20, 40 — 10, 90 — 80 i 100 — 60).

Przykltadowo, dla z6ttego koloru mamy:

1 1
¢ = 5(50 = 20) + = (40 — 10)+

1 1
+ (90 = 80) + (100 — 60) = 30,

w grze f, powinny dostaé taka sama ocene (tzn. jezeli f(SU {c}) = f(SU{c'})
dla kazdego S C C'\ {¢,c'}, to ¢. = ¢r). Autorzy metody SHAP powolali sie
takze na monotoniczno$¢ zaproponowang przez Peytona Younga, ktora méwi,
ze jezeli w grze f cecha c wypada lepiej niz w f’, to powinna mie¢ w tej grze
wyzsza ocene. To, gdzie cecha wypada lepiej, mierzymy, poréwnujac wkiady
marginalne koalicja po koalicji; jezeli do wszystkich koalicji w f wnosi co
najmniej tyle co w f’, a do ktdrejs$ koalicji nawet wiecej, to wtedy wypada lepiej.
Formalnie, dla dowolnych gier f, f’:

(Vscoria f(SU{ch) = F(8) = f(SU{e}) = f'(S) = dc(f) = ¢e(f).
Okazuje sie teraz, ze wartos¢ Shapleya jest jedyna metoda oceny, ktora zapewni
nam te trzy wtasnosci. Dowdd jest naprawde elegancki, przedstawmy go zatem.

Twierdzenie 1. JezZeli wartosci (¢c)cec spelniajg réwnanie (), symetrie
i monotonicznosé, to muszq bycé to oceny zwracane przez warto$é Shapleya.

Dowdd. Latwo sprawdzié, ze wartoé¢ Shapleya spelnia wszystkie trzy wlasnosci.
Pokazemy, ze jest tylko jedna metoda oceny, ktora je spetnia.

Dla dowolnej grupy S C C' zdefiniujmy prosta gre ug tak: ug(T) =1, jezeli S C T,
ug(T) = 0, wpp. Latwo zauwazy¢, ze cechy spoza S maja zerowe wklady
marginalne do dowolnej grupy 7. Dowolna gre f mozemy teraz jednoznacznie
przedstawic¢ jako f =) ¢ asug dla pewnych stalych (ag)sceo. Ztozonoscig
gry, Z(f), nazwiemy liczbe niezerowych stalych ag. PrzeprowadZmy indukcje po
zlozonosci gry.

Jezeli Z(f) =0, to w grze wszystkie wartosci sa zerowe i z symetrii oraz
réwnania (*x) mamy ¢.(f) = 0 dla kazdego ¢ € C. Zalézmy, ze udalo nam sie
udowodni¢ teze dla gier o zlozonosci mniejszej niz k (dla pewnego k > 0). Wezmy
gre o ztozonoéci k i niech Si, ..., Sk beda grupami z niezerowymi wagami.
Rozpatrzmy najpierw ceche ¢, ktéra nie nalezy do wszystkich grup Si,. .., Sk.
W takiej sytuacji mozemy, opierajac si¢ na grze f i jej wagach (as)scc,
zdefiniowad gre f' =) g e @sus. Gra f' powstala przez usunigcie z f gier ug
takich, do ktérych cecha ¢ ma zerowy wklad marginalny (bo ¢ & ), wiec wklady
marginalne cechy ¢ sa w niej takie same jak w grze f. Z monotonicznosci ocena c
jest wiec taka sama, czyli znana, bo f’ ma przeciez nizsza zlozono$é.

Pozostaje nam zatem rozpatrzy¢ cechy, ktére naleza do wszystkich koalicji
S1,...,5k. One sa jednak symetryczne w grze f i mozemy wyznaczy¢ sume

ich ocen z réwnania (x) oraz ocen cech, ktére nie pojawiaja sie we wszystkich
zbiorach Si,...,Sk. Oceny tych cech tez sa zatem jednoznacznie wyznaczone,
co konczy dowdd. O

Nie mamy juz wiec watpliwodci, ze to wartosci Shapleya powinni$my uzy¢,
aby odpowiedzie¢ na pytanie, czemu lew otrzymatl az 100 punktéw. Stosujac
rownanie do naszej gry, otrzymujemy nastepujace wyniki:

100

20 30 ) 55

warto$é kolor wasy
bazowa

'uszy

A wiec to gléwnie przez wasy lew wydaje sie taki grozny! Czegos nowego sie
dzisiaj dowiedzieliSmy.

A co, jak zastosujemy nasza metode do innego zwierzecia? Wyniki moga by¢
kompletnie inne. Moze si¢ na przyklad okazaé, ze wasy w zestawieniu z innymi
cechami dodaja obliczu zwierzecia lagodnosci (np. przypominaja nam o naszym
poczciwym dziadku). Moze tez by¢é tak, ze kluczowa role odegraja akurat uszy.
Wszystko tez zalezy od konkretnych danych: gdyby$Smy pokazali skrzynce inne
zwierzeta, mogliby$my dostaé zupelnie inne wyniki. Niewatpliwie nasza czarna
skrzynka skrywa jeszcze wiele tajemnic, ale udalo nam sie chociaz troche zajrzeé
do jej srodka, i to tylko patrzac na nia z zewnatrz.
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