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Modele Wszechswiata dla poczatkujacych
Czes¢ 1: Wedréwki po rozciagajacej sie nici

Szymon
CHARZYNSKI

Katedra Metod Matematycznych Fizyki,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Karol Gryszka w artykule , Nieoczekiwane zastosowania szeregu harmonicznego”,
opublikowanym w A7y przedstawil dwa problemy. Jeden z nich dotyczyt
mréwki idacej po rozciagajacej sie nici. Okolicznosci, w ktérych znalazla sie
mréwka — dla ustalenia uwagi damy jej na imi¢ Karolina — byly nastepujace.

Jeden koniec nici, z ktorego startowata mrowka, byl zamontowany na sztywno
(spoczywal), a drugi koniec uciekal ze stala predkoscia, przy czym nié rozciagala
sie réwnomiernie na catej dlugoéci. Eleganckie, przedstawione dwiema metodami
rozwiazanie (przypadek dyskretny i ciagly) nie pozostawia zadnych niedoméwien:
niezaleznie od tego, z jaka predkoscia idzie mrowka i jak szybko ucieka koniec
nici, Karolinie zawsze uda sie doj$¢ na drugi koniec nici, jesli tylko damy jej
wystarczajaco duzo czasu. Artykut zakonczyl sie optymistycznym przestaniem,
ze w rozszerzajacym sie zgodnie z prawem Hubble’a—Lemaitre’a Wszech$wiecie
mozemy dotrze¢ do dowolnego punktu, o ile bedziemy mieli wystarczajaco duzo

Czasu.

Czy na pewno jest az tak réozowo? Aby sie o tym
przekonacé, zbadamy prosty model innego Wszechswiata
niz ten modelowany przez ni¢ mréwki Karoliny.
Rozwazmy podobny, ale nieco odmienny problem.
Druga mrowka, o imieniu Ksymena, réwniez bedzie
szla po rozciagajacej sie nici. Jednak tym razem regutly
zabawy beda troche inne. Znowu rozwiazemy zadanie
na dwa sposoby. Zaczniemy od dyskretnej wersji, ktérej
sformulowanie jest nastepujace.

Zadanie 1. Mrowka Ksymena porusza sie ze stala
predkoscig 1%, W chwili poczatkowej mrowka
znajduje si¢ na zamocowanym na sztywno poczatku
nici o dlugosci 1 m, a jej celem jest drugi uciekajacy
koniec. Co sekunde cala nié¢ rozcigga sie rownomiernie
na calej dtugosci o czynnik %7 czyli w kolejnych
chwilach dtugo$é nici jest réwna 100 cm, 110 cm, 121 cm,
133,1 cm. .. Czy Ksymenie uda sie dojs¢ na drugi koniec
nici?

Przypomnijmy, ze Karolina szla z tg sama predkoscia,
ale jej ni¢ na poczatku miata 1 km diugosci

i co sekunde wydtuzala sie o 1 km. Mimo wszystko
Karolinie sie udato, a czy tak samo poradzi sobie
Ksymena?

Rozwigzanie zadania 1. Rozwazmy od razu
przypadek ogélny. Oznaczmy przez s poczatkowa
dlugo$é nici, a przez v predkos¢ Ksymeny. Ni¢ bedzie
sie wydluza¢ w réwnych odstepach czasu At o czynnik
q > 1. Poniewaz predko$¢ mréwki jest stata, to pomiedzy
rozszerzeniami nici mrowka pokona zawsze odcinek tej
samej dlugosci, réwnej v - At. Jezeli chcemy wiedzied,
jaka czesé nici przejdzie mrowka po czasie k - At, to
musimy obliczy¢ nastepujaca sume:

vAt At uAt

k) =
f(k) : +qs+q28+ +

W mianownikach sktadnikéw powyzszej sumy mamy
za kazdym razem aktualng dlugo$é nici, a licznik jest
staly. Nietrudno zauwazy¢, ze jest to suma szeregu
geometrycznego, na ktérg znamy ogdlny wzor:
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Pytanie o to, czy Ksymena dojdzie do kornca nici,
jest réwnowazne pytaniu, czy istnieje k, dla ktérego
f(k) > 1. Poniewaz ¢ > 1, to % < 1, i mozemy przejéc¢
z k do nieskoniczonosci, otrzymujac skonczong sume,
ktéra oznaczymy f(oco) = % . q%"l, przy czym jest
oczywiste, ze f(k) < f(oco) dla dowolnego k. Dla danych
z zadania 1 dostajemy wynik f(oo0) = 11/100, czyli
mréwka nie ma szans dotrzeé¢ na drugi koniec nici. Co
wiecej, obliczyliSmy, ze nie ma szans pokona¢ wiecej niz
11% nici.

Rozwiazemy teraz wersje problemu z ciagglym czasem.
Nadal chcemy, zeby po uplywie czasu At ni¢ wydluzala
si¢ o czynnik ¢, ale zeby rozciaganie bylo roztozone

w czasie, a nie skokowe. Naturalnym rozwiazaniem

jest przyjecie, ze zaleznodé dtugoéci nici od czasu jest
dana wzorem sq'/A*. Mozemy te samg zaleznoéé zapisaé
réwniez w postaci sef’t, ktéra jest wygodniejsza, bo
wystepuje w niej tylko jedna stata H = lz—f (zamiast
dwéch g i At), i tatwiej sie te postaé rézniczkuje (a bez
rézniczkowania w przypadku ciaglym sie nie obejdzie).
Wiemy juz, ze mréowka moze nie dotrze¢ na drugi
koniec, sformulujemy wiec problem bardziej ogélnie.

Zadanie 2. Mrowka Ksymena wyrusza ze stala
predkoscia v z jednego konca nici, ktora rozciaga sie
rownomiernie na catej dhugosci, przy czym zaleznosé
dhugosci nici od czasu jest dana wzorem sef’t, gdzie s to
poczatkowa dlugosdé nici. Jaka moze by¢ maksymalna
dhugosé nici, aby mréwka dotarta na jej drugi koniec?

Rozwigzanie zadania 2. Wprowadzmy oznaczenie
a(t) = et Jezeli odlegloéé jakiego$ punktu na nici

do konca, z ktérego startuje mréwka, wynosi w chwili
poczatkowej z(0), to jego odlegloéé w chwili ¢ wynosi
x(t) = x(0)a(t). Taki punkt oddala sie od nieruchomego
konica nici z predkoscia x(0)a(t), gdzie ,kropka” oznacza
pochodna po czasie. Z jaka predkoscia Ksymena oddala
sie od nieruchomego konca nici, kiedy znajduje sie

w punkcie x(t)? Do predkosci, z jaka ten punkt jest
yunoszony” przez rozcigganie nici, czyli 2(0)a(t), nalezy
dodaé¢ wlasna predkosé mréwki wzgledem nici, czyli v.
W ten sposéb otrzymujemy zaleznosc:

(t) = 2(0)a(t) + v,
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gdzie #(t) oznacza wlasnie predkosé, z jaka Ksymena sig
porusza, kiedy znajduje si¢ w punkcie z(t). Dokonujac
podstawienia x(0) = x(t)/a(t), otrzymujemy:

. a(t)
1 z(t) = x(t)—= +v.
1) () =) +
Poniewaz a(t) = et, to a(t)/a(t) = H, i ostatecznie
dostajemy réwnanie ruchu mréwki w postaci:

&(t) = Hx(t) + .
Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne o stalych
wspolezynnikach, co dla Czytelnikow Zaznajomionych
z rOwnaniami rézniczkowymi oznacza ,,réwnanie bardzo
latwe do rozwiazania”. Jego rozwiazaniem (co Czytelnik
Dociekliwy moze tatwo sprawdzi¢) jest funkcja:

v

(2) #(t) = CeMt — 7
gdzie C jest dowolna stala, ktéra wyznaczamy, zadajac,
aby spelniony byl warunek poczatkowy z(0) = 0.

Dzigki temu zabiegowi otrzymujemy ostateczny wynik:
v ( Ht
t)=— —1).
x(t) i (e )

Znaleziona funkcja x(t) méwi nam, jak daleko od
poczatku nici jest Ksymena w chwili ¢. Zeby wiedzie¢,
czy doszta do konica nici, musimy te odleglo$é¢ poréwnaé
z dlugodcia nici w chwili ¢, ktéra wynosi sa(t). Jezeli
istnieje ¢, dla ktérego stosunek tych dwdch odleglosci
jest wiekszy od 1, to mréwka dojdzie do konca nici.
Czyli sprawdzamy, czy spelniony jest warunek:

x(t) v
sa(t) sH (
Wyrazenie w nawiasie jest zawsze mniejsze od 1,

a dobierajac odpowiednio ¢, mozemy uczynié je
dowolnie bliskim 1. Aby wiec istnialo ¢, dla ktorego
nieréwnoé¢ jest spelniona, musi zachodzi¢ warunek:

s <wv/H. Czyli w przypadku ciaglym mréwka réwniez
ma, ,skonczony zasieg”.

< —Ht) .

czas

odlegtosé

Rys. 1. Ciagla czarna linia po lewej
stronie wykresu przedstawia polozenie
mréwki Ksymeny w zaleznosci od czasu —
mréwka spoczywa, wiec linia jest
réwnolegta do osi czasu. Czarng linig
przerywang oznaczono sfer¢ Hubble’a —
galaktyki na lewo od tej linii oddalajg sie
od Ksymeny wolniej niz c, a na prawo
szybciej. Ciagla kolorowa linia
przedstawia trajektori¢ pewnej galaktyki,
ktéra poczatkowo znajduje si¢ wewnatrz
sfery Hubble’a, a w pewnym momencie ja
opuszcza. Liniami kropkowanymi
narysowane sg przykltadowe trajektorie
fotonéw wystanych z tej galaktyki

w réznych chwilach czasu. Widaé, ze
fotony wyslane z wnetrza sfery Hubble’a
docieraja do Ksymeny, a te wystane

z zewnatrz oddalajg si¢ coraz szybciej,
pomimo ze zostaly wystane w lewo, czyli
w stron¢ Ksymeny. Wszystkie krzywe
przedstawione na rysunku sg wykresami
funkcji z odpowiednio dobranymi
parametrami C i v.

Czym sie réznig Wszechs$wiaty Karoliny i Ksymeny? Wyobrazmy sobie,
ze te rozciagajace si¢ nici to modele pewnego jednowymiarowego Wszechéwiata,
w ktérym zyja nasze mréwki. Wszechswiaty te moga by¢ nieskonczone,

a parametr s wystepujacy w zadaniach moze oznaczaé odleglo$é¢ pomiedzy
jakimi$ obiektami (np. galaktykami) w pewnej ustalonej chwili czasu. Oba
Wszechéwiaty sie rozszerzaja. Jednak Karolina moze doj$¢ do dowolnego
punktu w swoim Wszech$wiecie (do dowolnie dalekiej galaktyki), a Ksymena
moze odwiedzi¢ tylko pewna jego czedé¢ — reszta jest dla niej niedostepna.

We Wszechswiecie Ksymeny galaktyka, ktora w jakiejs chwili znajduje sie dalej
niz v/ H, jest poza jej zasiegiem. Jezeli za v podstawimy predkosé swiatla c,

to sygnal, jaki Ksymena wysle z predkoscia ¢ w chwili, w ktorej jest ona dalej
niz ¢/H, nigdy do tej galaktyki nie dotrze i odwrotnie: sygnal wyslany w tej
chwili z tamtej odleglej galaktyki nigdy nie dotrze do Ksymeny.

We Wszechéwiecie Ksymeny obowiazuje wiec ciekawe prawo: w chwili gdy
obiekt znajdzie sie dalej niz ¢/H, tracimy z nim kontakt na zawsze. W tym
momencie predkosé, z jaka jest on unoszony przez rozszerzajacy sie Wszechswiat,
wynosi ¢. Czyli we Wszechéwiecie Ksymeny utrata szansy na kontakt zachodzi
w chwili, w ktérej predkosé ucieczki zwiazana z rozszerzaniem sie Wszechswiata
przekracza c. Zauwazmy tez, ze funkcja a(t) = e! ma te wlasnoéé, ze jezeli
bedziemy sie cofa¢ w czasie, to nawet jezeli aktualnie jaki$ obiekt jest od

nas bardzo daleko (duzo dalej niz ¢/H), to istnieje taka chwila w przesztosci,

w ktoérej byl blizej. Sygnal wtedy wystany mégt do nas dotrze¢. Widzimy wiec
ciekawa wlasnos¢ tego Wszechswiata: galaktyki, ktére kiedys Ksymena mogta
obserwowac, po pewnym czasie przestaja by¢ dla niej widoczne. Im dtuzej
Ksymena obserwuje swoj Wszech$wiat, tym mniejsza cze$¢ galaktyk widzi —
kolejne galaktyki opuszczaja obserwowalng dla niej cze$é Wszech$wiata (rys. 1).

We Wszechswiecie Karoliny jest zupelnie inaczej. Wiemy juz, ze poruszajac sie
z dowolnie matg predkoscia, moze zaj$¢ dowolnie daleko. Oznacza to réwniez, ze
sygnal wystany z galaktyki znajdujacej sie dowolnie daleko dotrze do Karoliny,
jezeli tylko poczeka ona dostatecznie dtugo. Czyli jezeli jest jaka$ odlegla
galaktyka, ktérej Karolina nie widzi, to predzej czy pdznej ja zobaczy. Czesé
Wszechswiata dostepna jej obserwacjom z czasem staje sie coraz wieksza. Co
wiecej, to, czy Karolina zobaczy dang galaktyke, nie zalezy od relacji predkodci,
z jakg ucieka dana galaktyka, do predkoéci $wiatta. Sygnal wystany z galaktyki
oddalajacej sie z predkoscia wigksza od ¢ dotrze do Karoliny!

Jak to jest mozliwe? Jakim sposobem Karolina moze zobaczy¢ galaktyke
uciekajaca szybciej od swiatta? MoglibySmy poprzesta¢ na odpowiedzi,

ze wynika to wprost z réwnan wyprowadzonych przez Karola Gryszke w A7,
ale sprobujemy przyjrzeé sie blizej rozwiazaniu tego pozornego paradoksu.

We Wszechéwiecie Karoliny, podobnie jak we Wszech$wiecie Ksymeny, mozemy
wprowadzié¢ funkcje a(t), ktéra méwi nam, jak skaluja sie odlegloéci w miare

2
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Rys. 2. Ciagla czarna linia po lewej
stronie wykresu przedstawia polozenie
mréwki Karoliny. Czarng linig
przerywang oznaczono sfer¢ Hubble’a —

galaktyki na lewo od tej linii oddalaja sie

wolniej niz ¢, a na prawo szybciej.
Promien tej sfery rosnie z predkoscia
$wiatla. Ciggle kolorowe linie
przedstawiaja przykladowe trajektorie

dwéch galaktyk: jedna (po lewej) znajduje

si¢ wewnatrz sfery Hubble’a, a druga
(po prawej) na zewnatrz. Linie
kropkowane przedstawiaja trajektorie

fotonéw wystanych w lewo (do Karoliny)

w tej samej chwili czasu przez obie

galaktyki. Widaé, ze foton wystany przez

galaktyke spoza sfery Hubble’a
(oddalajaca sie od Karoliny z predkoscia

3/2c) poczagtkowo oddala si¢ od Karoliny,

ale w pewnym momencie sfera Hubble’a
go ,,dogania” i od tej chwili zaczyna si¢

zbliza¢ do Karoliny. Wszystkie krzywe na

rysunku sa wykresami rozwigzania
ogblnego przedstawionego przez Karola

Gryszke w AZQ z odpowiednio dobranymi

stalymi.

6021
TeN
koniEC 7

t

\’ l/
%o
I

/

rozciagania sie¢ Wszech$wiata. Tutaj bedzie to a(t) = 1 + ut. Jezeli odlegla
galaktyka (ta na koricu nici) w chwili ¢ = 0 znajduje sie w odleglosci s od
Karoliny, to zaleznosé odleglosci od czasu ma postaé s - a(t) = s + sut, czyli
galaktyka oddala sie ze stalg predkoscia su, tak jak bylo w tresci zadania.
Zastandéwmy sie teraz, jaka jest odlegto$é r(t) do punktu na nici (galaktyki

we Wszechéwiecie), ktéry oddala sie od Karoliny z predkoécia c. Zeby na nie
odpowiedzieé, wystarczy do réwnania podstawié¢ &(t) = ¢, z(t) =r(t),v =0
oraz a(t) = 1 + ut. Rozwiazaniem jest r(t) = c% =c(L+1), czyli brzeg
obszaru, wewnatrz ktorego galaktyki uciekaja wolniej niz ¢, oddala sie od
Karoliny z predkoscia ¢ (dla poréwnania, we Wszech$wiecie Ksymeny odleglosé
ta byla stala i wynosita ¢/H). Obszar ten w kosmologii nazywany jest objetoscig
Hubble’a, a jego brzeg to sfera Hubble’a. Rozwiazanie naszego paradoksu
przedstawia rysunek 2. Foton wyslany przez galaktyke poza sferg Hubble’a
poczatkowo oddala sie od Karoliny, ale w pewnym momencie rozszerzajaca

sie sfera Hubble’a go dogania i do tej chwili foton zbliza sie juz do Karoliny

i w skoniczonym czasie do niej dotrze.

Widzimy wiec, ze we Wszechs§wiecie Ksymeny objetos¢é Hubble’a pokrywa

sie z tym, co nazywa ona obserwowalna czeSciag Wszechswiata, natomiast

we Wszechswiecie Karoliny ta obserwowalna czes¢ jest wigksza od objetosci
Hubble’a. Nie nalezy wiec myli¢ tych dwéch pojeé (co niestety czesto ma
miejsce w tekstach popularnonaukowych). Odleglosé, w jakiej znajduja sie
galaktyki uciekajace z predkoscia $wiatla, nie wyznacza kranca obserwowalnego
Wszechéwiata. Na przykladzie Wszech$wiata Karoliny widzimy, ze (w pewnych
sytuacjach) mozliwe jest obserwowanie w teleskopach galaktyk, ktére oddalaja
sie od nas szybciej niz $wiatto (nawet takich, ktére zawsze oddalaly sie od nas
szybciej niz $wiatlo).

Parametr Hubble’a. W naszych rozwazaniach wygodne okazato sie
wprowadzenie czynnika a(t), ktéry ma rézna forme w obu Wszech$wiatach,
ale pelni te sama funkcje — méwi, jak skaluja sie odleglosci w miare uptywu
czasu. Zauwazmy, ze kilka razy pojawil si¢ nam réwniez stosunek %, ktéry
we Wszechswiecie Ksymeny jest staly i wynosi H, a we Wszechswiecie
Karoliny zalezy od czasu. Ten wspétczynnik pozwalal nam obliczy¢, jaka
jest predkos$é galaktyki (punktu na nici) oddalonej w danej chwili o z. Ta
predko$é¢ wynosi po prostu x - % Wprowadzamy wiec parametr H(t) := %,
nazwiemy go parametrem Hubble’a. W obu Wszechéwiatach obowiazuje

tzw. prawo Hubble’a—Lemaitre’a, ktére mowi, ze predkosé ucieczki galaktyk
jest proporcjonalna do odlegtoéci. Jednak tylko we Wszechéwiecie Ksymeny
wspélezynnik tej proporcjonalnoséci H(t) jest staly w czasie, natomiast we
Wszechswiecie Karoliny maleje z czasem, dazac do zera w granicy przy ¢t — 0o.

A co z teorig wzglednosci? Ktos moze sie czué zaniepokojony beztroska,

z jaka opisujemy galaktyki uciekajace szybciej niz $wiatto, i powzia¢ podejrzenie,
ze ta cala paplanina ma si¢ nijak do prawdziwego Wszechéwiata, w ktérym
zyjemy. Stusznie moze podniesé zarzut, ze szczegdlna teoria wzglednosci zabrania
przekraczania predkosci $wiatla. Okazuje si¢ jednak, ze jezeli do modelowania
Wszechswiata zaprzegniemy ogdlna teorie wzglednosci i odpowiednio starannie
zdefiniujemy uzywane pojecia (takie jak ,predkosé ucieczki”), to zadnej
sprzecznosci nie ma. Bedzie to temat kolejnego artykutu, ktéry ukaze sie za
miesiac. Przekonamy sie, ze modele opisujace nasz Wszech$wiat majg pewne
cechy wspélne z obydwoma przedstawionymi tutaj prostymi modelikami.

7 jednej strony, rzeczywiscie jest tak, ze w naszych teleskopach obserwujemy
galaktyki, ktore oddalaja si¢ od nas z predkoscia wigksza od predkodci $wiatta
(tak jak we Wszech$wiecie Karoliny). To miedzy innymi dzieki temu mozemy
zobaczy¢ zdarzenie odleglte od nas o 17 miliardow lat Swietlnych, o ktérym pisal
Michat Bejger w AL) mimo Ze nasz Wszeché$wiat istnieje dopiero 13,8 miliarda
lat. Z drugiej strony, powszechnie akceptowany obecnie model naszego
Wszech$wiata przewiduje, ze podobnie jak to ma miejsce we Wszechswiecie
Ksymeny, nigdy nie bedziemy mogli zobaczy¢ calego Wszech$wiata, a co wiecej,
ta jego cze$¢ dostepna naszym obserwacjom ciggle sie kurczy. Co chwile jakas
odlegta galaktyka bezpowrotnie opuszcza obszar dostepny naszym obserwacjom.
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Matematyka i literatura: J.M. Coetzee

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

John Maxwell Coetzee (wymowa w jezyku polskim,
zblizona do afrikaans: [kats-ia]) urodzil si¢ w 1940 roku
w Kapsztadzie (RPA). Jego matka byla nauczycielka,
a ojciec prawnikiem i hodowcg owiec na Karru.

W domu Coetzee méwit po angielsku, ale z dalsza
rodzing rozmawial w afrikaans — jest to mieszanka
holenderskiego, malajskiego, portugalskiego,
angielskiego, francuskiego oraz jezykow bantu; jezyk
ten ma swéj pomnik w Paarl. Rodzina wywodzi

sie z osadnikéw holenderskich, ktérzy przybyli do
Afryki Poludniowej w XVII wieku. Coetzee ma tez
polskie korzenie (od strony matki) — jego pradziadek
Baltazar (lub Balcer) Dubiel byt polskim imigrantem,
pochodzil ze wsi Czarnylas w powiecie ostrowskim,

w wojewddztwie wielkopolskim.

J.M. Coetzee zostal laureatem Literackiej Nagrody
Nobla w 2003 roku za proze cechujgcq sie analityczng
blyskotliwosciq i wymownymi dialogami. Wedltug
Wikipedii: ,,Autor prozy psychologicznej, silnie
inspirowanej egzystencjalizmem, nieraz bywa
porownywany z Gabrielem Garcia Marquezem

Mirostaw LACHOWICZ*

i Josephem Conradem. W tworczosci skupia sie

na portretach samotnikéw oraz ludzi uwiktanych
w przemiany spoteczno-gospodarcze i polityczne”.
Coetzee jest uwazany za jednego z najwazniejszych
zyjacych pisarzy piszacych w jezyku angielskim.

Opuscil Kapsztad w roku 1962, planujac byé
matematykiem w dzien i poetqg w nocy. W Kapsztadzie
koniczy! bowiem studia z literatury angielskiej (1960)

i matematyki (1961). W matematyce najbardziej lubit
teorie liczb i teorie prawdopodobienstwa, jak stwierdzil
w wywiadzie przeprowadzonym przez P.G. Odifreddiego
w 2004 roku (w serwisie Polymath). W Londynie, do
ktorego sie przeniost, dzialalnos¢ dzienna bardziej go
pochlaniata niz dzialalno$é nocna (o ktérej, zreszta, nie
mamy informacji). Pracowal jako programista przez

3 lata, w tym przez rok w IBM. Eksperymentowalt
wtedy z poezja komputerowa. We wspomnianym
wywiadzie stwierdzil, ze byly to lata stracone, ale
nauczyly go umiejetnosci koncentracji. Na swoim biurku
w IBM, podobnie jak inni pracownicy, mial napis:
»THINK!” (w sensie ,my$l! mysl!...”).

Swoje wspomnienia z tamtych czaséw umiedcil w drugim tomie ksiazki
autobiograficznej [1]. To opowie$é o mlodym czlowieku (jest nim sam Coetzee),
ktéry podejmuje decyzje o swojej dalszej drodze zycia.

Niejednoznaczng powiesé J.M. Coetzeego Schooldays of Jesus (2016) mozna
odnies¢ do pytania o znalezienie wtasciwej drogi edukacji. W powiesci mozna
odkryé dwa modele nauczania (por. [3]). Pierwszy to standardowa intelektualna
forma — poprzez abstrakcje. Drugi jest do$¢ dziwna i intuicyjna forma poznania
w ramach Akademii Tanca, w ktérej liczby wywoluje sie z gwiazd za pomoca
tanca. Ta druga droga jest mniej okreslona i nie wiadomo, czy po prostu nie jest
mistyfikacja. W kazdym razie ociera sie o tajemnice. Sze$cioletni bohater ksiazki
David stwierdza: Tariczenie jest tym samym, co liczenie [2, s. T6].

Warto zwrécié uwage na fragment [2, s. 35-41]. Mamy tu opis lekcji liczb,
poprzez podejécie abstrakcyjne, jakiej udziela senor Robles malemu Davidowi:
[-..] kazda liczba jest nazwg wlasnosci wspdlnej dla pewnych zbioréw

i przedmiotéw na Swiecie [2, s. 36]. David catkowicie odrzuca podejscie sefiora
Roblesa: Bo stosujgc jego sposéb, trzeba najpierw zrobié sie bardzo matym.
Malenkim jak ziarnko grochu, a potem jak ziarnko wewngtrz ziarnka, a jeszcze
potem jak ziarnko wewngtrz ziarnka wewngtrz ziarnka [2, s. 42].

Davidem opiekuja si¢ Inés i Simoén, ktorzy sa uchodZzcami w nowym,
niezidentyfikowanym, hiszpanskojezycznym kraju. Tak jak w przypadku
Jezusa, wydaje sie, ze przed czyms$ sie ukrywaja i unikajg kontaktu z wladzami

(por. [3]).

Jesli sq $cigani przez prawo, to powinni postepowad roztropnie. Ale czy
rzeczywiscie sq Scigani? Czy majg powdd, aby obawiaé sie poScigu? Czy prawo
dysponuje az tyloma $rodkami, zeby w pogoni za szeScioletnim wagarowiczem
rozsylaé funkcjonariuszy do najdalszych zakgtkéw kraju? [...] Co jednak, jesli
celem pogoni nie jest wagarujgce dziecko, lecz dwoje ludzi, ktorzy — falszywie
utrzymuggc, Ze sq jego rodzicami — nie puszczajq go do szkoly? [2, s. 11-12].

Ewentualne odniesienia do Biblii, sugerowane przez tytul, sa jednak raczej
niebezposrednie. Wzruszajaca postacia jest Simén (Jézef?) opiekujacy sie matym
Davidem, choé nie jest jego ojcem, co maly mu czesto wypomina. Simén méwi
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o Davidzie: Jest pewny siebie, ale ta pewnosé nie zawsze ma uzasadnienie [...].
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J.M. Coetzee, Doubling the Point:
Essays and Interviews, D. Attwell
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bardzo mlody [2, s. 88]. Simén wyraznie patrzy na przywolywanie liczb z gwiazd
za pomoca tanca jako dziwne i nawet niebezpieczne. Inés, czy jestes pewna, Ze
dobrze robimy? — pyta. — Czy nie powinnismy raczej rozejrzeé sie za szkolq, ktdra
bylaby mniej eksperymentalna? [2, s. 90].

We wspomnianym wywiadzie Coetzee stwierdzil, ze matematyka jest tworzona
przez umyst ludzki, ale historia matematyki pokazuje, ze to, co moze wydac
sie aktem swobodnego tworzenia, nastepnie znajduje zastosowanie do opisu
rzeczywistosci, czyli innymi stowy, wydaje sie, ze istnieje gleboka zgodnosé
wyboréw rozumu i struktury $wiata.

Zwiazkom pisarstwa Coetzeego z matematyka poswiecone sg doktoraty
P. Johnstona [4] i B. Brits [5] (rozdzial IV), oba dostepne w Internecie.

W [6] Coetzee zadaje pytanie, dlaczego istnieje zwiazek (uzywa stowa homology)
pomiedzy operacjami matematyka na kartce papieru a operacjami w niebiosach
(chodzi o teorie grawitacji Newtona). Dlaczego Wszechswiat zachowuje sie tak,
jak matematyka przewiduje, ze powinien si¢ zachowywaé? Zadaje pytanie, czy
my wiemy naprawde, jak zachowuje sie Wszechswiat. By¢ moze to zachowanie
jest bardziej odlegle naszym umystom niz nasza matematyka. Matematyka [...]
rownie dobrze moze byé prywatnym jezykiem, zastrzezonym dla ludzkich istot

o ludzkich mozgach, w ktorym cos bazgrzemy po Scianach swojej jaskini.

Nalezy pamietac, ze jest to pytanie czlowieka, ktory odszedt od matematyki,

a swoje do$wiadczenia miat zapewne wylacznie z matematyka teoretyczna. Nie
wydaje sie, by Coetzee (poza praca jako programista w IBM) mial kontakt

z matematyka stosowana!

Przygotowal Dominik BUREK

M 1732. Liczby rzeczywiste x1, T2, ..., T2022 sa takie, ze liczby

xl;“, ””2'2”3, e, “52023'”“ tworzg permutacje liczb x1, o, ..., Z2922. Udowodnié,
e 1 =T = ... = XT2022-

Rozwiazanie na str. [7]

M 1733. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Liczby pierwsze 2,3,5,...,p,
podzielono na dwa zbiory i obliczono iloczyn liczb w kazdym zbiorze, otrzymujac
liczby a oraz b (gdy jeden ze zbioréw jest pusty, iloczyn jest réwny 1).
Udowodnié, ze jesli a + b < piﬂ, to a + b jest liczbg pierwsza.

Rozwigzanie na str. [§]

M 1734. Rozwazmy ciagi dlugosci 2n + 1 (gdzie n jest liczba catkowita dodatnia)
skladajace sie z samych zer i jedynek. Jaka cze$¢ wszystkich tych ciagdéw
stanowia ciagi, w ktérych jedynka ma wiecej wystapien wérdd ostatnich n + 1
wyrazow niz wsrod pierwszych n?

Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1063. Spoczywajacy mezon K+ o masie spoczynkowej m = 494 MeV /c?
rozpada si¢ na pare mezonéw: 7 o masie spoczynkowej m; = 140 MeV /c?
i 70 0 masie spoczynkowej mo = 135 MeV /c?. Znajdz wartosci energii
catkowitych E; i Fy mezonéw 7t i 70 utworzonych w takim rozpadzie.
Rozwiazanie na str. [I9]

F 1064. Rozpatrzmy endotermiczng reakcje jadrowa:

2H+Y“N—-SLi+10B,
ktérej ciepto wynosi Q = —10,1 MeV. Jeéli w laboratorium deuteron ?H zderza
sie ze spoczywajacym jadrem N, to jaka minimalna energie kinetyczna, Ej,
musi mieé¢ deuteron 2H, by ta reakcja mogla zachodzi¢? W obliczeniach nalezy
przyjac, ze masa jadra o liczbie masowej A jest rowna A - u, przy czym jednostka

masy atomowej u ~ 931 MeV /c?.
Rozwigzanie na str. [J]
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* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Mg to masa Storica wynoszaca
1,998 x 103 kg.

Mgtlawica planetarna nie ma nic
wspélnego z planetami. To chmura pytu
i gazu powstala po odrzuceniu przez
bedaca u schytku zycia gwiazde
zewnetrznych warstw wodoru. W jej
centrum zazwyczaj znajduje si¢ bialy
karzet. Skad wigc ta mylaca nazwa?
Okreslenie mglawica planetarna to
pozostalosé historyczna. Dawniej
astronomowie obserwujgc okragly ksztalt

takich mglawic, poréwnywali je do planet.

Granica Chandrasekhara Mgy = 1,44Mg
to maksymalna masa bialego karta. Po
przekroczeniu tej masy bialy karzet
zapada si¢ pod wlasnym cigzarem

i wybucha jako supernowa typu Ia.

O supernowych wielokrotnie pisaliémy na
tamach Delty. Na przyktad w artykulach
Podgladanie supernowej A‘llg

i Supernowe typu Ia A}; !

Krzywa zmian blasku opisuje
obserwowane zmiany jasnosci obiektu,

np. gwiazdy, wraz z uplywajacym czasem.

Supernowa typu II to etap ewolucji
gwiazd o masie wigkszej niz 9 M.

Rozwigzanie zagadki ze strony@
Trzy kolejne wyrazy podanego ciagu to:
16, 22, 30. Kazdy wyraz tego ciagu to
kolejna liczba naturalna zapisana

w cyklicznie zmieniajacym si¢ systemie
pozycyjnym od dziesietnego przez
dziewigtkowy i tak dalej az do
dwéjkowego.

Gwiazdy zombie Miguel FIGUEIRA*

Mimo ze gwiazdy wydaja sie wieczne, to jednak ich zycie konczy sie wraz

z ustaniem reakcji termojadrowych. Przyczyna Smierci jest zwykle taka sama,
ale to, w jaki sposob gwiazda umiera, zalezy od jej masy. W przypadku malo
masywnych gwiazd (M < 8Mg) reakcje termojadrowe zanikaja, gdy wegiel

i tlen zaczynaja dominowaé¢ w jadrze gwiazdy. Wowczas taka gwiazda odrzuca
wodorowa otoczke, tworzac mglawice planetarna. Wewnatrz pozostaje martwe
jadro gwiazdy nazywane ,bialym kartem”. W przypadku masywnych obiektéw
(M > 8My) reakcje termojadrowe zachodza az do momentu powstania jadra
zbudowanego z zelaza. Nastepnie gwiazda zapada si¢ pod wlasnym ciezarem

i wybucha jako supernowa, pozostawiajac po sobie gwiazde neutronowa albo
czarng dziure.

Nierzadko gwiazdy rodza sie¢ w parach i zyja razem az do Smierci. Takie uklady
nazywamy ukladami podwéjnymi gwiazd. Moga je tworzy¢ rézne typy gwiazd.
Jednym z przykltadow jest uklad podwdéjny tworzony przez biatego karta
znajdujacego si¢ blisko duzej, masywnej gwiazdy. W takich ukladach do$¢ czesto
zdarza sie, ze materia masywnej gwiazdy sptywa na biatego karta w wyniku
oddzialywania grawitacyjnego. Masa bialego karta w rezultacie zwieksza

sie — az do momentu, gdy przekroczy pewng mase krytyczna, zwang granica
Chandrasekhara. Wowczas nastepuje wybuch supernowej typu la. Eksplozja jest
tak silna, ze catkowicie niszczy bialego karla.

Mogtoby sie wydawacé, ze dysponujemy duza wiedzg na temat supernowych.
Zaobserwowalidmy jednak dziwne zjawiska, ktére stanowia wyzwanie dla
istniejacych teorii i modeli. Sa to gwiazdy, ktére, jak sie zdaje, przetrwaly swoja
Smier¢. W literaturze popularnonaukowej znane sa jako ,,gwiazdy zombie”.

Supernowa o kilku maksimach jasno$ci

Pierwsza kandydatka do otrzymania tytulu gwiazdy zombie jest supernowa

o bardzo dziwnej krzywej zmian blasku. Jasno$é¢ typowych supernowych

w trakcie wybuchu na poczatku zwykle szybko wzrasta, osigga maksimum,

a nastepnie juz znacznie spokojniej maleje. Wszystko trwa zazwyczaj okoto

100 dni. Odkryta we wrzesniu 2014 roku przez zespo6l amerykanskich naukowcow
niedaleka, bo oddalona jedynie o 509 500 000 lat $wietlnych od Ziemi (z = 0,034),
supernowa iPTF14hls jest pod tym wzgledem bardzo nietypowa. Zostata
sklasyfikowana jako supernowa typu IIP, a jej jasnosé zmieniala si¢ przez
~1000 dni obserwacji (prowadzonych do 2018 r.), prezentujac az pie¢ maksiméw,
co sugerowaloby wystapienie kilku nastepujacych po sobie wybuchéw
supernowych. Po tym czasie jasno$¢ gwiazdy gwaltownie spadta. Co ciekawe, po
przeszukaniu archiwéw astronomicznych okazalo sie, ze w tej samej lokalizacji
zaobserwowano wybuch supernowej w 1954 roku. Wedtug badaczy dane dotycza
tej samej gwiazdy. Zadna z istniejacych teorii nie wyjasnia, jak to mozliwe.
Naukowcy przypuszczaja, ze tak naprawde obserwowane maksima jasnosci

nie oznaczaly wybuchéw supernowej, ale pomniejsze erupcje, w czasie ktoérych
gwiazda odrzucala tylko wierzchnie warstwy wodoru. Problem polega na tym,
ze energia tych mniejszych erupcji nie powinna by¢ réwna energii towarzyszacej
wybuchowi przecietnej supernowej. A na to wskazywalyby dane obserwacyjne —
zaréwno te z 1954 roku, jak i wspolczesne. Oczywiscie naukowcy zasugerowali
kilka mozliwych rozwiazan mogacych ttumaczy¢ te obserwacje: odrzucone
podczas mniejszych wybuchéw warstwy wodoru oddziatywaly ze srodowiskiem
miedzygwiazdowym, powodujac jego Swiecenie, co z kolei powodowato zmiany
jasnoéci w krzywych blasku; mogta to byé¢ niezwykle silna gwiazda pulsujaca,
ktora w koncowych etapach zycia odrzucata zewnetrzne warstwy przed
ostatecznym wybuchem supernowej; mégt to byé magnetar. Nie mamy jednak
definitywnej odpowiedzi. Jedna z najbardziej egzotycznych teorii sugeruje, ze

w jadrze gwiazdy iPTF14hls spalana byla antymateria. Zgodnie z ta hipoteza
jadra masywnych gwiazd staja sie tak gorace, ze energia jest przeksztalcana

w materie i antymaterie, powodujac niestabilno$é gwiazdy i wielokrotne silne
erupcje. Antymateria w kontakcie z materia powodowalaby eksplozje, ktére
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~ Co ciekawe, sama gwiazda emituje Swiatlo w padmie
widzialnym, ale otaczajaca ja mgtawica widoczna

jest tylko w pasmie podczerwonym. Poczatkowo na
podstawie linii emisyjnych obiekt ten zaklasyfikowano
jako gwiazde typu Wolfa—Rayeta (ktéra juz sama

w sobie jest dziwna).

Gwiazdy Wolfa—Rayeta sa bardzo duze i bardzo gorace. Maja rozlegta
i rozrzedzong powloke gazowa, ktéra jednoczesnie rozszerza sie z duza
predkoscia.

Niektore cechy obserwowanej gwiazdy zdecydowanie
odbiegaly od normy. W szczegdlnosci nie
zaobserwowano w jej skladzie ani wodoru, ani helu.
Wedlug modeli zbudowana jest w 80% z tlenu i 20%

z wegla. Na podstawie kompozycji gwiazdy naukowcy
doszli do wniosku, ze powstala ona z potaczenia

dwdéch biatych kartéow. Jedynie w taki sposéb mozna
wytlumaczy¢ obecnosé tej gwiazdy w mglawicy gazu
oraz zupelny brak linii emisyjnych w dlugosciach

fal optycznych.

Autorka rysunku: Manuela Figueira

»zdmuchuja” zewnetrzne warstwy gwiazdy,
pozostawiajac nienaruszony rdzen; proces ten mogtby
powtarzaé sie przez dziesigciolecia przed ostatecznym
wybuchem supernowej i przeksztalceniem gwiazdy

w czarna dziure.

Zlewanie sie bialych karlow

Kolejng kandydatka do tytulu zombie jest gwiazda,
ktora umarta, pozostawiajac po sobie biatego karta,

a nastepnie w wyniku zupelnie nieoczekiwanego
zjawiska ,odzyla”. Mowa tutaj o obiekcie J005311
odkrytym dzieki obserwacjom satelity WISE. Jest to
jasna gwiazda umieszczona wewnatrz mglawicy gazowej.

Rozwigzanie zadania M 1732.

Z warunkéw zadania dostajemy réwnanie:

2022 2022

i=1 i=1
gdzie x2023 := x1. Przeksztalcajac, tatwo
dostajemy:
2022

(m — 337‘,+1)2 —o,
Z 2
i=1

skad wnioskujemy, ze x; = x;41 dla
i=1,...,2022.

Masa gwiazdy J005311 zdecydowanie przekracza granice
Chandrasekhara. Bialy karzel przekraczajac te granice,
powinien sta¢ sie supernowa. W tym wypadku dwa
biate karty odzyty, taczac sie i tworzac nowa gwiazde.
Po ich zderzeniu reakcje termojadrowe rozpoczetly sie
od nowa, zapobiegajac zapadaniu si¢ grawitacyjnemu,
ktore doprowadzitoby do wybuchu. Jak sie okazuje,
zjawisko to nie jest az tak bardzo wyjatkowe, jak
sadziliémy wczesniej. Szacuje sie, ze az do 10% bialych
kartéw laczy sie w pary, aby przezy¢. W dodatku
modele opisujace procesy laczenia si¢ biatych kartéw
naturalnie tlumacza powstawanie magnetycznych
biatych kartéw (czyli bialych karléw posiadajacych
bardzo silne pola magnetyczne).

Supernowe typu Iax

I w ten sposob przechodzimy do ostatniej grupy kandydatéw, supernowych
typu lax. Supernowe Iax to podklasa supernowych typu Ia, o ktérych mowa
byta wczesniej. Warto zaznaczaé, ze te konkretne supernowe nie sg tak

do korica wyjatkowe, gdyz stanowia az 30% supernowych typu Ia. Jednak

w przeciwienstwie do pozostalych gwiazd typu Ia — supernowe Iax nie sg
wystarczajaco silne, zeby caltkowicie zniszczy¢ bialego karta. Po wybuchu
pozostaje jego czedé: gwiazda-zombie. Przykladami takich obiektéw sa gwiazdy
SN2005hk, SN2008A czy SN2014dt. Natomiast niecodziennym przypadkiem jest
SN2012Z, ktéra obserwowano zaréwno przed, jak i po eksplozji. Dzieki zdjeciom
pochodzacym z teleskopu Hubble’a naukowcy mogli precyzyjnie przestudiowaé
zmiany jej jasno$ci w ciggu ~1425 dni od eksplozji. Okazalo sie, ze po prawie
czterech latach po eksplozji SN2012Z nie tylko nie zniknela (tak jak typowa
supernowa), ale stala sie jasniejsza niz przed eksplozja! Czyzby wiec gwiazda
odzyta po eksplozji? Do dzisiaj nie mamy doktadnej odpowiedzi. Co ciekawe,

z obliczen astronoméw wynika, ze masa SN2012Z, niezwyklej gwiazdy-zombie, to
okoto 0,5Mg. Oznacza to, ze obserwowana ilo$¢ swiatta nie moze pochodzié
tylko od pozostatosci po bialym karle. Prawdopodobne wyttumaczenie jest
takie, ze swiatlo, ktore obserwujemy, pochodzi z oddzialywania fali uderzeniowej
z materia miedzygwiazdowsa lub wzrostu jasnoéci pobliskiej gwiazdy zwigzanego
7z jej ogrzaniem po wybuchu towarzysza.

Zwrot ,,gwiazda zombie” bardzo czesto pojawia sie w doniesieniach
popularyzujacych astronomie. Okreslenie to przeniknelo nawet do
literatury specjalistycznej (chociaz opornie) i mozna je znalezé w kilku
artykutach naukowych.

7



* Doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

1 Sano Centrum Medycyny Obliczeniowej
w Krakowie

Rozwigzanie zadania M 1733.

Kazda z liczb 2,3, ..., p, dzieli albo a,
albo b, stad nie dzieli a + b. Wobec tego
kazdy dzielnik pierwszy a + b musi by¢
réwny co najmniej p,41. Stad tez, o ile
liczba a + b sama nie jest pierwsza, to jest
iloczynem co najmniej dwoch liczb
pierwszych nie mniejszych od p, 41
(niekoniecznie réznych), a w konsekwencji
a+b> 1’?7+| — co przeczy warunkom
zadania.

5

Przyklady zagiecia sekwencji

s = HPPHPH w kracie Z?. Po lewej
stronie energia calkowita jest rowna —1,
a po prawej stronie —2. Co wiecej,
zagiecie przedstawione po prawej stronie
realizuje globalne minimum energii
catkowitej

k liczba zagieé¢ w Z°
1 6

2 30

3 150
4

5

726
3534

10 ~ 8,810
15 ~ 21,2 -10°
20 ~ 49,9 - 1012

O przyblizaniu liczby mozliwych zagieé
metodami Monte Carlo mozna przeczytaé
w artykule Wojciecha Niemiro Monte
Carlo, spacery i polimery w A‘;’S l

O pewnym modelu zawijania bialek

Marcin WIERZBINSKI*, Karolina L. TKACZUKT,
Alessandro CRIMIT

Aminokwasy to male czasteczki stanowigce gtéwny budulec biatka. Mozna

o nich mysleé¢ jak o koralikach nawleczonych na sznurek. Sposéb ich utozenia
w przestrzeni decyduje o funkcji biatka w komorce oraz o tym, jak oddzialuje
ono z innymi elementami komorki. Z tego wzgledu struktura przestrzenna
danego bialka jest dla badaczy bardzo pozadana informacja, przydatna

m.in. w przypadku projektowania lekéw.

Istnieje wiele mozliwosci odtworzenia ksztaltu biatka wystepujacego w naturze.
Jedna ze standardowych metod jest ,hodowla” czasteczki w warunkach
laboratoryjnych, imitujacych te naturalne. Jednak to metoda bardzo
czasochtonna i nie zawsze skuteczna, gdyz uchwycenie ksztaltu biatka niekiedy
bywa niemozliwe — biatko moze okazaé sie niestabilne i rozpasé sie przed
odtworzeniem jego ksztaltu. Alternatywa dla tej metody jest tworzenie
tréjwymiarowych struktur ,w krzemie” (tj. przy uzyciu komputera) w oparciu
o modele teoretyczne. Podstawsa tych ostatnich sa istniejace juz struktury biatek
(wezesniej odtworzone eksperymentalnie i zebrane w bazie bialek |Protein Data
Bank). W ostatnich latach temat ten zyskal duze zainteresowanie mediéw,

ze wzgledu na sukcesy projektu AlphaFold (alphafold.ebi.ac.uk), ktéry do
przewidywania struktur bialek wykorzystuje sztuczna inteligencje.

Jednym z najprostszych modeli struktury przestrzennej bialek jest model
hydrofobowo-polarny (HP), w ktérym aminokwasy podzielone sa na dwa typy:
H (aminokwas hydrofobowy) i P (aminokwas hydrofilowy). Bialko jest w nim
reprezentowane przez zagiecie danej skoficzonej sekwencji s € {H, P}* w kracie
L = 7Z3. Zagiecie (lub zwiniecie) mozna formalnie zdefiniowaé jako przeksztatcenie

réznowartosciowe w : {1,...,k} — L, takie ze sasiednie liczby odpowiadaja
sasiednim punktom z kraty, tzn.
w(i) #£w(j) oraz |w()—w(@+1)|=1 dlal<i<j<k,

przy czym |p — q| to zwyczajna (euklidesowa) odleglto$é miedzy punktami p i g.
Poszukiwane jest zagiecie o najwigkszej liczbie E par sasiadujacych w kracie
aminokwaséow typu H. Warto$¢ —FE okresla sie w tym kontekscie mianem
energii; innymi stowy, poszukiwane jest zagiecie o najmniejszej energii.

Dla krétkich sekwencji aminokwaséw (tzn. niewielkich wartosci k), optymalne
zagiecie mozna odnalezé, obliczajac energie kazdego mozliwego zagiecia.

W praktyce jednak sekwencje moga liczy¢ od 50 do ponad 1500 aminokwaséw,
a liczba mozliwych zagie¢ rosnie bardzo szybko wraz ze wzrostem k!

W umieszczonej na marginesie tabeli przedstawiono liczbe zagie¢ w kracie Z3
dla wybranych wartosci k. Jasno wynika z niej, ze przeszukiwanie wszystkich
konfiguracji nie wchodzi w gre.

To, ze przestrzen mozliwosci jest ogromna, nie oznacza jeszcze, ze

z informatycznego punktu widzenia problem jest nierozwigzywalny. Przyjrzyjmy
sie blizej trudnosci omawianego zadania. Sformutowany przez nas problem

ma charakter obliczeniowy — szukamy zagiecia w minimalizujacego energie
zadang pewnym wzorem. To zdanie moze zostaé przeformulowane w nastepujacy
problem decyzyjny (nazwijmy go ZB od zwijania bialek).

Wejscie: Ustalona sekwencja s € {H, P}*, liczba naturalna m € N.

Pytanie: Czy istnieje zawiniecie sekwencji s € {H, P}* w kracie Z* o energii
co najwyzej —m?

Gdybyémy znali szybki algorytm rozwiazujacy ZB, moglibysSmy uruchamia¢ go
dla coraz wigkszych wartosci m, by uzyskaé¢ informacje o minimalnej energii
zagiecia. Okazuje sie jednak, ze nasze decyzyjne zadanie jest problemem
NP—zupelnym, czyli z punktu widzenia informatyki bardzo trudnym (o takich
problemach mozna przeczytaé¢ np. w AYY oraz All).
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Rozwigzanie zadania F 1064.
Ciepto reakcji Q oznacza energie
uwalniang (Q > 0) lub pochlaniang
(Q < 0) podczas reakcji i w naszym
przypadku jest rowne réznicy sumy

energii spoczynkowych substratéw i sumy

energii spoczynkowych produktow.
@Q < 0 oznacza, ze warunkiem zajscia
reakcji jest dostarczenie energii |Q].

Energia ta zostanie ,pobrana” z energii
kinetycznej substratéw (jader 2H i 14N).
Tylko w ukladzie srodka masy mozliwa

jest sytuacja, ze tuz po reakcji jej

produkty spoczywaja (wzgledem tego
uktadu) — odpowiadajaca tej sytuacji
suma energii kinetycznych substratéw

obliczona w uktadzie sSrodka masy réwna

sie |Q|. Podana w zadaniu warto$¢ |Q)|

jest ponad 100 razy mniejsza od energii

spoczynkowej najlzejszego

z wystepujacych jader atomowych, mozna
wigc wykonac¢ obliczenia, stosujac wzory
mechaniki klasycznej. Niech M oznacza

mase "N (tarczy), m — mase
2 e feo
deuteronu “H (pocisku), a v jego

predkosé. Predkosé ukladu srodka masy,

V(jﬂ,] N WyIlOSi:
muv
m+ M~
W ukladzie $rodka masy warunkiem
zajécia reakcji jest, by suma energii
kinetycznych substratéw byta nie
mniejsza niz |Q|:
m(v — Vo )? MVE,,
= Q|
2 2

Po kilku prostych przeksztalceniach
otrzymujemy warunek na energie
kinetyczna pocisku w ukladzie
laboratorium:
mu? m+ M

o z — el
Liczbowo: Ej > 11,54 MeV.
Dla dociekliwych komentarz do
rozwigzania na str. [T2}

Ver =

NP—zupelnos¢ problemu zagie¢ bialek zostala wykazana w artykule Protein
Folding in the Hydrophobic—Hydrophilic (HP) Model is NP—Complete autorstwa
Bonniego Bergera i Toma Leightona. Schemat tego (miejscami mocno
skomplikowanego) dowodu jest nastepujacy: zamiast problemu ZB autorzy
rozwazaja problem W.S (Wypelnianie Szescianu):

Wejécie: Liczba naturalna n i ustalona sekwencja s € {H, P}*, w ktorej
znajduje sie n> liter H.

Pytanie: Czy istnieje zawiniecie sekwencji s € {H, P}* w kracie Z?,
w ktérym litery H wypelniajg szeScian n X n x n?

Jest do$é intuicyjne, ze umiejetnosé rozwigzania problemu Z B pociaga za soba
zdolno$é do rozwiklania W S; wystarczy wziaé m = 3n?(n — 1), czyli tyle, ile
jest krawedzi w szeSciennej siatce n X n X n. Nietrudno bowiem uwierzy¢, ze
sze$cienna siatka jest optymalnym rozwigzaniem z punktu widzenia liczby
sasiadujacych liter H. Nastepnie dowodzi sie, ze problem WS jest tak samo
trudny jak ,problem pakowania” (bin packing), czyli uogélnienie problemu
plecakowego, o ktéorym wiadomo, ze jest N P—trudny:

Wejscie: Liczby naturalne B i K, zbiér U oraz funkcja s : U — N
przyjmujaca wartosci parzyste, taka ze ) .., s(u) = BK.

Pytanie: Czy mozna podzieli¢ zbiér U na K podzbioréw U; (i =1,..., K)
w taki sposob, ze dla kazdego i mamy >, ;. s(u) = B?

Wiemy juz, ze zadanie znajdowania optymalnego zwiniecia jest problemem
trudnym. Czy to oznacza, ze jesteSmy skazani na przypadkowe wybieranie
losowych zwinie¢ i wskazywanie spoérdéd nich tego o najmniejszej energii, choé¢
wiemy, ze w ten sposob przegladamy tylko malutka czes¢ calej przestrzeni? Na
szczescie nie; mozna czyni¢ co$ istotnie madrzejszego. Jednym z podejs$é jest
oznaczanie tras, ktérymi sie juz przechodzilo i ktére nie daly interesujacego
zagiecia. Taki pomyst stosowany jest w algorytmie Monte Carlo Tree Search.
Algorytm zostal wykorzystany m.in. w stynnym programie Alpha Go, w ktérym
w listopadzie 2015 roku jako pierwszy automat pokonal zawodowego gracza

w gre Go, Fan Hui, a w marcu 2016 pokonatl jednego z najlepszych zawodowych
graczy, Lee Sedola.

W naszym przypadku ,,gra” (jednoosobowa) moze by¢ okreslona jako
wydtuzanie zawinie¢ tak, by uzyska¢ jak najmniejsza energie. Monte Carlo
Tree Search dla modelu hydrofobowo—polarnego na kazdym etapie dzialania
algorytmu operuje na drzewie dotychczas sprawdzonych ruchéw, czyli zawinieé
czesciowych. Kazde z tych zawinie¢ ma obliczone dotychczasowe empiryczne
oszacowanie jakosci. Krok algorytmu sktada si¢ z wymienionych nizej dziatan:

« Startujac od korzenia (ktéry tworzy pierwszy aminokwas), schodzimy w dét
az do pewnego liscia £ aktualnego drzewa, w kazdym kroku wybierajac
takie dziecko wierzcholka, ktére maksymalizuje pewna funkcje (zalezna od
aktualnego oszacowania jakosci dziecka i tego, jak czesto bylo odwiedzane na
dotychczasowych etapach).

e Rozszerzamy zwiniecie £ o kolejny aminokwas z sekwencji w losowym
kierunku i dotaczamy tak powstale zwiniecie C do aktualnego drzewa.

e Rozszerzamy C o kolejne aminokwasy z sekwencji w losowych kierunkach az
do otrzymania zwiniecia dlugoéci k. Powtarzamy te operacje wielokrotnie i na
tej podstawie wyznaczamy jakos¢ C jako érednig energie koncowych zwinie¢
uzyskanych w symulacji.

e Aktualizujemy jakosé wierzcholtkéw drzewa na drodze od C do korzenia
drzewa (na podstawie wczesniejszych symulacji z C).

Mam nadzieje, ze tym przyktadem przekonaliSmy Czytelnikéw, ze

algorytmy losowe maja ciekawe zastosowanie praktyczne i przydaja sie

w poszukiwaniu przyblizonych rozwiazan dla okre$lonych modeli. Sam model
hydrofobowo—polarny daje bardzo ciekawe teoretyczne wyniki i wigze sie

z istotnymi problemami informatyki, statystyki i matematyki.
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* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

John Conway (1937-2020) znany jest
miedzy innymi jako twérca koncepcji
automatéw komérkowych,

a w szczegdlnodcei ich koronnego
przyktadu — Gry w Zycie (Game of Life).

Polecamy artykul pt. John Horton
Conway (1937-2020) zamieszczony
w A;l.

O ciaggu Conwaya pisal w Delcie réwniez

Wojciech Czerwinski, w artykule Dziwny
. 11

ciqg, Asy |

Jak latwo si¢ przekonaé, jesli zmienimy
postaé poczatkowej sekwencji, na
przyklad przyjmiemy L = 22, to L,, = 22
dla wszystkich n > 0. Gdy L = 4, to

w kolejnych wyrazach ciagu (Ly)nen
zawsze bedzie obecna cyfra 4, ktéra nie
wystepuje w zadnym wyrazie ciggu

z warunkiem Lo = 1. Jesli teraz Lo jest
pusta sekwencja cyfr, to wszystkie
kolejne L,, réwniez bedg puste (nie ma
czego wymawiad).

~Wymowne” ciggi
Karol GRYSZKA*

Jedna z popularnych tamigtéwek logiczno-liczbowych jest wskazanie kolejnego
wyrazu zadanego ciagu. Czytelnik lubiacy takie zagadki moze na podstawie
podanych ponizej poczatkowych wyrazow

1,2,3,4,5,11,13,22,101,10,12,14.. ..
odgadnaé trzy kolejne. Rozwiazanie tej nieco trudniejszej tamigtéwki
zamieszczamy na stronie [f]

W tym artykule interesowaé nas bedzie jeden z ciekawszych ciagdéw-zagadek,
opisany oraz zbadany przez Johna Conwaya. Zaldézmy, ze dany jest pewien
zestaw cyfr, na przyklad 55 — jest to jednoczesnie pierwszy element
konstruowanego ciagu. Ciag ten sktada sie z dwéch ,,piatek” i obie liczby, 2 i 5,
wymowione przy opisie pierwszego wyrazu zestawiamy do drugiego wyrazu
konstruowanego ciggu: 25. Ten nowy zestaw to jedna ,,dwéjka” i jedna ,piatka”,
czyli 1215. Kazdy kolejny element konstruowanego ciagu powstaje zawsze przez
wypowiedzenie poprzedniego i zapisanie wszystkich cyfr wypowiedzianych.
Reguta ta prowadzi wiec do nastepujacych pieciu sekwencji:
55, 25, 1215, 11121115, 31123115.

Najpopularniejsza forma powyzszego ciggu jest ten zaczynajacy sie od 1 i tylko
takim przypadkiem bedziemy si¢ dalej zajmowaé. Ciag , generowany” przez 1
opisang wyzej metoda to:

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211.

Ten ciag jest przykladem tak zwanych ciggdéw ,,patrz i méw”, to jest ciagow,
ktérych strona werbalna odgrywa istotna role w konstrukeji.

Na potrzeby artykutu wprowadzimy teraz odpowiednig notacje oraz terminologie.
Niech (L, )nen 0znacza ciag otrzymany z danej sekwencji poczatkowej L = Lg
(unas L = 1) po n powtdrzeniach procedury ,patrz i méw”. Zaltézmy, ze dana
jest pewna sekwencja cyfr S, ktora mozna podzieli¢ na dwie niepuste sekwencje
A'i B (co zapisujemy S = AB) w taki sposéb, ze S,, = A, B,, dla wszystkich

n = 0, a wigc takie, ktore w kolejnych iteracjach procedury ,patrz i méw”
pozostaja od siebie niezalezne. Taki podzial oznaczymy przez S = A x B i mowimy
wtedy, ze S jest zwigzkiem A i B. Dla przyktadu, zauwazmy, ze jesli L =1, to
Ly # 11 (choé¢ Ly = 11), gdyz Lo # L1L,. Kazdy ciag nieposiadajacy rozktadu
na dwa niepuste niezalezne podciagi nazywamy pierwiastkiem.

Conway zauwazyl, ze jesli Ly = 1, to wtedy od pewnego momentu kazdy
element ciagu ,patrz i méw” (L, )nen jest zwiazkiem pierwiastkéw pochodzacych
z pewnej ustalonej grupy 92 pierwiastkéw. W przypadku ogélnym (gdy Lg jest
dowolne) sytuacja okazuje si¢ analogiczna — mozliwych pierwiastkéw réwniez
bedzie skoriczenie wiele, ale nie musza one by¢ takie same, jak pierwiastki

z przypadku Ly = 1.

Wspomnianym 92 pierwiastkom Conway nadal nazwy pierwszych 92
pierwiastkéw z tablicy Mendelejewa (od Helu do Uranu). Nie oznacza to jednak,
ze kazda sekwencja cyfr daje sie podzieli¢ na pierwiastki — rozwazajac kolejne
wyrazy ciggu ,patrz i mow” dla Ly = 1,

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211,
dopiero ostatni z wyzej podanych wyrazéw jest zwiazkiem pierwiastkow:
11132 oraz 13211. Sekwencje takie jak

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221,

czyli niedajace sie roztozyé¢ na zwiazek 92 pierwiastkéw, mozemy okresli¢
mianem egzotycznych.

Powyzszy opis moze nieco przypominaé proces Wielkiego Wybuchu — na
poczatku bylo niewiele egzotycznej materii, ktéra jednak po pewnym (niedlugim
w skali kosmicznej) czasie przeksztalcila sie w znana nam materie czasteczkowa,
zbudowana z podstawowych pierwiastkéw. Z tego tez powodu dla ciagéw ,patrz
i méw” formuluje sie twierdzenie o niezwyklej nazwie.

10


https://www.deltami.edu.pl/2021a/06/2021-06-delta-art-07-przytycki-rosicki.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta-art-07-czerwinski.pdf

Twierdzenie kosmologiczne. Wszystkie egzotyczne
pierwiastki ulegajq rozpadowi (przeksztalceniu) na
zwigzki podstawowych pierwiastkow.

Podstawowe pierwiastki ulegaja ciaglym
przeksztalceniom miedzy soba, jednak to
przeksztalcenie nie jest ,,jeden do jednego” — zdarza
sie, ze pojedynczy niezalezny czton w kolejnym kroku
,rozpada sie¢” na kilka innych pierwiastkéw. Takim
przyktadem jest 13221133122211332, ktéry przechodzi
na zwiazek az 6 pierwiastkow:

1113222 % 12 % 3113 % 22 % 12 % 312.
Zdarzaja sie réwniez inne przypadki — pierwiastek
11131221131211 ,zawiera sie” w pierwiastku
111312211312113211 i oba ewoluuja zupelnie inaczej.
Jedne pierwiastki moga przeksztalcaé si¢ w inne, na
przyklad 3 przechodzi na 13 (oba sa pierwiastkami).
Najdluzszym przykladem jest ztozony z 34 cyfr:

1321132122211322212221121123222112,
ktéry ewoluuje na pojedynczy pierwiastek
111312211312113221133211322112211213322112,

a ten ostatni rozpada sie w kolejnym kroku na 3 inne
pierwiastki. Ciekawostka jest réwniez fakt, ze istnieje
dokladnie jeden pierwiastek zaczynajacy sie od cyfry 2:
jest nim 22. Jedynym jednocyfrowym pierwiastkiem jest
wspomniane juz wczedniej 3.

Udowodnimy teraz kilka wlasnosci ciagéw ,,patrz

i mow”. Dla utatwienia bedziemy dalej uzywacé
oznaczenia |S| na dlugosé (liczbe cyfr) ciagu S. Jesli
jakas cyfra x powtarza si¢ w sekwencji kilka razy po
sobie, bedziemy pisa¢ x", gdzie n to liczba powtérzen.
Na przyklad 2221111 zapisuje si¢ w skrocie jako 231%.

Jesli dana jest na przyklad sekwencja S = ="y, to wtedy zgodnie
z przyjeta notacjag mamy S; = nxmy.

Jesli teraz chcemy podkreslié, w jaki sposob zostata
otrzymana nowa sekwencja cyfr, wstawiamy Sredniki
miedzy odpowiednimi cyframi, wskazujac, ze cyfry
miedzy Srednikami reprezentuja ,,przeczytanie”
fragmentu poprzedniego ciagu, na przyktad:

1, 11, 21, 1211, 11;12;21, 31;22;11.

Nawiasy kwadratowe [ oraz | oznaczaja odpowiednio
faktyczny poczatek lub koniec elementu ciagu lub
pierwiastka. Notacja z nawiasami kwadratowymi jest
przydatna, gdy chcemy odréznié cate pierwiastki od ich
fragmentow, ktére moga ewoluowaé zupelnie inaczej.
Zapis # n oznacza, ze dana cyfra jest r6zna od n (moze
by¢ réwna 0). Wobec tego napis [122%(# 2)72] oznacza
sekwencje, ktora zaczyna sie dwiema jedynkami,
nastepnie sa w niej dwie dwdjki, konczy sie za$ cyfra
r6zng od 2 i ta cyfra nie powtarza sie 2 razy (moze sie
powtarza¢ mniej, moze wiecej razy).

Podstawowe wtlasno$ci. Niech A bedzie dowolnym wyrazem ciagu ,,patrz
i méw”, w ktérym zadna cyfra nie powtarza sie wiecej niz 9 razy pod rzad.

Wtedy:

1. podciagi postaci nz;mz, x* (i wyzsze potegi) i 3y> nie wystepuja w Ay;

2. cyfra 4 nie moze si¢ pojawi¢ w As, o ile nie bylo jej w Ap;

3 3. podciag 33 nie moze sie pojawi¢ w As.

Dowéd:

Niech teraz w A; wystepuje sekwencja x
postaci xx; xy; yy, albo jest fragmentem sekwencji kx; zx; yy; yl dla pewnych k i [.
W obu przypadkach obecny jest jednak uklad typu nzmz (zy;yy w pierwszym
przypadku i kx; zx w drugim przypadku), co, jak juz wiemy, jest niemozliwe.

1. Ciagi postaci nz;mz moga pochodzié¢ jedynie z n + m kolejnych cyfr w A, ktére
zapisaliby$Smy w postaci 2"t™ i przeczytali jako (n +m)z, a nie jako nz;mz.

Jesli A; zawiera ciag x?, czyli zzxa, to jest on albo postaci zx; zx, albo postaci
ax; xx; xb — oba warianty sa niemozliwe na mocy poprzedniego akapitu.

343, czyli zzzyyy. Wtedy albo jest ona

2. Cyfra 4 w Ay moze pochodzié jedynie od fragmentu postaci z* sekwencji A;,

co stanowiloby sprzeczno$é na mocy punktu (1).

3. Sekwencja 3x3 w ciggu Ay moze pochodzié¢ jedynie z wypowiedzenia ciggu
cyfr w A; postaci 23y dla pewnego y, ale takie ciagi nie moga wystapi¢ w A;

na mocy (1).

Na koniec przedstawimy jeszcze, bez dowodu, kilka wlasnosci ciagéw ,patrz
i méw”. Odniesiemy si¢ w nich do zachowania poczatku, koica i miejsca
wigzania pierwiastkéw w danej sekwencji.

Twierdzenie o poczatkach. Niech R bedzie dowolnym fragmentem sekwencji
pochodzacej z Ly, dla n > 2 (dopuszczamy pusty R). Wiedy dla dostatecznie
duzych k sekwencje Ry, albo sq postaci:

<[ 22

albo ich poczqtki zapetlajg sie do jednego z dwoch cykli:

Tutaj i w innych miejscach symbol —
oznacza, ze dany fragment ewoluuje do
kolejnego.

o XY 13
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[31X7é3 — ...

o [221'X1 — 2218 — [2231X 73 — ...



L...]

Rozwigzanie zadania M 1734.

Ciag (z1,x2,...,Tan41) Nazwijmy
dobrym, jesli 1 wystepuje czesciej wsrdd
Tptl, Tnt2, ... Tant1 Niz wrod
T1,T2,...,Tn. W pozostalych
przypadkach ciag jest zly.

Ciggowi s = (z1,22,...,Tant1)
przypiszmy ciag

*
s =1—-z1,1—x2,...,1 —x2p41).
Przypusémy, ze 1 wystepuje a razy wsrod
liczb x1,x2,...,z, oraz b razy wsrdd

Tnd1, Tnt2s .-, Tant1. Wowczas
wystepuje ona n — a razy wéréd liczb
1—2z1,1 —x2,...,1 —x,

oraz n + 1 — b razy wsréd liczb

Twierdzenie o koncach. Koniec dowolnej sekwencji R dla dowolnego L
ostatecznie wpada w jeden z trzech cykli:

o 27
. 2311322113212221] — 213211322211312113211] —
— 21113122113322113111221131221] —
— 212322211331222113112211]
e 231221132221222112112322211n] — 21311222113321132211221121332211n)],
dla (n > 1).

Twierdzenie o podziale. Sekwencja S = AB dzieli sie¢ na dwa niezalezne
pierwiastki S = A x B wtedy i tylko wtedy, gdy A lub B jest pusty lub obie
sekwencje sq jedng z podanych nizej (tutajn > 4 oraz m < 3):

1—xpy1,1 —2pg2,...,1 —Tong1. A ‘ B
Zauwazmy jednak, ze
a<b << n—az>2n+1-0, n] [m
wiec s jest dobry wtedy i tylko wtedy, 2] [11X1 lub [13 lub [31X7é3 lub [nl
gdy s™ jest zty. Wobec tego przypisanie
s+ 8™ jest bijekcja migdzy zbiorami # 2] [2211X1 lub [2213 lub [2231)(#3 lub [227’L0 lub 1

ciggéw dobrych i zlych, a to oznacza, ze
dokladnie potowa ciggdéw jest dobra.

Dowody zaprezentowanych faktow sa dos¢ techniczne; mozna je odnalezé

w pracy Conwaya The weird and wonderful chemistry of audioactive decay

z 1987 roku.

Komentarz do rozwigzania zadania (1064

Czytelnik Dociekliwy na pewno nie jest zadowolony
z podanego przez nas rozwiazania zadania 1064.

ZastosowaliSmy w nim wzory mechaniki klasycznej. By¢
moze takie przyblizenie jest wystarczajaco dokladne

w przypadku mas i energii wystepujacych w tresci
zadania, ale Czytelnik Dociekliwy chcialby, oczywiscie,
znaé pelne rozwiazanie, poprawne takze wtedy, gdy
ciepto reakcji ma wartos¢ poréwnywalng z masami
substratow i produktéw. Spelniajac stuszne oczekiwania
Czytelnika Dociekliwego, przedstawiamy ponizej pelne
rozwigzanie uwzgledniajace efekty relatywistyczne.

Podczas reakcji spelnione sg prawa zachowania pedu

i energii: w ukladzie laboratorium po zajsciu reakcji
sumaryczny ped produktéw bedzie réwny pedowi
deuteronu przed reakcja. Z pedami produktéw zwiazana
jest tez ich energia kinetyczna. Tylko w uktadzie srodka
masy zderzajacych sie jader sumaryczny ped przed i po
reakcji jest réwny zeru (tak definiujemy uklad $rodka
masy). Oznacza to, ze warunkiem zajScia reakcji jest, by
sumaryczna energia w uktadzie érodka masy byta réwna
sumie energii spoczynkowych produktéw, ktéra jest

o0 |Q| wieksza od sumy mas spoczynkowych substratéw.

W zderzeniach czastek o energiach catkowitych E;
i pedach p; energia dostepna w $rodku masy Fopr
spelia réwnanie:

) 2 N2
2= () - (S)-
1 K3
W powyzszym wzorze ¢ oznacza warto$¢ predkosci
Swiatla, a prawa strona rownania jest niezmiennikiem
transformacji Lorentza, a ze wzgledu na spelnienie praw

zachowania pedu i energii ma te sama warto$¢ przed
reakcja i po niej.
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Zastosujmy dotychczasowe rozwazania ogélne do
podanej reakcji. Oznaczmy mase deuteronu (pocisku)
przez m, a mase jadra N (tarczy) przez M. Brakuje
nam pedu deuteronu o energii kinetycznej Ej.
Calkowita energia deuteronu: £ = mc? + Ej.

Z drugiej strony: E = \/m?2c* + (pc)?. Otrzymujemy:
p?c? = E? + 2mc? Ey,. Podstawiamy do réwnania
okreslajacego energie dostepna w ukladzie srodka masy
w przypadku, gdy produkty reakcji w tym uktadzie
spoczywaja:

((m+ M)c* + Ek)2 — (B2 + 2mc*Ey,) =

= ((M +m)c® + |Q|)2.

Po rozwiazaniu powyzszego réwnania wzgledem Ej,
otrzymujemy wartos¢ minimalnej energii kinetycznej
deuteru (w ukladzie laboratorium):

2
"ol gy

c
Dla reakcji podanej w treéci zadania wynik pelnego
rozwiazania rézni sie¢ od rozwigzania przyblizonego
(z zastosowaniem wzoréw mechaniki klasycznej)
o wyraz: Q%/(2Mc?) ~ 4-10~* MeV. Tak mata
warto$é poprawki w pelni usprawiedliwia zastosowanie
,przyblizenia klasycznego”.

By =

Uwaga: Uzyty w tresci zadania termin ,ciepto reakcji”
odnosi sie do wielkosci mikroskopowej dotyczacej
pojedynczego zderzenia. W chemii ,cieplo reakcji”
definiowane jest dla ukladéw makroskopowych, a jego
wartosé zalezy od warunkéw, w jakich przebiega reakcja
(np. pod stalym ci$nieniem czy w stalej objetosci).

Andrzej MAJHOFER



Nieroéwnos¢ izoperymetryczna

* Uniwersytet im. A. Mickiewicza
w Poznaniu

Klasyczne zagadnienie izoperymetryczne to problem
znalezienia geometrycznej figury plaskiej o najwickszym
polu przy zadanym obwodzie. Sporo na temat

jego historii mozna przeczytaé w ksiazce Okruchy
matematyki Jarostawa Gornickiego (wydanie drugie,
Warszawa 2009, str. 158-172). Opisane jest w niej
réwniez elementarne, czysto geometryczne podejscie

do rozwiazania tego problemu.

Tytulowa bohaterka artykulu jest nieréwnosc:

(1) L? > 47 P,

w ktérej L oznacza obwdd, a P — pole pewnej figury
plaskiej, przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ona kotem. Wynika z tego, ze:

1. sposrdéd wszystkich figur o jednakowym obwodzie
koto ma najwigksze pole;

lub réwnowaznie:

2. sposrod wszystkich figur o jednakowym polu koto ma
najmniejszy obwod.

W niniejszym artykule przedstawiam rozwiazanie nie az
tak elementarne, za to niezwykle btyskotliwe. Pochodzi
ono z pracy Uber das isoperimetrische Problem im
Raum von n Dimensionen [Mathematische Zeitschrift
44 (1939), strony 690-696] autorstwa Erharda Schmidta.

Fizyczna intuicja

W cytowanych powyzej twierdzeniach brakuje nieco
Scistoéci — doprecyzujmy zatem kilka pojec.

Figura geometryczna to cze$é¢ plaszczyzny ograniczona
pewna krzywa zamknieta C, zwang jej brzegiem.

Intuicja méwi nam, ze krzywa C powinnidmy mébc
narysowa¢ w skonczonym czasie, powiedzmy, T'. Niech

Dowé6d nieréwnosci

Barttomiej BZDEGA*

zatem C(t) = (z.(t), yc(t)) bedzie punktem w ukladzie
wspolrzednych, w ktérym znajduje sie rysik otéwka
w czasie t € [0,T] podczas rysowania, przy czym

C(T) =C(0), a na przedziale [0,T) funkcja C(t) jest
réznowartosciowa i ciagta. Krzywa spelniajaca te
warunki nazywamy krzywg Jordana. Twierdzenie
Jordana orzeka, ze rozdziela ona plaszczyzne na dwie
czesci i jest ich wspélnym brzegiem.

Opisana wyzej funkcje C : [0, 7] — R? nazywamy
parametryzacjq krzywej C. Dla przysztych rozwazan
umoéwmy sie, ze rysujemy tak, ze jesli patrzymy

w kierunku rysowania, to obszar wewnatrz krzywej
znajduje sie z lewej strony. Taka parametryzacje
krzywej nazywamy dodatnig.

Dodatkowo zalozymy, ze funkcje z.(t) i y.(t) maja
ciagte pochodne .(t) i y.(t) na przedziale (0,T),

z wyjatkiem byé¢ moze skoriczenie wielu wartosci ¢ (taka
krzywa nazywamy regularng). Mozemy wtedy wyrazié
predkosé rysika jako wektor

(2) 'Uc(t) = (i'c(t)ay.c(t))'

Pole P wewnatrz krzywej regularnej C z dodatnia
parametryzacja C(t) = (x.(t), y.(t)) dla ¢t € [0,T] mozna
obliczy¢ za pomocg wzorow:

T T

(3) P = /xc(t)yc(t) dt = — /yc(t)dcc(t) dt.

0 0
Stanowia one standard analizy matematycznej i mozna
je znalez¢ w kazdym przyzwoitym podreczniku.
W szczegdlnosci sa one bezposrednia konsekwencja
twierdzenia Greena, ktéremu jednak nie bedziemy sie
blizej przyglada¢ w tym artykule.

W dowodzie bedziemy zaktadali, ze krzywa C, bedaca brzegiem rozwazanej
figury, jest regularna, a sama figura jest wypukla.

Wybierzmy taki uktad wspolrzednych, by dla pewnych r, s > 0 krzywa C byla
wpisana w prostokat, ktérego boki leza na prostych o rownaniach:

y=s, y=-—s.

Rozwazmy dodatnia parametryzacje C(t) = (z.(t), yc(t)), w ktorej |v.(t)] = 1 dla
wszystkich ¢ (intuicyjnie: rysik oléwka porusza sie ze stala szybkoscia réwna 1);
w szczegdlnosci T' jest réwne obwodowi, T = L.

Niech O bedzie okregiem o srodku w punkcie (0,0) i promieniu r.
Parametryzujemy go tak, by odcinek C(t)O(t) byl dla kazdego t réwnolegly do

osi QY a wiec

Ot) = (w(t), yolt)) = (we(t), £v/” = 2e(0?) .

przy czym znak + dobieramy w ten sposdb, by parametryzacja O(t) byla

dodatnia.
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Niech P bedzie polem figury ograniczonej przez
krzywa C. Stosujac wzér do parametryzacji
krzywych C i O, otrzymujemy:

L L
P= [aou®d= [0
0 0
L L
r? = f/yo(t)io(t) dt = f/yo(t)ic(t) dt.
0 0
Dodajmy powyzsze réwnosci stronami:
L
@ Prmt = [ (w000 - w o) d
0

Funkcja podcatkowa jest iloczynem skalarnym wektora
vE(t) = (—yo(t), zo(t)) 1 wektora predkosci v.(t). Mamy
i) =7, gdyz (2,(t),yo(t)) € O oraz |v.(t)| = 1.
Tloczyn skalarny dwoch wektoréw nie przekracza
iloczynu ich dlugosci, wiec

L
P+7rr2</7“dt=L7“.
0

Teraz wystarczy zastosowaé nieréwnos$¢ miedzy Srednia
arytmetyczng i geometryczna:

2
(5) w/p.ngp"Fngg.

Nieréwnoéé v P - mr2 < % trzeba podzieli¢ obustronnie
przez 5 i podnies¢ do kwadratu, by otrzymac

nieréwnosé .

Roéwnosé tylko dla kota

Pozostaje wykazaé, ze jedli L? = 4nP, to krzywa C jest
okregiem. W tym celu przesledzimy te miejsca dowodu
nieréwnosci , w ktérych szacowaliémy — w kazdej

z nieréwnosci w musi by¢ réwnosé.

W pierwszej nierownosci réownoéé zachodzi tylko,

gdy P = 7r?, i wéwcezas L = VA7 P = V4n2r2 = 277,
W drugiej korzystaliSémy z szacowania iloczynu
skalarnego niezerowych wektoréw. Jest réwny
iloczynowi ich dtugosci tylko, gdy kat miedzy nimi jest
zerowy — czyli jeden z wektoréw jest rowny drugiemu
pomnozonemu przez pewng liczbe dodatnia. Biorac pod
uwage dlugosci tych wektoréw, mamy v’ (t) = rv.(t),
czyli w szczegdlnosci

(6) e(t) = (1) = 19e(t).

Nieréwnosci mozna dowieé¢ alternatywnie,
rozwazajac okrag o srodku w punkcie (0,0)

i promieniu s oraz taka parametryzacje dodatnia Q(t),
ze odcinek C(t)Q(t) jest dla kazdego t réwnolegly

do osi OX. Analizujac miejsca szacowania w tym
alternatywnym dowodzie (wszystko przebiega tak samo,
jak to zostalo opisane w akapicie wyzej), dochodzimy
do wniosku, ze P = ws?, wiec s = r. Z réwnoéci

w szacowaniu iloczynu skalarnego otrzymamy

(7) yc(t) = Si‘c(t) = rx.c(t)'
Roéwnosci @ i @ daja
Vae(t)? +ye(t)? = rv/ie(t)? + c(t)* = rlvc(t)]| =,

wiec C jest okregiem o $rodku (0,0) i promieniu r.

O pewnych hipotezach teorii liczb

* Nauczyciel, I Liceum
im. Mikotaja Kopernika w Lodzi

Witold BEDNAREK*

Rozpocznijmy od nastepujacego zadania: udowodnié, ze dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba m? + 3m + 2 jest zlozona. Nie jest to wymagajacy problem:;
rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze badana liczbe mozna przedstawié¢ jako
(m+ 1)(m + 2) i oba czynniki sa zawsze liczbami calkowitymi, wiekszymi

niz 1. A co, jeéli zamiast tego spytamy o liczby postaci m? +m + 2? Tutaj
poprzednia sztuczka juz nie zadziala; wielomianu w(x) = 22 + = + 2 nie jestesmy
w stanie przedstawié¢ jako iloczynu dwoch wielomiandéw o wspotczynnikach
catkowitych, réznych od wielomianu tozsamosciowo réwnego 1. Takie wielomiany
(o wspoétezynnikach catkowitych) nazywamy nierozkladalnymi. Jesli jednak
przyjrzymy sie wartosciom w(m) dla m = 1,2,..., zaobserwujemy, ze

wszystkie sa parzyste 1 wigksze od 2, zatem zlozone. Nietrudno uzasadnic,
dlaczego tak jest dla dowolnej liczby naturalnej m: nier6wnosé w(m) > 2 jest
oczywista, a parzystos¢ w(m) wynika z faktu, ze w(m) = m(m + 1) + 2 i ktéras
z liczb m lub m + 1 jest parzysta.

Czy teza naszego zadania moze by¢ prawdziwa, jesli zaden z przedstawionych
dwéch argumentéw nie ma zastosowania? W 1857 roku Wiktor Buniakowski
sformutowatl hipoteze, ze nie. Niech f bedzie wielomianem nierozktadalnym

o wspdblezynnikach catkowitych i dodatnim wspélczynniku przy najwyzszej
potedze. Ponadto niech wielomian f ma stopien co najmniej 2 oraz nie istnieje
taka liczba naturalna n > 1, ktéra dzieli wartosci f(k) dla kazdego naturalnego k.
Wtedy, wedle hipotezy Buniakowskiego, istnieje nieskonczenie wiele takich liczb
naturalnych m, ze liczba f(m) jest pierwsza.
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Przyklad 1. Niech f(z) = 22 4+ 1. Wielomian ten
spelnia zalozenia hipotezy Buniakowskiego, z ktérej
wynikaloby, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych postaci m? + 1. Na przyktad liczby:

1241=2, 42 41 =17, 102 +1 =101
22 +1=5, 62 +1 =37,

sa liczbami pierwszymi.

W 1978 roku Henryk Iwaniec (uczenn Andrzeja Schinzla)
udowodnil co$ bliskiego hipotezie Buniakowskiego

w przypadku z przykladu 1: uzasadnil, ze istnieje
nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych m, dla
ktoérych liczba m? + 1 jest liczba pierwsza lub iloczynem
dwoch liczb pierwszych.

Przyktad 2. Niech f(x) = 2% +  + 41. Wielomian ten
spelnia zalozenia hipotezy Buniakowskiego, z ktérej
wynikaloby, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych postaci m? + m + 41. Wspomnijmy, ze
wielomian ten byt rozwazany przez Leonharda Eulera,
ktéry zauwazyl, ze liczby f(0), f(1),..., f(39) sa

pierwsze.

Jak juz wczesniej zauwazyliSmy, dla dowolnej liczby
naturalnej m ktéras z liczb m oraz m + 1 jest parzysta
(wiec, poza m = 1,2, zlozona). Nie ma jednak
widocznego powodu, dla ktérego nie mogloby istnie¢
nieskonczenie wiele par liczb pierwszych postaci m

i m 4+ 2. Takie liczby pierwsze nazywamy bliZniaczymi,
przykladami sa:

315,
517,

111 13,
171 19,

291 31,
411 43;

hipoteza liczb blizniaczych stwierdza, ze takich par
jest nieskonczenie wiele. W 1904 roku Leonard E.
Dickson sformutowal istotne uogolnienie tej hipotezy:
Niech s > 1 bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna
oraz fi(x) =a;x+b; dlai=1,... s, gdzie liczby
ai,...,as >0 oraz by,...,bs sa catkowite. Zaté6zmy
ponadto, ze nie istnieje taka liczba pierwsza p > 1,
ktéra dzieli iloczyn fi(k) - ... - fs(k) dla kazdego
naturalnego k. Wtedy istnieje nieskonczenie wiele takich
liczb naturalnych m, ze kazda z liczb fi(m),..., fs(m)
jest pierwsza.

Przyklad 3. s =2, fi(x) =z, fo(x) = z + 2. Wowczas
dostajemy hipoteze o liczbach bliZniaczych.

Przyklad 4. s =2, fi(z) =z, fo(z) =2+ 1. W tym
przypadku prawdziwos¢ hipotezy Dicksona oznaczalaby,
ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci
2m + 1, gdzie m jest liczba pierwsza. Takie liczby
nazywamy liczbami Sophie Germain, przykladami sa:

5=2-2+1, 11=2-5+1,
7=2-3+1, 23=2-11+1.

Skoro mamy liczby pierwsze bliZniacze, to nasuwa

sie pytanie o liczby pierwsze trojacze. W pierwszym
odruchu mozna by pomysleé, ze sg to tréjki liczb
pierwszych postaci m, m + 2 i m + 4. Poza przypadkiem
m = 3 takich trojek jednak nie ma, co mozna
wywnioskowacé z faktu, ze liczby m, m+2im +4

daja rozne reszty z dzielenia przez 3. Moze w takim
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razie poszukaé trojek liczb pierwszych postaci

m, m~+ 3 im+ 67 To tez zty pomysl, ze wzgledu na
rozng parzystosc liczb m i m + 3. Po chwili namystu
dochodzimy do wniosku, ze najblizej idei pierwszych
trojaczkow bylyby tréjki m, m 4+ 2 i m + 6, na przyktad:

(5,7,11), (17,19,23),

(11,13,17), (41,43,47), (101,103,107),
lub m, m 4+ 4 i m + 6, na przyklad:

(7,11,13), (37,41,43), (97,101,103).

(13,17,19), (67,71,73),

Hipoteza Dicksona pociagataby za soba istnienie
nieskonczenie wielu trojaczkéw obu typéw.

Rozwazmy teraz dowolna liczbe naturalng r > 0.
Zastanoéwmy sie, jak dlugi moze by¢ ciag arytmetyczny
o réznicy r, ztozony z samych liczb pierwszych.
Przypadek r = 2 juz rozwazyliSmy — tréjka (3,5,7) to
jedyny ciag arytmetyczny liczb pierwszych o réznicy 2
i dtugosci 3 (w szczegdlnodci, nie ma dluzszego
takiego ciagu). Zalézmy zatem, ze r > 3. Niech
P1,P2,-- -, Pn bedzie najdtuzszym takim ciagiem

i niech ¢ bedzie najmniejsza liczba pierwsza, ktéra nie
dzieli r. Przypu$émy, ze n > q. Poniewaz ¢ jest liczba
pierwsza i ¢ { r, to liczby p1,. .., p, daja rézne reszty
z dzielenia przez g; skoro liczb tych jest co najmniej
q, wystepuje wérod nich liczba p; podzielna przez g,

a ze sa to liczby pierwsze, musi by¢ p; = ¢q. Ponadto
réznica miedzy kolejnymi dwoma jest réwna r (czyli,
dla r > 3, wiecej niz ¢), a zatem ¢ = 1. Wynika stad
réwniez, ze w takim wypadku n = ¢q (gdyby n > ¢,

to pg+1 = ¢(1 + 7) byloby liczba ztozona). Z drugiej
strony, z prawdziwo$ci hipotezy Dicksona wynikaloby,
ze istnieje nieskonczenie wiele ciagow arytmetycznych
liczb pierwszych o réznicy r dlugosci ¢ — 1.

Przyklad 5. Wezmy r = 6. Mamy tu ¢ = 5, zatem

n < 5. Jedli n = 5, musi by¢ p; = 5. Sprawdzamy, ze ciag
arytmetyczny (5,11,17,23,29) o réznicy 6 sklada sie

z samych liczb pierwszych. Niech teraz r = 36. Ponownie
q = b, wiec sprawdzamy ciag (5,41,77,113,149), ale
liczba 77 jest zlozona. Wobec tego musi by¢ n < 5.
Zgodnie z hipoteza Dicksona czterowyrazowych ciagéw
arytmetycznych liczb pierwszych o réznicy r = 36

jest nieskonczenie wiele. Takim jest na przyktad

ciag (31,67,103,139).

Artykut zakonczymy przedstawieniem hipotezy
Schinzla, ktéra jest uogdlnieniem jednoczeénie hipotezy
Buniakowskiego i hipotezy Dicksona. Hipoteza Schinzla
orzeka, ze hipoteza Dicksona jest prawdziwa rowniez,
gdy zamiast funkcji liniowych wezmiemy dowolne
wielomiany nierozkladalne (przy zalozeniu o braku
Strywialnych podzielnosci”, wynikajacych z prostych
kongruencji, podobnie jak w hipotezie Buniakowskiego).

Przyklad 6. s =2, fi(z) =z, fo(x) =22 + 2 + 1.
Na przyktad liczby

22 4+24+1=7,
334+341=13,

524+ 5+1=231,
172 + 17+ 1 = 307

sg liczbami pierwszymi.



James Clerk Maxwell i pierscienie Saturna
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James Clerk Maxwell

I X i &
25 sierpnia 1609 roku Galileusz

zademonstrowal weneckim prawodawcom
jeden z pierwszych teleskopow

1610

1616

Szkice ,ksigzycéw” i ,ramion” Saturna,
z notatek Galileusza; odpowiednio z 1610
i 1616 roku

Christiaan Huygens (portret z 1671 r.)

Przerwa Cassiniego

Mateusz DEMBNY*

Celem tego artykulu jest zainteresowanie Czytelnika historia obserwacji
pierécieni Saturna, ze szczegdlnym uwzglednieniem wkladu Jamesa Clerka
Maxwella (1831-1879) w wyjasnienie natury tych pierécieni. Nazwisko Maxwella
kojarzymy gléwnie z réwnaniami pola elektromagnetycznego oraz kinetyczna
teoria ciepla, jednak jego wktad w wyjasnienie struktury pierécieni Saturna jest
rownie doniosly i stanowi ostateczne rozwigzanie probleméw postawionych przez
XVII-wiecznych astronomow.

Odkrycie pierscieni Saturna

Saturn znany byl juz starozytnym, cho¢ nie byli oni $wiadomi istnienia jego
pierécieni. Pierwszym, ktéry do obserwacji tej planety wykorzystat teleskop
(w 1610 r.), byl Galileusz (1564-1642), jednak z powodu prostoty swojego
teleskopu nie byl on w stanie okresli¢, czym sa pierScienie. Btednie zgadywal,
ze po obu stronach Saturna znajduja sie dwa duze ksiezyce! Dwa lata pdzniej,
kiedy ponownie mu si¢ przyjrzal, ,ksiezyce” zniknely — teraz wiemy, ze za
drugim razem patrzyl na pierécienie, gdy byly ustawione krawedzia, przez co
byly niedostrzegalne. Galileusz uznal, ze jest to bardzo dziwne. W kolejnych
latach ponownie zwrécilt uwage na Saturna i odkryl, ze ,ksiezyce” powrdcity.
Doszedl do wniosku, ze pierscienie to pewnego rodzaju ,,ramiona”.

Lata p6zniej Christiaan Huygens (1629-1695) rozwiazal zagadke ,,ramion”
Saturna. Dzieki ulepszonej optyce teleskopu poprawnie wydedukowal, ze
,ramiona” byly w rzeczywistoéci pierscieniem. Swoje odkrycie opublikowatl
w 1659 roku w dziele Systema Saturnium. Nie bylo to pierwsze odkrycie
Huygensa zwigzane z Saturnem — cztery lata wczesniej zaobserwowal jego
pierwszy ksiezyc — Tytana.

Kilka lat po odkryciu Huygensa Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) odkryt
waska szczeline, ktéra dzieli pierscien Saturna na dwie czesci. Pierscienie te
nazwano A i B, a sama szczelina, nazwana pdzniej przerwg Cassiniego, to obszar
o szerokoéci 4800 km. Jednak to nie koniec odkry¢ Cassiniego zwiazanych

z Saturnem. W latach 1671-1684 w obserwatorium paryskim, ktérego byt
zatozycielem, odkryl 4 inne ksiezyce tej planety: Japeta, Ree, Tetyde i Dione.
Obserwacji tych dokonal za pomocy teleskopu refrakcyjnego z 2,5-calowym
obiektywem pozwalajacym na 90-krotne powiekszenie obrazu.

Trzeci pierscienn Saturna zostal odkryty niezaleznie przez trzech uczonych.
Pierscien C jako pierwszy odkryl George Bond (1825-1865) w Cambridge,
Massachusetts, w Stanach Zjednoczonych, 15 listopada 1850 roku. Nastepnie
William Dawes (1799-1868), nieSwiadomy odkrycia Bonda, zaobserwowal ten
pierscien 29 listopada tego samego roku w prywatnym obserwatorium w swoim
domu na wsi — Haddenham w hrabstwie Buckinghamshire, w $rodkowej Anglii,
a kilka dni p6zniej zaobserwowal go jego przyjaciel William Lassel (1799-1880),
réwniez w domowym obserwatorium — w Liverpoolu, w péinocnej Anglii.

Jednak te odkrycia nie odpowiedzialy na kluczowe pytanie o strukture pierscieni
i ich ewentualng stabilnos¢é. Tym problemem, ktéry umykal naukowcom przez
ponad 200 lat, zajal sie 25-letni Maxwell (w listopadzie 1856 r. objal profesure
na Marischal College w Aberdeen, w Szkocji).

Pytanie o nature pierécieni Saturna nabralo w tym czasie szczegdlnego
znaczenia, poniewaz stanowito temat ogloszonego przez St John’s College

w Cambridge (Wielka Brytania) konkursu do Nagrody Adamsa w 1857 roku.
Nalezalo odnies¢ sie do hipotez na temat budowy pierscieni, to znaczy
rozstrzygnaé, czy sa one brylami sztywnymi, strumieniem czastek, czy pltynem.
Adams Prize jest jedna z najbardziej prestizowych nagrod przyznawanych
przez Uniwersytet Cambridge. Jest ona przyznawana przez St John’s College
do dzisiaj, obecnie co roku, matematykowi z Wielkiej Brytanii za wybitne
osiagnigcia w dziedzinie nauk matematycznych.
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Od lewej:
G. Bond (prawdopodobnie), W. Dawes,
‘W. Lassell

* Zachecamy Czytelnika do samodzielnego
poréwnania zmiany wartoéci niektérych
walut na stronie www.in2013dollars.com.

Sity 1 i 2 dzialajace na pierdcien

Maxwell poswiecil dwa lata na zbadanie tego problemu i udowodnil, ze
pierécienie sktadaja si¢ z wielu malych czastek, z ktorych kazda niezaleznie
okraza Saturna. W 1859 roku otrzymal £130 nagrody (réwnowartosé

ok. 100 000 zt w dzisiejszej walucie®) za esej On the stability of the motion of
Saturn’s rings, przy czym byl jedynym uczestnikiem, ktéry zrobil wystarczajaco
duze postepy, aby przesta¢ zgloszenie.

Jego praca byla tak szczegdlowa i przekonujaca, ze kiedy George Airy (1801-1892)
ja przeczytal, skomentowal:

It is one of the most remarkable applications of mathematics to physics that
I have ever seen.
Cytowane za [O’Connor, Robertson]

Przesledzmy podejscie Maxwella do tego problemu, zawarte w jego pracy
konkursowej.

Esej Maxwella o stabilno$ci pierscieni

Maxwell zaczyna swoja prace od streszczenia rozwazan Laplace’a (1749-1827)
o ruchu pierscieni Saturna. W swoich traktatach Traité de mécanique céleste,
pisanych w latach 1798-1825, Laplace badatl sily przyciagania dziatajace

na pierScien. Stad wyprowadzil réwnanie pozwalajace wyznaczy¢ stosunek
szeroko$ci pierscienia do jego grubosci. Oznaczmy ten stosunek przez .
Wspomniane réwnanie to:

e= == 7
3R%L pr - (A+1)(3A2+41)

gdzie Rg to promien Saturna, z jego gestoscia pg, a Rr to promien pierscienia

o gestosci pg.

Ry ps AA-1)

Nietrudno si¢ przekonaé, ze funkcja (/\-irAl()?i?jkl?)Jrl) (okreslona dla A > 0) jest
najpierw rosnaca, a potem malejaca, swoja maksymalng wartos¢ eqg = 0,0543
otrzymujac dla A = 2,594 — sa to wartosci przyblizone podane przez Laplace’a.
Stad jesli e jest dane, to réwnanie na A ma dwa dodatnie pierwiastki, gdy e < eg,
oraz nie ma ich w ogéle, gdy e jest wieksze. Brak rozwiazan dla zbyt duzych
wartosci e pokazuje, ze pierécienn nie moze sie utrzymac, jesli stosunek gestoéci
planety do gestosci pierscienia przekracza pewna wartosé¢. Przy dodatkowym
zalozeniu Rr = 2Rg Laplace podal ja w przyblizeniu:

1
% = €0 - 3- (RR/Rs)S ~ Tg
Zastanéwmy sie, jakie sitly dziataja na pierScien.

1. Przyciaganie Saturna — zmieniajace si¢ odwrotnie proporcjonalnie do
kwadratu odlegtosci od jego Srodka.

2. Sita odsrodkowa czastek pierécienia — dzialajaca na zewnatrz i zmieniajaca sie
wraz z odlegloécia od osi biegunowej Saturna.

3. Przyciaganie samego pierscienia — w zaleznoéci od jego formy i gestosci
skierowane, w uproszczeniu, w kierunku srodka jego przekroju.

Pierwsza z tych sil musi zréwnowazy¢ druga gdzies w poblizu srodka pierscienia.
Jesli nie, zewnetrzne i wewnetrzne czesci pierscienia beda mialy tendencje do
rozdzielania sig, a pierécien ulegnie rozszczepieniu; z przytoczonych wczesniej
rachunkow Laplace’a wynika, ze tak bedzie, jesli gestosé pierécienia bedzie
mniejsza niz % gestosci planety.

We wspomnianych traktatach Laplace wykazat réwniez, ze plaszczyzny
pierécieni beda podaza¢ za réwnikiem Saturna przy kazdej zmianie jego
potozenia z powodu zaktécajacego dzialania innych cial niebieskich. Ponadto
pokazuje on, ze sztywny, jednorodny pierscien nie moze trwale obracaé sig
wokol ciala centralnego, poniewaz najmniejsze przesuniecie srodka pierscienia
wzgledem $rodka planety wywotatoby ruch, ktéry nie zostanie powstrzymany
i nieuchronnie wytraci pierécien. We wniosku, na podstawie swoich rozwazan,
Laplace uznal, ze pierécienie sa niejednorodnymi brytami sztywnymi, ktérych
srodki ciezkosci nie pokrywaja sie z ich $rodkami geometrycznymi (o réznicy
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Hipotetyczny rozpad pierscieni

Ruch pierécienia wokét planety. Rysunek
»W ogblnosci”, dopuszczajacy

niekoncentryczno$é¢ rozwazanych okregéw.

S — $rodek ciezkosci Saturna

R — $rodek ciezkos$ci pierscienia

G — drodek grawitacyjny catego ukladu
B — ustalony punkt na pierscieniu

Hipotetyczna, sporej wielko$ci, punktowa
masa na obwodzie, ktérej jednak nie
obserwujemy

miedzy tymi pojeciami mozna przeczytaé¢ w tekscie Wojciecha Kopczynskiego
z A§y przedrukowanym w A3Y). Maxwell zauwazyl, ze ten wniosek jest

nieprawdziwy — poprawne rozumowanie wraz z konkluzja to:

Twierdzenie 1. Gdyby pierscienie byly sztywne i jednorodne, to do tej
pory uleglyby zniszczeniu. Tak sie nie stalo. W konsekwencji pierscienie sq
niejednorodne lub niesztywne.

Zgodnie z tematem konkursu nalezalo odniesé¢ si¢ do ewentualnej stabilnosci
ukladu pierécieni. Maxwell zdefiniowal ja w nastepujacy sposéb:

Definicja 1. Ruch jest dynamicznie stabilny, jesli niewielkie zaburzenie
spowoduje okresowe wahanie (o malej amplitudzie) elementéw ruchu. Jesli
niewielkie zaburzenie spowoduje zmianeg, ktora narastataby w nieskonczonosé
i trwale znieksztalcita uktad, to taki ruch nazwiemy dynamicznie niestabilnym.

W jaki sposéb Maxwell odrzucil hipoteze, ze pierécien jest bryla sztywna? Byl
to wynik btyskotliwej analizy wlasnos$ci mechanicznych oraz dynamicznych
uktadu. Aby modelowa¢ ruch pierécieni wokol Saturna, wprowadZmy nastepujace
oznaczenia. Niech S i R oznaczaja odpowiednio srodki grawitacyjne Saturna
oraz jego pierécienia. Wybierzmy punkt G — $rodek grawitacyjny systemu
(niezmienniczy wzgledem wzajemnych dziatari uktadu). Dzieli on odcinek SR
W proporcji

SG o mpg

GR N ms’
gdzie mg, mg oznaczaja odpowiednio mase Saturna i jego pierécienia. Nastepnie
musimy opisaé sity dziatajace miedzy pierscieniem a planeta, a zrobimy to za
pomoca funkcji potencjalu. Oznaczmy ja przez V. Wartoé¢ V w kazdym punkcie
Saturna uzalezniamy od polozenia danego punktu wzgledem pierscienia. Mamy

1) =y

gdzie dm jest elementem masy pierécienia, r’ — odlegloécig tego elementu od
danego punktu, oraz sumujemy po wszystkich elementach masy nalezacych
do pierscienia. Potencjal V' bedzie zaleze¢ wylacznie od polozenia punktu S
wzgledem pierdcienia, zatem mozna go wyrazi¢ w zmiennych r i ¢ (ktérych
znaczenie przedstawia rysunek na marginesie), czyli V =V (r, ¢).

Nalezy skomentowacé, ze wzor jest niedcisty z punktu widzenia wspoltczesnej
matematyki. Jest to spore uproszczenie, ktére jednak wystarczylto Maxwellowi
do przeprowadzenia koniecznych obliczern. Wzér jest natomiast zblizony do
wspolczesnej definicji potencjatu z rozkladem masy zadanym przez miare m.
Wtedy potencjatem jest splot —‘% * dm, czyli

Vi) = _/de(y)

lz —y|’

R3

gdzie G jest stala grawitacji. Z definicji potencjalu Maxwell wyprowadzil
rownania opisujace ruch pierscienia:

(2) mp (2r 76+ 12 - ) +(mR+ms)g—‘; o,

(3) mp (i‘—r-6‘2)—(m3+ms)%—‘;zo,
N oV

(4) mpk® (6 + ¢) — ms5e = 0,

gdzie k jest promieniem bezwladnoéci pierécienia wzgledem jego $rodka ciezkosci.
Za ich pomoca okreslit, czy ruch pierscienia jest stabilny, czy niestabilny,
wyznaczyl jego srodek ciezkodci i potencjat w poblizu srodka pierscienia oraz
znalazl warunki na stabilno$¢ ruchu w terminach wspélczynnikéw rozwiniecia
w szereg Fouriera funkcji masy jednostki dlugosci pierécienia. Rozwiazmy za
Maxwellem prosty problem.
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Artystyczna wizja sond kosmicznych
Voyager (1977-) z mijanymi planetami
zewnetrznymi. Obraz autorstwa Dona
Davisa zaméwiony przez Jet Propulsion
Laboratory dla upamietnienia misji.
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Zadanie 1. Znalez¢ warunki konieczne dla jednostajnego ruchu pierscienia.

Jednostajny ruch oznacza, ze r i ¢ sa stale w czasie, a zatem V = V(r, ¢) tez.
Z réwnania (3) mamy:
ov

-6? —— =0,
mRT + (mg + mg) 5
co pokazuje, ze predko$é katowa 6 jest stala w czasie i zachodzi wzor:
. ov
6% = _mrtms OV const.
mpgr  Or
W konsekwencji mamy 6 = 0. Ponadto z otrzymujemy:
oV
- =0,
oo

i to sa warunki, o ktére nam chodzito.
Podsumowanie pracy

W dalszej czesci eseju Maxwell pokazuje, ze sztywny pierécien nie moze by¢
stabilny poza przypadkiem, gdyby na jego obwodzie znajdowatla si¢ sporej
wielkosci punktowa masa, a nic takiego nie zaobserwowano. Z drugiej strony,
plynny pierscien w zadnym wypadku nie jest stabilny i z konieczno$ci musiatby
podzieli¢ sie na male porcje. Ostatnim przypadkiem do rozwazenia jest

uklad pierécieni zlozony z ogromnej liczby niepotaczonych czastek, krazacych
wokot planety. Co wiemy o stabilnosci tego uktadu? Czy stabilnosé¢ zalezy od
ustawienia tych czastek wzgledem siebie? Maxwell stwierdzil, Ze niezaleznie od
tego, czy czastki sa utozone w szeregi waskich pierscieni, czy moga poruszac sie
miedzy soba niezaleznie od siebie, w obu przypadkach wzajemne perturbacje
wewnatrz pierscieni beda z czasem narastaé¢ do niszczycielskich wielkosci, co

w przysztoéci poskutkuje ich unicestwieniem. Jak zatem rozstrzygnieto, ktéra
hipoteza na temat budowy pierscieni Saturna jest stuszna? Niestabilnosé

w dwoch pierwszych przypadkach postepowalaby na tyle szybko, ze proces
destrukcji uktadu pierécieni bytby juz wtedy obserwowalny, natomiast rozpad
pierécieni jako strumienia czastek postepowalby bardzo wolno. Ostatnie zdanie
autor musi poprzeé¢ autorytetem Maxwella, poniewaz zabrakloby tu miejsca
nawet na streszczenie dziesigtek stron modelowania ruchu pierécienia oraz
badania wlasnosci dynamicznych opartych na obliczeniach wykonanych w tych
modelach. Zatem jedyny system pierscieni, jaki moze istnieé, to ten zlozony

z ogromnej liczby czastek.

Poézniejsze obserwacje dokonane przez sondy Voyager w latach 80. XX wieku
potwierdzily przewidywania Maxwella, ze pierscienie sktadaja sie z czastek,
ktére nie sg stabilne. Oczekuje sig, ze pierécienie znikna catkowicie w ciagu
najblizszych 300 milionéw lat (obecnie ich wiek szacuje si¢ na od 10 milionéw
do 100 milionéw lat).

Artykul powstat jako rozszerzenie referatu zaprezentowanego na seminarium ,Rewolucja
Newtonowska. Matematyka i astronomia XVII wieku”, ktére odbywa si¢ na Wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

@

Rozwigzanie zadania F 1063. Podczas
procesu rozpadu czastki spelnione sg zasady
zachowania energii i pedu. Oznacza to, ze:

Ef — p202 = mfc{
E_? — [12(52 = 777,3(54.
Ei 4+ E; = mc? Skad otrzymujemy:

E} — E5 = (E1 + E2)(E1 — E2) =

p1+ p2 = 0. = (mf - mﬁ)cd‘.

oraz

Z bilansu energii widac, ze energie catkowite
obu powstajacych mezonéw 7 sg poréwnywalne
z ich masami spoczynkowymi. Musimy wiec
opisywaé proces rozpadu w ramach szczegdlnej
teorii wzglednoéci.

Niech o$ = bedzie réwnoleglta do p;. Mamy
wéwcezas p1z = p 1 pag = —p (pozostale sktadowe
wektoréw pedu sg réwne zeru). Energie i pedy
czastek zwigzane sg zaleznosciami:
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Po kilku prostych przeksztalceniach,

pamietajac, ze Ey + Fo = 7!1,(:2, otrzymujemy
ostatecznie:
(m? 4+ m? —m32)c?
=1 277
2m ’
2 02 2y .2
By = (m* +m5 —m7)c
2m

Liczbowo:
E, = 284,4 MeV i E> = 245,6 MeV.
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http://mo-www.harvard.edu/microobs/guestobserverportal/Galileo/ThenNow/Saturn/mObsSaturnWeb.htm
http://mo-www.harvard.edu/microobs/guestobserverportal/Galileo/ThenNow/Saturn/mObsSaturnWeb.htm
http://mo-www.harvard.edu/microobs/guestobserverportal/Galileo/ThenNow/Saturn/mObsSaturnWeb.htm
https://attic.gsfc.nasa.gov/huygensgcms/Shistory.htm
https://attic.gsfc.nasa.gov/huygensgcms/Shistory.htm

Zadania z fizyki nr 750, 751
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

750. Kolo rowerowe spada swobodnie z wysokosci H (rys. 1) i po odbiciu
podskakuje na wysokos¢ h. Kolo to rozkrecono do predkoéci katowej wy

i puszczono swobodnie z tej samej wysokosci. Pod jakim katem do pionu odbije
sie ono od podtoza? Wspédlczynnik tarcia miedzy kotem a podlozem wynosi p,
promien kota R. Zakladamy, ze cala masa kola skupiona jest na jego obwodzie.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 IIT 2023

Regulamin Ligi znajduje sie na naszej
stronie: [deltani. edu. pl 751. Kondensator ptaski natadowany tadunkiem Q wypelnia plytka

z dielektryka o stalej dielektrycznej €. Powierzchnia oktadek wynosi S, odlegtosé
miedzy okladkami jest réwna d. Znalezé energie zgromadzong w dielektryku

w wyniku jego polaryzacji. Przyjaé, ze dielektryk jest niepolarny.
Rozwigzania zadai z numeru 9/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

742. Mala drewniana kulka przymocowana jest za pomoca nierozciagliwej nici o dlugosci [ = 30 cm
do dna cylindrycznego naczynia z woda. Odleglo$é srodka dna do punktu zaczepienia nici 7 = 20 cm.

Rys. 1

Naczynie rozkrecono wokél osi pionowej przechodzacej przez $rodek dna. Przy jakiej predkosci

katowej ni¢ odchyla si¢ od pionu o kat o = 7 /67

743. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 ze Zrédlem o sile elektromotorycznej Uy

i zaniedbywalnym oporze wewnetrznym polaczone sg szeregowo kondensatory o pojemnosciach

C' i 3C. Po zamknigciu klucza K réwnolegle do kondensatora o pojemnosci 3C dolaczamy potaczone
szeregowo cewke o indukcyjnosci L oraz idealng diode. a) Znalez¢é maksymalng warto$é natezenia
pradu plynacego przez cewke. b) Jakie bedzie napigcie na kondensatorze o pojemnosci C, gdy prad
przestanie ptynaé przez cewke? c) Ile czasu prad bedzie plynal przez cewke?

742. Na kulke dziala sila naprezenia nici N, sita
cigzkosci F; = mg = Vpg, gdzie V jest objetoscia kulki,
a p jej gestoscia, oraz sila Archimedesa Fa, czyli sila
spowodowana ci$nieniem otaczajacej wody (rys. 2).
Gdy zastapimy kulke na nitce elementem wody, sila
Archimedesa nie zmieni sie, a wypadkowa tej sily i cigzaru
elementu wody bedzie sitg dosrodkowa
Fa = pr(a:d - g)a

gdzie py, jest gestoscia wody, d@q przyspieszeniem
dosrodkowym. Sktadowe sily Archimedesa w kierunku
poziomym i pionowym wynosza odpowiednio:

(1) Fa1 = Vpuw?(r — Isina), Fpo = Vpyg.
Réwnanie ruchu obrotowego drewnianej kulki na nitce ma
postad:

(2) pVw?(r —Isina) = Fay — Nsina,

a warunek réwnowagi sit w kierunku pionowym:

(3) pVg= Fas — N cosa.

Rozwiazujac uklad réwnan (1) — (3), otrzymujemy

tga = Fa1 _ w2 (r — lsinoz)'
Fao g

Wypadkowa sita Archimedesa dziala wigc w kierunku
zgodnym z kierunkiem nici, a szukana predkosé katowa

gtga 10,6
W=y ———— = —.
(r—lsina) s
Fao I
K
Far N c 3C
FQ (e}
Rys. 2 ! Rys. 3 Uo
743. Przed zamknigciem klucza tadunki na obu
kondensatorach sa jednakowe i wynosza gy = %.

(a) Po zamknieciu klucza, gdy prad plynacy przez cewke
osigga maksymalng wartos$¢, napiecie na cewce i na
kondensatorze o pojemnosci 3C staje sie réwne
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zeru, a ladunek na kondensatorze o pojemnoéci C
osigga w tym momencie warto$¢ CUy. Przez zrédto

przeptynat tadunek CUy — o = C;JO. Zgodnie z zasada
zachowania energii
30U,° | CU,>  LI2 CU,
B 0 0" | Blinax _ U220
8 2 2 4

Stad maksymalne natezenie pradu plynacego przez
cewke wynosi

Uy |C

Imxzi .
¢ 2 VL

Oznaczmy przez U napiecie na kondensatorze
o pojemnosci C, gdy prad przez cewke juz nie plynie.
Napiecie na drugim kondensatorze wynosi wtedy
Up — U. Bilans energetyczny dla procesu od chwili
zamkniecia klucza do chwili, gdy prad przestaje ptynaé
przez cewke, ma postac:

CU? 3C(U,—-U)? 3CU*

2 2 8
stad U = Uy = %. Poniewaz U > Uy (napiecie na
kondensatorze o pojemnosci 3C' jest ujemne), koricowe
napiecie na kondensatorze o pojemnosci C' wynosi
U=>5%,
1

Oznaczmy tadunki na kondensatorach
o pojemnosciach 3C i C' w pewnej chwili badanego
procesu odpowiednio przez ¢; i g2. Suma napieé
na kondensatorach jest stala, zatem 3% + 5% =0.
Gdy z kondensatora 3C odplynie ladunek dq;, na

kondensator C' doplynie tadunek dgo = 6%, a przez

cewke przeplynie tadunek dq = 453’“ . Drugie prawo

Kirchhoffa dla gérnego oczka obwodu ma postadé:

— Uy (CU _ 3(“;U°),

@ _ _Ldl _ Idq 4L d’q
3¢ 4t dt2 3 dt?’
T.adunek ¢; spelnia rownanie oscylatora
harmonicznego:
Pa @ 0
> 4CL 7

Okres drgan wynosi T = 47/ LC, a szukany czas
procesu t = L = 27/LC.

5 =


http://deltami.edu.pl

Klub 44 M
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2023

Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej
stronie: |[deltami.edu.pl

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
843 (WT = 2,09) i 843 (WT = 1,59)
z numeru 6/2022

Jerzy Cisto Wroctaw 47,65
Stanistaw Bednarek  Lé6dz 42,60
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Tomasz Wietecha Tarnéw 39,23
Pawel Najman Krakéw 38,88
Mikotaj Pater Opole 38,30
Krzysztof Zygan Lubin 38,26
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Radostaw Kujawa Wroctaw 35,83
Janusz Olszewski Warszawa 34,88
Norbert Porwol Essen 34,16

Jerzy Cisto — przekroczenie 44 p. po

raz 2%; drugi (w historii Ligi) uczestnik
z takim osiggnieciem!

Widaé tez, ze w bliskim czasie czeka nas
zmasowane mijanie linii mety!

845. Przyjmijmy oznaczenia

Sw = Z Zi, Sy =
i=1

n n n
=1 =1 =1

i odnotujmy oszacowania:

(1) Q: <S.° Q<S5

(ostatnia zalezno$é to nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza).
Dang do udowodnienia nieréwno$é¢ przepisujemy

w postaci

(2 (828, —T)" >

réwnowaznych:

S3Qy + S2Qu — 25,5,T >

(Sev/@y = Syv/Q2)” + 25,9, (V/QQy = T) >
> (VQuQy — T)(VQ:Qy +T);

i wreszcie

(3) (Sev/@y —SyV/Q:) "+

+(y/QuQy — T)[28,8, — /Q.Q, — T] > 0.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze wyrazenie w nawiasie

kwadratowym to suma

2(S,5,

i réwnowazna jej nieréwnosé (2).

n
Z Yi,
=1

(52 = Qx) (Sy = Qy)

po czym przeksztalcamy do postaci kolejno

~VQ:Qy) + (VQ2Qy — T),

ktérej oba sktadniki sa nieujemne (co widaé
z oszacowan (1)). To uzasadnia nieréwnosé (3), wiec

Zadania z matematyki nr 853, 854
Redaguje Marcin E. KUCZMA

853. Rozstrzygnad, czy suma skonczenie wielu czworokatéw wklestych

o rozlacznych wnetrzach moze byé wielokatem wypuklym (czworokat wklesty
to taki, w ktérym jeden z katéw wewnetrznych jest wiekszy od kata péipelnego).
Czy odpowiedz zmieni sig, jesli zamiast wklestych czworokatéw bedziemy
rozwaza¢ wklesle pieciokaty?

854. Niech n bedzie dowolna liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze liczba
przedstawien n w postaci sumy dwoch nieujemnych liczb tréjkatnych jest
réwna liczbie przedstawien liczby 4n + 1 w postaci sumy kwadratéw dwdch
nieujemnych liczb catkowitych (utozsamiamy przedstawienia rézniace sie tylko
kolejnoscia skladnikéw).

Zadanie 854 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadain z numeru 9/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

845. Udowodnié¢ nieréwnosé dla liczb nieujemnych z1,...,2z, oraz yi,...,yn:
2
(Z ,’l:%yj) > (E :1:7;:1:]> <Z y,'y])
i#g i#j i#j
(kazda z trzech napisanych sum ma n(n — 1) sktadnikéw odpowiadajacych wszystkim
uporzadkowanym parom (%, j) réznych numeréw i,j € {1,...,n}).

846. Ostrostup Sciegty, ktérego podstawami sa podobne wielokaty o znanych polach A i B, zostat
podzielony ptaszczyznami 7y, ..., 7,_1, réownoleglymi do podstaw, na n wielo$cianéw o réwnych
objetosciach; plaszczyzna 7y lezy miedzy plaszczyznami w1 i w41 (dla k= 1,...,n—1), gdzie
o, Tn to plaszczyzny zawierajace, odpowiednio, podstawy o polach A, B. Obliczyé pole przekroju
ostrostupa kazda z plaszczyzn .

846. Przyjmijmy, ze A > B. Rozwazany ostrostup Sciety
powstal w wyniku przeciecia (plaszczyzna m,) pelnego
ostrostupa o podstawie w plaszczyznie my i wierzchotku
(,czubku”) Z i odrzucenia czesci polozonej po tej
stronie pltaszczyzny m, co punkt Z.

Niech Sy bedzie polem przekroju ostrostupa
plaszczyzna 7 (dla k = 0,...,n; dane sa wiec
wartosci Sop = A, S, = B) i niech V}, bedzie objetoscia
ostrostupa o wierzchotku Z, ktérego podstawa jest éw
k-ty przekréj; jego wysokosé hy to odlegtosé punktu Z
od plaszczyzny 7.

T? < Q.Qy

Z warunku zadania wynika, ze objetosci Vg, ..., V,

tworza ciag arytmetyczny. Wobec tego

n_kVo-i-EVn
n

4)  Vi= dla k=0,...,n.

Rozwazane ostrostupy o wierzchotku Z sg brytami
podobnymi. Stosunek pél Sy : Sy to kwadrat skali
podobienstwa hy : hg. Stad

(5) he = hoy| 25 dla k=0,....n.
So

Pamiegtajac szkolny wzoér Vi, = %Skhk, wstawiamy do
wzoru (4) réwnosé (5) (brana dla biezacego wskaznika k
oraz dla k = n), mnozymy przez 3 i otrzymujemy

Sy n—k k /S,
Sio — n Soh() + ﬁsnh,o Sf .

Proste przeksztalcenie (po skréceniu czynnika hg
i powrocie do oznaczen Sy = A, S, = B) daje
odpowiedz na pytanie z zadania:

Sy, = (HA3/2+k
n n

QzQy - T2;

Skho

2/3
B3/2) dla k=0,...,n.
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Prosto z nieba: Czerwone galaktyki spiralne

Galaktyki spiralne sa mlode (oczywiscie w skali
Wszechéwiata) i emituja niebieskie $wiatto mtodych
gwiazd, galaktyki eliptyczne sa stare i emituja

$wiatlo czerwone starej populacji gwiazdowej. Jest to
prawdopodobnie jeden z najbardziej fundamentalnych

i najprostszych faktéw, o ktorych dowiaduje sie student
na poczatku kazdego kursu lub wyktadu o astronomii.

W ogromnym skrocie, w wiekszosci przypadkéw, proces
ewolucji galaktyk wyglada tak, ze galaktyki rodza sie
jako niebieskie galaktyki spiralne tworzace gwiazdy.
Nastepnie w wyniku kolizji z innymi galaktykami
przybieraja ksztalt eliptyczny. W czasie tych zderzen
galaktyki zostaja tez pozbawione gazu, z ktérego
tworzone sa nowe gwiazdy, przez co zanikaja w nich
procesy gwiazdotwoérceze. Istniejace w takich galaktykach
gwiazdy starzeja si¢ i galaktyka przyjmuje czerwony
odcien charakterystyczny dla umierajacych gwiazd.

W tym artykule napisze¢ o obiektach zupelnie
niepasujacych do tego scenariusza. Okazuje sie

bowiem, ze istniejg czerwone galaktyki spiralne.

Sa one niezwykle rzadkie, bo szacuje sie, ze stanowia
tylko okolo 2% wszystkich galaktyk w lokalnym
Wszech$wiecie. Ale az trzy takie galaktyki zostaly
zaobserwowane przez kosmiczny teleskop Jamesa Webba
(JWST).

Spiralne galaktyki czerwone, o ktéorych mowa, znajdujg si¢ na zdjeciu

gromady galaktyk SMACS 0723. Bez trudu mozna ja znalezé na
stronach NASA.

Co wiecej, wszystkie trzy znajduja sie na jednym zdjeciu.

JWST nie byl pierwszym, ktéry odkryl te galaktyki,
jednak dzieki duzej rozdzielczosci zdjeé¢ po raz pierwszy
zostalta ujawniona ich spiralnosé.

Za czerwony kolor tych spiralnych galaktyk moze by¢
odpowiedzialnych kilka czynnikéw, z ktérych najbardziej
prawdopodobne to: (i) z jakiego$ powodu nie powstaja
w nich nowe gwiazdy; (#) ich zaczerwienienie jest
spowodowane przez duze ilosci pyltu, ktéry przystania
$wiatlo gwiazd; lub (4) galaktyki te znajduja sie¢ na
wysokich przesunieciach ku czerwieni. Oczywiscie jest
tez mozliwe, ze mamy do czynienia z polaczeniem dwbdch
lub wszystkich tych czynnikéw.

Spitzer
IRAC

" Rs1a JWST

Poréwnanie zdjeé trzech czerwonych galaktyk spiralnych
pochodzacych z teleskopu kosmicznego Spitzera i nowego teleskopu
kosmicznego Jamesa Webba

Co zatem wiemy o tych galaktykach? Szacuje sie, ze
ich przesunigcie ku czerwieni znajduje sie¢ w przedziale
pomiedzy 1 a 3, czyli ich §wiatlo podrézowalo do nas
przez okoto 10 miliardéw lat. Astronomowie stwierdzili
réwniez, ze populacja gwiazdowa wszystkich trzech
galaktyk wydaje sie stara, a wiec galaktyki te prawie
catkowicie nie tworza juz gwiazd. Kluczowe jest tutaj
slowo prawie, poniewaz jedna z tych galaktyk (zwana
SR14) wykazuje pewne oznaki istnienia mlodszych,
niebieskich kepek gwiazd widocznych w $wietle
ultrafioletowym.

Niestety, to wszystkie informacje, jakie w tym momencie mamy na temat tych
trzech czerwonych galaktyk spiralnych. Ich wlasciwosci fizyczne nie sa jeszcze

Oparte na artykule: Yoshinobu Fudamoto,
Akio K. Inoue, Yuma Sugahara, Red
Spiral Galazies in the Cosmic Noon
Unveiled in the First JWST Image,
arXiv:2208.00132.

* Departament Badan Podstawowych
(BP4), Zaklad Astrofizyki, Narodowe
Centrum Badan Jadrowych

Niebo w styczniu

Od poczatku roku Stonice wznosi sie powoli,
przemierzajac gwiazdozbiér Strzelca. W drugiej potowie
miesiaca, 20 stycznia, przejdzie ono do gwiazdozbioru
Koziorozca, a nastepnej doby przetnie réwnoleznik
—20° deklinacji w drodze na pétnoc, i od tego momentu
czas jego przebywania nad widnokregiem zacznie sig
szybko wydluzac¢. Jak zawsze na poczatku roku, Ziemia
przechodzi przez peryhelium swojej orbity. W tym

roku przejscie nastapi 4 stycznia. W zwiazku z tym

w styczniu tarcza Slorica ma najwieksza Srednice katowa
i pokonuje w ciaggu doby najwiekszy dystans wzdtuz
ekliptyki. Stad jesli w styczniu dochodzi do za¢mienia
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zbyt dobrze zbadane. Moga na przyklad zawiera¢ znacznie wiecej pytu, niz sie
spodziewamy. Jedno jest pewne. Badania nad tymi egzotycznymi obiektami
beda kontynuowane, poniewaz stanowia interesujaca populacje galaktyk, ktéra
moze zaoferowaé¢ nam wglad w mechanizmy formowania sie galaktyk. Szczegdlnie
moga nam pomdc w odpowiedzi na pytanie o to, kiedy doktadnie mozemy méwié
o istnieniu réznych typoéw galaktyk we wczesnym Wszech$wiecie.

Anna DURKALEC*

Stonica, to czesciej jest to zaé¢mienie czesciowe lub
obraczkowe, cate zjawisko trwa tez nieco dluzej niz
w innych miesigcach.

Takze co roku na poczatku stycznia maksimum swojej
aktywnosci majg meteory z roju Kwadrantydéw. Ich
radiant znajduje si¢ na polnoc od gléwnej figury
Wolarza i w naszym kraju przebywa stale nad
horyzontem. Oznacza to, ze Kwadrantydy mozna
obserwowad, jak tylko zrobi sie odpowiednio ciemno.
Lepiej jednak robi¢ to w drugiej czesci nocy, gdy
radiant wznosi sie wysoko po wschodniej stronie nieba
i przed godzina 6 dociera prawie do zenitu. Tym razem



maksimum aktywnosci roju prognozuje si¢ na dzien
4 stycznia okolo godziny 4:40 naszego czasu, wtedy
mozna si¢ spodziewaé¢ ponad 100 zjawisk na godzine.
Niestety w obserwacjach przeszkodzi Ksiezyc bedacy
dwa dni przed pelnia, w fazie 97%. Tej nocy Srebrny
Glob przejdzie 2,5° na potudnie od gwiazdy El Nath,
drugiej co do jasnosci gwiazdy Byka.

Dobe wczesniej o$wietlona w ponad 90% tarcza
Srebrnego Globu odwiedzi srodkowa cze$¢ Byka, mniej
wiecej 1° na poludnie od Marsa. Czerwona Planeta

w styczniu przebywa w odleglosci okoto 5° na pdéinoc
od Hiad i 12 dnia miesiaca zmieni kierunek ruchu na
prosty, koriczac tym samym okres najlepszej widocznosci
w trwajacym sezonie obserwacyjnym. Do konca miesiaca
planeta ostabnie od —1,2™ do —0,3™, a jej Srednica
katowa zmniejszy sie od 15” do 11”. Marsa najlepiej
obserwowaé okoto godziny 21, gdy przecina potudnik
lokalny na wysokosci ponad 60°. Ostatniego dnia
miesiaca rano do planety ponownie zblizy sie Ksigezyc.
Tym razem na niecate 2°.

Pelnia Ksi¢zyca przypada 7 stycznia tuz po péinocy
naszego czasu, zastajac Srebrny Glob w $rodkowej
czesci Blizniat, okolo 9° na zachéd od Kastora

i Polluksa. A zatem jego jasna tarcza zdominuje
pierwsza cze$¢ miesigca. Pierwszego dnia stycznia

jego tarcza pokaze sie na pograniczu gwiazdozbiorow
Ryb, Barana i Wieloryba, osiagajac faze 77%. Jak
zapewne Czytelnicy pamietaja, w tym rejonie nieba
przebywa planeta Uran, Swiecaca blaskiem +5,7.
Dojdzie zatem do jej duzego zblizenia, a nawet zakrycia
przez Ksiezyc. Zjawisko da sie obserwowaé z pdinocnej
czesci Europy. W Polsce dojdzie do zakrycia brzegowego,
z granica zjawiska przebiegajacego mniej wiecej na

linii Cedynia—Wtloctawek—Siemiatycze. Srebrny Glob
minie Urana okolo péinocy. Niecate 4 godziny wczesniej
dojdzie réwniez do zakrycia brzegowego odleglej o 1,5°
na zach6d od Urana, $wiecacej podobnym blaskiem
gwiazdy o Ari. Tym razem granica zjawiska przebiegnie
na linii Szczecin—Lebork, a zatem gwiazda zniknie

za ksiezycowsq tarcza jedynie na wybrzezu Baltyku.

W obu przypadkach do zakrycia dojdzie na péinoc od
wspomnianych granic.

Po pelni Ksigzyc 10 stycznia w fazie 86% spotka sie
z Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa, a 15 stycznia,
w ostatniej kwadrze, przejdzie 3° na pdinoc od

Spiki. W styczniu ekliptyka tworzy do$é¢ duze katy

z widnokregiem zaréwno rano, jak i wieczorem, stad
cienki sierp Srebrnego Globu jest tak samo dobrze
widoczny przed, jak i po nowiu. Kolejnego dnia faza
tarczy Srebrnego Globu spadnie do 38%, zblizajac si¢
jednoczednie na 6° do Zuben Elgenubi, drugiej co do
jasnosci gwiazdy Wagi, choé¢ oznaczanej na mapach
nieba grecka litera a. Kolejne dwa dni pdzniej jego
sierp zwezi sie do 18% i dotrze do gwiazdozbioru
Skorpiona, zajmujac pozycje miedzy Antaresem,
najjasniejsza gwiazda konstelacji, a tukiem jasnych
gwiazd z pdinocno-zachodniej czeéci Skorpiona.

O godzinie 6 Ksiezyc zdazy sie¢ wznies¢ na wysokosé
ponad 8°.

W ostatnich dniach stycznia i na poczatku lutego tuz
nad punktem SE widnokregu mozna prébowaé dostrzec
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planete Merkury, ktéra 30 dnia miesiaca osiagnie
maksymalna elongacje zachodnia, wynoszaca 25°.
Niestety w tym czasie nachylenie ekliptyki wyraZnie
sie juz zmniejszy, stad planeta o $wicie nie wzniesie

sie wyzej niz 5° ponad horyzont. Do korica miesiaca
Merkury zwiekszy jasno$¢ z +1™ do —0,1". W tym
czasie jego tarcza skurczy sie z 9" do 6”, a faza urosnie
z 20% do 75%. W nocy 19 stycznia na prawo od
Merkurego, w odleglodci 17°, znajdzie si¢ Ksigzyc

w fazie 10%.

Srebrny Glob przejdzie przez néw 21 stycznia

i przeniesie si¢ na niebo wieczorne, na ktérym znajduja
sie prawie wszystkie planety Ukladu Stonecznego, poza
Merkurym. Najblizej linii horyzontu $wieci planeta
Wenus, ktora powoli dazy do maksymalnej elongacji
wschodniej w czerwcu. Wenus poczatkowo jest bardzo
nisko, ale szybko nabiera wysokosci, zwigkszajac ja

na poczatku zmierzchu cywilnego do konca miesiaca
do ponad 10°. Po drodze, 22 stycznia, Wenus minie
Saturna w odleglo$ci mniejszej niz 30’, a dobe pdzniej
do pary planet zblizy si¢ Ksiezyc w fazie 5%, mijajac
je w odleglosci 5°. Nadarza si¢ okazja do wykonania
uroczej fotografiil Wenus jest wciaz daleko od Ziemi,
stad przez caly miesiac jej jasnosé¢ wyniesie —3,9™, przy
§rednicy tarczy 10” i fazie przekraczajacej 90%.

Sam Saturn jest juz stabo widoczny. Na poczatku
miesiaca, dwie godziny po zachodzie Stonica, planeta
przebywa na wysokosSci niewiele przekraczajacej 10°,

a juz w trzeciej dekadzie stycznia znika z niebosktonu
jeszcze przed zapadnieciem nocy astronomicznej. Zanim
to sie jednak stanie, Saturn przejdzie niecate 1,5° na
péinoc od dwéch jasnych gwiazd Koziorozca: Nashiry
(v Cap) i Deneb Algedi (§ Cap). Saturn w styczniu
$wieci blaskiem +0,8™, a jego tarcza ma $rednice 16”.

Zdecydowanie lepsze warunki obserwacyjne maja planety
Neptun i Jowisz. Do konca stycznia Jowisz oddali sie
od Neptuna na odlegtos¢ ponad 12°. W pierwszej czesci
miesigca obie planety na poczatku nocy astronomicznej
przekraczaja wysokosé¢ 30°, jednak one réwniez ulegna
szybko rosnacej dlugoéci dnia i pod koniec stycznia na
dwie godziny po zachodzie Slorica zmniejsza wysoko$é
nad widnokregiem do 15°. Jowisz przejdzie przez
peryhelium swojej orbity 20 stycznia, zblizajac si¢

do Stonca na mniej niz 5 AU. Stabnie jednak coraz
bardziej, poniewaz od jego opozycji mijaja juz ponad

3 miesiace. Do konca stycznia blask planety zmniejszy
si¢ do —2,2™ jej tarcza za$ zmniejszy Srednice do 36" .
Neptun $wieci z jasnoscia +7,9™ i w polowie miesiaca
opusci obreb réwnolegloboku gwiazd 6. i 7. wielkosci,
dazac ku granicy Wodnika z Rybami. Przetnie ja jednak
dopiero w marcu. Ksiezyc w fazie cienkiego sierpa minie
obie planety w dniach 25-26 stycznia, zblizajac si¢ don
na okolo 6°.

Srebrny Glob przejdzie przez I kwadre 28 stycznia

w Baranie i jednoczesnie odwiedzi planete Uran.

W ostatnich dwéch dniach miesiaca natomiast uczyni
to samo z planetg Mars. Za kazdym razem Ksiezycowi
do planety zabraknie po mniej wiecej 6°.

Ariel MAJCHER
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Starosé¢ roslin cd.

Gdy wspomnialam na Facebooku, ze pisze o starzeniu roélin, odezwalo sie wielu
czytelnikow, a jeden napisal: roéliny sie nie starzeja. Wlasciwie kiedys tez tak
my$latam. . .

Zacza¢ musze od banahu: ,,zycie na Ziemi trwa dzieki istnieniu organizméw
samozywnych”, ktére syntetyzuja zwiazki organiczne z dwutlenku wegla i wody.
Sa to gtéwnie rosliny. To one do takich syntez wykorzystuja energie Swiatla
stonecznego w reakcjach opisywanych wspélna nazwg fotosyntezy. Powstajace

w wyniku fotosyntezy ztozone zwiazki organiczne ulegaja przemianom w réznych
cyklach metabolicznych dostarczajacych energii ,,do zycia”. Fotosynteza frapowata
badaczy od XVII wieku, ale jej podstawowe mechanizmy molekularne poznano
dopiero w wieku XX.

W toku poznawania zycia i jego regulacji uznaliSmy za pewnik réznorodnosé
sktadajacych sie na biosfere organizméw. Kazdy ma swéj jednostkowy zestaw
genéw, ktore podobnie, ale nie identycznie, reaguja na sygnaly wewnetrzne

i zewnetrzne. W wyzszych organizmach wyréznia sie tkanki i narzady

o okreslonym planie rozwojowym. W rodlinach inaczej zyja korzenie, inaczej
nasiona, cebule, todygi czy pnie. Rosliny bywaja jednoroczne, dwuletnie,
wieloletnie. R6znorodnie sie mnoza. Trudno uogdélniacé.

O wielu procesach zadecydowal fakt stalej lokalizacji rosliny w podtozu — jak sie
nie ,,umiesz” przemiesci¢ do bardziej nastonecznionej czesci lasu, taki, to zwracasz
ku stoncu todyge, kwiat. Starzenie roslin zaczeliSmy rozumie¢ od niedawna.
Ro6zne czesci roslin starzeja sie 1 umierajg inaczej. Niedawno obok nas zakoriczyl
sie cykl zycia fotosyntetyzujacych narzadéw roslinnych, a prosciej — lisci, do czego
sygnalem jest spowolnienie fotosyntezy, rozpad organelli fotosyntetyzujacych
(chloroplastéw) do toksycznych zwiazkéw. Koniczy sie tez cykl dojrzewania nasion.
Lié¢ spada na ziemie.

Przyrost masy rosliny zalezy od tkanki merystomatycznej, grupy stale dzielacych
sie komérek stozka wzrostu 1 wzdluz diugosci todygi lub pnia. Tych komorek jest
w kazdym osobniku niewiele — w gléwnym stozku 30-50. W dodatku nie bardzo
udaja sie laboratoryjne hodowle takich komorek.

Wiekszos¢ danych molekularnych dotyczacych roslin uzyskano z badan
modelowych matej jednorocznej roslinki, rzodkiewnika. Mierzy ona kilka
centymetréw, polubili ja genetycy, bo jej genom, jak na rodline, jest stosunkowo
maly (125 mln nukleotydéw, zsekwencjonowany w 2000 r.) Rzodkiewnik

tatwo tez hodowaé w laboratorium. Badajac wiek roslin, zauwazono wyjatki

w ,odwrotnym” kierunku. Na przyklad stuletnie deby, zyjace kilka tysiecy

lat sekwoje wieczniezielone czy sosny diugowieczne. Te ostatnie wystepuja

na kilku amerykanskich pustyniach: w Utah, Nevadzie, Kolorado. Wyrastaja

z rozbudowanego systemu korzeni, mozna uznaé, ze czesci naziemne sg klonami.
Wiek korzeni ocenia si¢ na tysiace lat, a cze$¢ naziemna na setki: to wlasciwie ile
lat liczy sobie taka sosna?

Cyklami zycia roslin steruje tez kilkadziesiat zwiazkéw
organicznych o wspolnej nazwie: fitohormony. Maja
réznorodng budowe chemiczna, wspdlne jest silne
kierunkowe dzialanie w minimalnych stezeniach.
Niektore przyspieszaja, niektore opdzniaja wzrost

i rozwdéj. Za rozwdj i wzrost rosliny (w kazdym razie. . .
rzodkiewnika) odpowiada 25% genomu. Nie znaczy

to, ze istnieja geny ,starzenia sie”. Rozwdj rosliny

to dziatanie wielu proceséw — czeé¢ z nich moze
obnizaé sprawnosé rosliny, czesé struktur (blony)
moze ulec uszkodzeniom ze skutkiem toksycznym.
Nieuniknione zmiany, poczatkowo z zewnatrz
niezauwazalne, gromadza si¢, az przekroczona jest

granica funkcjonalnoéci. Fizyk powie, ze rosnie entropia.

W poszczegblnych organizmach, w grupach i typach
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roslin moment dekompozycji zalezy od warunkow
srodowiska: temperatury, wilgotnosci, intensywnosci
o$wietlenia i dtugoéci fal Swiatta przewazajacych

w danej lokalizacji. Ro§lina nie moze si¢ spakowadé

i zmieni¢ lokalu, o swdj dobrobyt dba inaczej niz zwierze.
Dtugosé zycia zalezy tez od rodzaju tkanek nadajacych
mechaniczng trwatosé, chronigcych — warstwy todygi,
pnia, trwalo$¢ kory, odpornoéé na szkodniki.

Tak czy inaczej, czesto spotykanym zwrotem — nawet
w podrecznikach edukacyjnych — gdy chodzi o roéliny,
jest: ,nie wiadomo”. Jest tu wskazdéwka dla kolejnych
badaczy: poszukajcie odpowiedzi na zagadki stawiane
przez $wiat roglin. Bez nich zycie nie przetrwa.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Na biegunach
Barttomiej BZDEGA

Ustalmy okrag w o érodku S i promieniu r. Punkty A i B lezg na wspdlnej
polprostej z poczatkiem w S. Prosta b przechodzi przez punkt A i jest
prostopadta do tej pétprostej (rys. 1). Jedli |AS| - |BS| = r?, to méwimy, ze
zachodzi odpowiednio$é biegunowa B, (B,b) punktu B i prostej b wzgledem
okregu w. Méwimy réwniez, ze punkt B jest biegunem prostej b, a prosta b jest
biegunowg punktu B wzgledem okregu w.

Dla punktu B lezacego na zewnatrz okregu w biegunowsg b mozemy
skonstruowaé, prowadzac z punktu B proste styczne do okregu w. Wéwczas
biegunowa b przechodzi przez oba punkty stycznosci (rys. 2). Wynika to

z podobienstwa tréjkatow SAT i STB: % = %, wiee [SA|-|SB| = |ST|? =r2.
Oczywiscie dziala to w obie strony. Majac dana sieczna okregu nieprzechodzaca
przez jego Srodek, mozemy wyznaczy¢ jej biegun — jest to punkt przeciecia
stycznych poprowadzonych z punktow przeciecia okregu sieczna.

Wzajemno$¢é biegunowa. Rozwazmy odpowiednio$é biegunows,

B, (B1,b1) i niech By bedzie dowolnie wybranym punktem na prostej by .
Przez Ay oznaczmy rzut prostokatny punktu By na prosta SBs (rys. 3).
Z podobiefistwa trojkatéw SA;By i SA2By wynika réwnosé 551 = 222,
SAy-SBy =SA, - SB; = r?, wiec biegunowa by punktu By przechodzi przez
punkt As. Ponadto by 1.SBs, wiec By € by. Wynika z tego nastepujace prawo
wzajemnosci biegunowej: biegun prostej by lezy na prostej by wtedy i tylko wtedy,
gdy biegun prostej by lezy na prostej b;. Jest ono znane réwniez jako twierdzenie
La Hire’a.

a zatem

Dualno$é biegunowa. Rozwazmy odpowiedniosci biegunowe B, (B;, b;) dla
i1=1,2,...,n. Wéwczas:

e jesli proste by, ba, ..., b, przecinaja sie w jednym punkcie B, to na mocy prawa
wzajemnosci biegunowej ich bieguny B, Bs, ..., B, leza na jednej prostej b,
ktéra jest biegunowa punktu B;

e w druga strone, jezeli punkty By, Bs, ..., B, leza na jednej prostej b, to na
mocy prawa wzajemnosci biegunowej ich biegunowe by, b, ..., b, przechodza
przez punkt B, ktory jest biegunem prostej b.

Ta wlasnoé¢ pozwala w niektérych zadaniach zamienié¢ teze na rownowazna:
wspotliniowos¢é punktéw na wspotpekowosé prostych i vice versa. Bywa, ze to
upraszcza rozwiazanie zadania.

Zadania

1. Ustalmy okrag w o $rodku O i roztaczna z nim prosta k. Niech X bedzie
dowolnym punktem na prostej k. Punkty przeciecia okregu w i okregu
o $rednicy OX wyznaczaja prosta £x. Udowodnié, ze wszystkie otrzymane
w ten sposéb proste £x sa wspolpekowe.

2. Punkt I jest érodkiem okregu o wpisanego w tréjkat ABC, a punkty D, E, F
sg punktami stycznosci tego okregu odpowiednio do odcinkéw BC, C A, AB.
Punkt P wybrano w taki sposéb, by punkt F' lezal na odcinku EP. Okrag
o Srednicy I P przecina okrag o w punktach @ i R. Dowiesé, ze prosta QR
przechodzi przez punkt A.

3. Okrag o ésrodku I, wpisany w tréjkat réznoboczny ABC, styczny jest do
bokéw BC, C'A, AB w punktach, odpowiednio, D, E, F. Punkt P lezy na
prostej BC' i spetnia warunek PI 1 AD. Punkt @ lezy na prostej C' A i spelnia
warunek QI L BE. Punkt R lezy na prostej AB i spelnia warunek RILCF.
Dowies¢, ze punkty P, @, R leza na jednej proste;j.

4. W czworokat ABC'D wpisany jest okrag o érodku I, styczny do odcinkéw
AB, BC, CD w punktach, odpowiednio, K, L, M. Prosta KL przecina
prosta C'D w punkcie P, a prosta BM w punkcie Q. Dowie$¢, ze BPLIQ.
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Historia obserwacii pierscieni Saturna - . .

Wiecej w artykule James Clerk Maxwell i pierScienie Saturna, s. 16 .

: -0- Q- -0-
'0' <O> (0)
(0) @ @

¥ Rysunki Galileusza (1610 i 1616)

Zrodto: httpg:ﬂspacecentre.co.u k/blog-post/
galileos-telescope-changed-our-view=of-the-solar-system/

. * FARysunek zkompendium Huygensa (1659) |

Zrodhto: https:/ [www.researchgate.net/figure/
Huygens-1659-compendium-p-32-see-https- gallleoouedwexhlblts system-saturn_fig2 330538632

¥] Rysunek Roberta Hooka (1666) . .
#rodio: https://ar]‘wikipedig,org/wikiIScxtuEn#;’medic/File:Sotum_Robei't_Hooke__]BGG.jpg

« 1 zdjecie twykonane przez sonde Pioneer (1973)
#rodio: https:/fwivw.nasa.gov/ multimedia/imagega nleryl image_feature_2483.html
K zdjgcie wykonane przez sonde Voyager (1980)
Zrédio: https:/ ,fwww nasa.gov/image- feature,’vquger l-image-of-saturn
A zdjecie wykonune przez sonde Cassini-Huygens (2009)+ . 5
Zrédio: https: Hgglarsystem nasa. govjnews]f:‘lﬁg!]o thlngs.why—cqssml -mattered.
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