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Czym wtlasciwie jest informacja? Anna DURKALEC*

* Departament Badan
Podstawowych (BP4), Zaktad
Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan
Jadrowych

Liczby tak duze jak 102! trudno sobie
wyobrazi¢. Dla poréwnania szacuje sig,
ze calkowita ilo$é¢ gwiazd

w obserwowanym Wszechéwiecie to 1022,
czyli ilo$é bajtéw w Internecie jest tylko
10 razy mniejsza. Ale spokojnie, szacuje
sig tez, ze do konca 2025 przekroczymy
te liczbe z nawigzka.

Zapewne wiele razy, Drogi Czytelniku, spotkales si¢ ze stwierdzeniem, ze zyjemy
w dobie informacji. Dostep do informacji nigdy nie byt tak latwy. Nosimy
przeciez w kieszeni urzadzenia ze stalym dostepem do wszelkiego rodzaju
zrédel danych i wiadomosSci. Ile razy dzisiaj skorzystales z wyszukiwarki? Ile
razy otrzymales powiadomienie o jakimé wydarzeniu na $wiecie? Albo ile
informacji sam umiescites w Internecie? Wielu z nas nawet nie jest w stanie
dokladnie odpowiedzieé na te pytania. Zdobywanie i przetwarzanie informacji
w najrozniejszych formach stalo sie naszg codziennoscia.

Czym wlasciwie jest informacja? Encyklopedia PWN jest tu mato pomocna,
gdyz podaje, ze jest to: pojecie, w zasadzie niedefiniowalne ze wzgledu na jego
pierwotny, elementarny charakter. Jedno jest pewne, informacja jest wszedzie

i we wszystkim. Powszechnie méwimy, ze informacja daje wladze. Natomiast
dezinformacji mozna uzywaé jako broni. Ale przeciez informacja to nie tylko
wiadomosci ze $wiata. To réwniez dane, informacje zawarte w ksiazkach, bazach
danych i w naturze, a szerzej — w calym otaczajacym nas Wszechswiecie.

Mozemy podjaé¢ probe oszacowania ilosci informacji na Swiecie... jezeli za Swiat
przyjmiemy wszystko, co istnieje online. I tak na poczatku 2020 roku ilo$é
danych w Internecie zostala oszacowana na 44 zetabajty (jeden zetabajt, ZB, to
10%! bajtéw). Jest to suma calkowitej ilosci danych generowanych przez portale
spolecznosciowe, instytucje finansowe, placéwki medyczne, platformy zakupowe
i wiele innych aktywnosci majacych miejsce w sieci.

Jak juz pewnie sie domyslite$, Drogi Czytelniku, w tym specjalnym numerze
Delty przyjrzymy sie¢ wlasnie informacji. I to w bardzo szerokim rozumieniu
tego stowa.

Zaczniemy od tego, jak ukry¢ informacje, zwlaszcza gdy korzystamy z portali
spolecznos$ciowych. Zapewne zainteresuje Cie informacja, ze Google, Facebook,
Microsoft i Amazon w tym momencie przechowuja co najmniej 1200 petabajtéw
(10*® bajtéw) informacji, w tym oczywiscie aktywnoéé w sieci kazdego z nas.

W artykule Ukrywanie sie w sieciach spolecznych Marcin Waniek opisze o tym,
jak wykorzysta¢ matematyke, aby sprobowac¢ ukry¢ sie przed algorytmami
analizujacymi te dane. A pozostajac w temacie ukrywania informacji, William
Pearson opisze ciekawa metode na przestanie tajnej wiadomosci astronomicznej
w zdjeciu cyfrowym z wakacji.

Ale nie kazdg informacje da si¢ przeciez z sukcesem ukryé. Czasami wrecz zalezy
nam na tym, zeby wiadomos$é dotarta do jak najwiekszej liczby oséb w jak
najkrotszym czasie. O tym, jak szybko potrafi rozprzestrzeni¢ si¢ wiadomosé

w grupie ludzi, w artykule Plotki, ploteczki, plotunie pisze Lukasz Rajkowski.

Uzyskanie informacji o biezacych wydarzeniach jest wigc bardzo tatwe. Czasami
wrecz musimy wlozyé sporo wysitku w to, zeby tych informacji uniknaé.
Sytuacja jednak wyglada inaczej, gdy dana informacj¢ chcemy wyszukaé¢ sami
(np. interesuje nas, ile w Polsce jest czarnych kotéw). Dzieki wszelkiego rodzaju
wyszukiwarkom internetowym poszukiwanie odpowiedzi na nurtujace nas
problemy jest utatwione, ale wcigz musimy wiedzie¢, o co pytaé, zeby dana
informacje uzyskac. Damian Niwiniski w artykule O sztuce zadawania pytan
opisuje, jak wykorzystujac teorie informacji, umiejetnie zadawaé¢ pytania.

Ciggle méwimy tutaj o informacji jako o czyms, co po prostu istnieje. To co$
stale tworzymy, przechowujemy i przekazujemy. O tym, jak to robimy, pisze

w swoim artykule Prqgd elektryczny, fotony i fale cisnienia Szymon Charzynski.
Ponadto informacji jest tak duzo, ze musimy je sprytnie kompresowaé, o czym
pisze Tomasz Kazana w artykule Krdtko o skracaniu.

Czy moze sie okazac, ze kiedy$, w odleglej przyszlosci, wszystkie informacje
zawarte we Wszech$wiecie po prostu znikng? Problem ten jest jak najbardziej
realny i glowia si¢ nad nim od jakiego$ czasu fizycy i astronomowie. Ma nawet
swoja nazwe: paradoks informacyjny. A odpowiedzialne sa za niego czarne dziury,
ktore zdaja sie bezpowrotnie pochlaniac wszystko, wlaczajac w to informacje.
Wszystko to niezwykle obrazowo wyjasni w swoim artykule Kacper Debski.

I to byty informacje o biezacym numerze Delty. Zapraszam do lektury!
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O tych i innych miarach centralnosci
pisaliSmy juz w Agg ! A%(l) oraz Ag? |

Mamy tu na mysli problem
optymalizacyjny odpowiadajacy
nastg¢pujacemu problemowi decyzyjnemu:
czy dla danej centralnosci, grafu

G = (V, E), wierzchotka v € V, liczby

k € N oraz progu r € R istnieje k krawedzi,
ktére mozemy dodaé lub usunaé w G, aby
zmniejszy¢ centralno$é v o co najmniej 77

Marcin Waniek, Tomasz P. Michalak,
Michael J. Wooldridge and Talal Rahwan.
Hiding individuals and communities

in a social network. ,Nature Human
Behaviour” (2018).

Ukrywanie sie w sieciach spotecznych
Marcin WANIEK*

Cho¢ mozemy nie zdawac sobie z tego sprawy, niemal wszystkie dzialania,
ktére podejmujemy w Internecie (i bardzo wiele poza nim), pozostawiaja po
sobie cyfrowe §lady. Nieistotne, czy rozmawiamy z przyjaciétmi przez telefon,
ogladamy film na YouTubie, czy zamieszczamy komentarz pod zdjeciem kota,
informacje o tych wydarzeniach sa gdzie$ skrzetnie rejestrowane. Bardzo czesto
tego rodzaju dane wygodnie jest reprezentowaé w postaci sieci spotecznej, gdzie
kazdy wierzcholek odpowiada pojedynczej osobie, wierzchotki zas potaczone sa
krawedzia, jezeli zachodzi miedzy nimi okreslona relacja (na przyklad jezeli te
osoby sa znajomymi na Facebooku albo jezeli doszto miedzy nimi do spotkania
w ciagu ostatniego roku).

Co mozna zrobi¢ z tak skonstruowana siecia spoteczna? Mozna na przyklad
prébowaé wyciagnaé z niej dodatkowe informacje przy uzyciu réznego

rodzaju narzedzi analizy sieci spolecznych (social network analysis).

Jednym z najpopularniejszych typéw takich narzedzi sa miary centralnodci.
Pozwalaja one okresli¢ na podstawie struktury sieci, ktory z wierzchotkéw jest
najwazniejszy. Warto w tym momencie zwréci¢ uwage, ze moga kierowac sie przy
tym bardzo réznorodnymi kryteriami. O ile w przypadku sieci G, pokazanej
na marginesie, kazdy z was zgodzi sie pewnie, ze wierzcholek A wydaje sie
najistotniejszy, o tyle w przypadku sieci G5 trudno o tak oczywistego kandydata.
Miara centralnosci stopnia (degree) stwierdzilaby na przyklad, ze najwazniejszy
jest wierzchotek D, poniewaz ma najwiecej przyjaciét. Miara centralnosci
bliskosci (closeness) doszlaby z kolei do wniosku, ze to wierzcholek C jest
najbardziej znaczacy, poniewaz Srednio najmniej ,,usciskéw dtoni” dzieli go od
innych czlonkéw sieci. Miara centralnosci posredniczenia (betweenness) orzeklaby
zas, ze to B jest kluczowy, posredniczy bowiem w przekazywaniu informacji
miedzy réznymi czesciami sieci.

Super, zatem wiemy, ze miary centralnosci potrafia wskaza¢ najwazniejszy

(w jakim$ sensie) wierzcholek w sieci spolecznej. Dlaczego mieliby$my sie tym
przejmowac? Pamietajmy, ze sieci, ktorych jesteSmy czescia, mozna konstruowaé
i analizowa¢ bez naszej wiedzy i zgody. Wyobrazmy sobie na przyktad, ze
jestedmy opozycyjnymi blogerami w autorytarnym spoteczenstwie, a rzad
wykorzysta miary centralnosci, aby wybraé tych spoéréd nas, wobec ktérych
zastosowane zostana surowe represje. Miary centralnosci moga tez zostac
wykorzystane przez grupy hakerskie, aby wybraé najbardziej kuszace cele
atakow, albo przez firmy marketingowe, aby wyselekcjonowaé uzytkownikéw,
ktérzy nekani beda ciaglymi telefonami. Czy istnieje zatem jaki$ sposéb na
ukrycie si¢ przed miarami centralnodci?

Zatézmy, ze jesteSmy wierzcholtkiem w sieci i naszym celem jest sprawienie,

ze bedziemy wydawac sie mniej istotni, niz jestedmy naprawde. Aby to

zrobi¢, mozemy dodawac i usuwaé z sieci krawedzie. Dodanie krawedzi mozna
zinterpretowac jako zawarcie nowej znajomosci lub odbycie z kims$ rozmowy
telefonicznej, pozbycie sie krawedzi zas jako usuniecie kogo$ z grona znajomych
lub zaniechanie kontaktéw z okreslong osoba.

Okazuje sie, ze problem optymalnego ukrywania si¢ jest NP—zupelny dla
wigkszosci popularnych miar centralnosci. Tlumaczac z informatycznego na
polski, znalezienie najbardziej efektywnego sposobu na ukrycie sie przed miarami
centralnosci jest niemozliwe dla wigkszych sieci. Co wigcej, nawet gdyby taki
optymalny algorytm istnial, bylby pewnie trudny do zastosowania w praktyce.
Wymagalby bowiem wiedzy na temat struktury calej sieci. Wiekszo$é¢ z nas
posiada natomiast informacje na temat swojego bezposredniego sieciowego
otoczenia (wiemy zazwyczaj, czy dwoje z naszych przyjaciél zna siebie
nawzajem), ale nie na temat bardziej odlegltych fragmentéw sieci (nie wiemy
nic na temat znajomosci przypadkowego przechodnia).

Co jednak, jezeli nie aspirujemy do znalezienia optymalnego sposobu na ukrycie
sie, a wystarczy nam metoda skuteczna w praktyce, ktora bedziemy w stanie
zastosowaé, posiadajac jedynie ograniczona wiedze o sieci? Wéwczas dobrym
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http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/internet/2011/02/02/Miara_waznosci/
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wyborem jest uzycie algorytmu ROAM (Remove

One, Add Many, ,usuii jedna, dodaj wiele”). Aby go
zastosowac, trzeba najpierw zidentyfikowaé swojego
sasiada, ktory ma najwyzszy stopienn (tj. ma najwiecej
znajomych), nazwijmy go W. Nastepnie nalezy utworzyé
krawedzie pomiedzy W a kilkoma naszymi sasiadami
z niewielka liczba znajomych, po czym usuna¢ swoje
wlasne polaczenie z W (przyklad zastosowania
ROAM mozecie zobaczy¢ ponizej, ukrywajacy sie
wezel to A). W ten sposéb nie tylko mozemy obnizy¢
swojg centralnosé, stajac sie mniej narazonymi na
wykrycie, ale réwniez podtrzymaé swoj wpltyw na sieé
(zamiast laczy¢ sie z W bezposrednio, czynimy to za
posrednictwem naszych nowych wspélnych znajomych).

Aby zilustrowaé¢ skutecznosé ROAM, postuzmy sie
przyktadem. Pokazuje on, jak niebezpieczne moga by¢
algorytmiczne techniki ukrywania sie, gdy wykorzystane
sa przez nieodpowiednie osoby. W sieci trzydziestu
szesciu terrorystéw odpowiedzialnych za przygotowanie
i przeprowadzenie atakdéw z 11 wrzesnia 2001 roku

ich przywodca, Mohamed Atta, jest identyfikowany
jako najwazniejszy wierzcholek przez wszystkie trzy
wspomniane wyzej miary centralnosci. Po zaledwie
dwukrotnym zastosowaniu ROAM (a wiec usunieciu
dwoéch i dodaniu czterech krawedzi) Atta spada na,
odpowiednio, piate miejsce dla centralnosci stopnia,
czwarte dla centralnosci bliskosci i jedenaste dla
centralnosci posredniczenia.

Mniejsza wersja tej sieci, uwzgledniajaca tylko
zamachowcéw—samobdjcéw, pojawita sie w artykule Rozbijanie sieci
terrorystycznych za pomocq teorii gier, A%(l;

Swietnie, potrafimy zatem poradzié sobie (przynajmniej
do pewnego stopnia) z miarami centralnosci. Czy
istnieja jakie$ inne narzedzia analizy sieci spotecznych,
ktorych powinnismy si¢ obawiac¢? Jednym z przyktadéw
moga by¢ algorytmy przewidywania polaczenn (link
prediction algorithms). Pozwalaja one, na podstawie
aktualnego stanu sieci, wydedukowaé, ktore pary
wierzchotkéw nawiaza znajomosé w przysztosci

albo tez sa polaczone krawedzia, ktora juz istnieje,

ale o niej nie wiemy. Jak dzialaja tego rodzaju
algorytmy? Spéjrzmy na sie¢ G3 przedstawiong na
gobrze po prawej stronie. Wierzchotki A i B (jak
réwniez B i C) sa polozone bardzo blisko siebie i maja
wielu wspoélnych znajomych, wigkszos$¢ algorytmow
przewidywania potaczen przypisataby im zatem
wysokie prawdopodobienstwo nawiazania znajomosci
w przyszlosci (albo istnienia niewidocznej krawedzi
pomiedzy nimi). W szczegélnosci fakt posiadania

duzej liczby wspdlnych znajomych czesto jest bardzo
znaczacy. Kiedy natomiast spojrzymy na wierzchotki
Ai D, nie wydaje sie, aby mialy ze soba zbyt wiele
wspolnego, wigkszos$¢ algorytméw przypisataby krawedzi
miedzy nimi niskie prawdopodobiefistwo istnienia (lub
zaistnienia w przysziosdci).

Wszystko to brzmi bardzo niewinnie, czy moga istnie¢
zatem powody, dla ktérych mielibySmy si¢ obawiaé
algorytméw przewidywania polaczen? Maja one w koncu
wiele pozytecznych zastosowan, na przyklad za kazdym
razem, kiedy Facebook sugeruje nam ,,osobe, ktéra
mozemy zna¢”, widzimy efekt dzialania algorytmu. Co
jednak, jezeli nie jesteSmy gotowi dzieli¢ si¢ z calym
$wiatem niektérymi z naszych znajomosci? A nawet gdy
nie mamy absolutnie nic do ukrycia, co jezeli algorytm
omyltkowo powiaze nas z osoba, z ktéra absolutnie nie
chcieliby$my by¢é kojarzeni? Czy mozemy jakos zmylié
algorytmy przewidywania polaczen?

Marcin Waniek, Kai Zhou, Yevgeniy Vorobeychik, Esteban

Moro, Tomasz P. Michalak and Talal Rahwan. How to hide

one’s relationships from link prediction algorithms. ,,Scientific
reports” (2018).

Podobnie jak dla miar centralnosci, réwniez i w tym
przypadku okazuje sie, ze znalezienie sposobu na
optymalne ukrycie kilku krawedzi jest problemem
NP-zupelnym. Jest to prawda nawet dla stosunkowo
prostych algorytméw przewidywania polaczenn. Na
szczedcie 1 tutaj da sie zastosowaé heurystyczna (czyli
niegwarantujaca znalezienia optymalnego rozwiazania)
metode ukrywania sie o nazwie CTR (Closed Triad
Removal, usuwanie zamknigtych triad). Polega ona na
usuwaniu z sieci krawedzi, ktére naleza do najwiekszej
liczby takich ,trojkatow”, czyli cykli dlugosci 3

(w nomenklaturze sieciowej zwanych triadami),

w ktorych dokladnie jedna z krawedzi chcemy ukry¢. Na
rysunku ponizej przyktad zastosowania CTR w sytuacji,
gdy chcemy ukry¢ krawedzie AB oraz BC w sieci G3.
Usuniecie kazdej z krawedzi BE i BF spowodowalo,

ze zaréwno para weztéw AB, jak i para BC stracity
wspolnego sasiada, zmniejszajac w ten sposéb ryzyko
wykrycia krawedzi pomiedzy nimi. Czy potrafisz,
Czytelniku, wskazaé, do jakich ,zamknietych triad”
nalezaly krawedzie BE i BF'?

Dowiedzieli$my sie, jak mozemy (prébowaé) ukryé

sie przed miarami centralnosci i algorytmami
przewidywania potaczen. Jest jednak jeszcze jeden
wniosek plynacy z naszych rozwazan. Badzmy $wiadomi,
ze Slady, ktére pozostawiamy online, moga zostac
uzyte do wydedukowania na nasz temat informacji,
ktérych nigdzie nie zamiesciliémy (a ktérymi nie
chcieliby$my sie dzieli¢). By¢ moze przed wrzuceniem
kolejnego kawalka naszego prywatnego zycia na nowy
portal spotecznosciowy warto zastanowié sie, czy
przebiegly obserwator nie odkryje dzieki temu czegos,
co wolelibySmy zachowaé dla siebie.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2016/10/26/Rozbijanie_sieci_terrorystycznych/

Steganografia — jak ukryé¢ galaktyke w Babiej Goérze

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Ttumaczenie: Anna DURKALEC

Ukryta wiadomos§¢é mozna napisac
fenoloftaleing, a odczytac¢ dzigki oparom
amoniaku lub weglanu sodu. Nie
prébujcie tego w domu.

- T U

o

Babia Géra. Zdjecie z wakacji.
Autorzy: A. Durkalec / W.J. Pearson

Galaktyka ukryta w Babiej Gorze
Autorzy: W.J. Pearson / T. Goto /

H. Matsuhara w ramach przegladu nieba
HSC/AKARI-NEP

William J. PEARSON*

Zdarza sig, ze chcemy komus przekazaé informacje w tajemnicy. Ukryta tak
sprytnie, zeby zadna niepozadana osoba nie mogta jej zrozumieé, a nawet
zauwazy¢. Moze to by¢ poufna wiadomo$¢ od szpiega, informacje przekazywane
pomiedzy sojusznikami w czasie dziatan wojennych albo sekretny list mitosny.
Od czasu do czasu zwariowany astrofizyk chcialby tez mie¢ mozliwosé ukrycia
zdjecia galaktyki w typowym zdjeciu przedstawiajacym pejzaz gorski.

Przekazywanie ukrytych wiadomo$ci nie jest nowym problemem — dobrze ponad
2000 lat temu Juliusz Cezar uzywal prostej metody ,,przesuwania” alfabetu do
szyfrowania swoich listow i notatek. Oczywiscie w miare uptywu czasu techniki
szyfrowania staly si¢ bardziej zaawansowane, a tajne wiadomosci trudniejsze
do wykrycia. Kazdy z nas wie, ze tak prosta rzecz jak sok z cytryny pozwala
na napisanie niewidzialnej wiadomosci. Sa na to réwniez bardziej wyszukane
sposoby, wykorzystujace rzadziej spotykane substancje chemiczne. A to byt
dopiero poczatek. Wraz z pojawieniem si¢ komputeréw metody umozliwiajace
zaszyfrowanie i ukrycie wiadomosci staly sie jeszcze bardziej skomplikowane.
Przedstawie tu jedna z nich. Pozwala ona na ukrycie informacji w obrebie
cyfrowego obrazu.

Wspélczednie wiekszos$é zdjeé, zaréwno tych wykonywanych telefonem
komoérkowym, jak i zdjeé galaktyk wykonywanych za pomoca teleskopow,
zapisuje sie na matrycy CDD (charge—coupled device). W obu przypadkach
zdjecia sa zapisywane i przechowywane w postaci dwuwymiarowych tablic
pikseli. Kazda z tych tablic zawiera informacje o kolorze w postaci trzech lub
czterech wartosci: koloru czerwonego, zielonego i niebieskiego (RGB), RGB

z przezroczystoscia (RGBA) albo koloréw cyjanu, magenty, zéltego i czarnego
(CMYK). W przypadku RGB kazdy kolor przyjmuje jedna z 256 wartosci,

od 0 do 255, ktéra przechowywana jest jako wartosé 8 bitéw (28 = 256).
Niewielkie zmiany tych wartoéci sa niezauwazalne dla ludzkiego oka. Na
przyktad zmiana wartosci czerwieni piksela o 2 odpowiada zmianie barwy o 1%.
I wlasnie ten fakt mozemy wykorzystaé¢ do ukrycia wiadomosci w obrazie —
dokonujac niewielkich zmian w wartosciach liczb niosacych informacje o kolorze.

Rozwazmy obraz, dla ktérego kolor lewego gérnego piksela ma wartosci RGB
123, 151 i 188. W 8—bitowym kodzie binarnym te liczby zapisuje sie jako
01111011, 10010111 i 10111100. Dla uproszczenia rozwazmy tylko kanat
czerwony, czyli kanal R: 01111011. Zamieniajac ostatnie cztery cyfry tej
liczby na zera, otrzymamy 01110000, czyli w systemie dziesietnym liczbe 112.
W przyblizeniu zmieniliémy wiec warto$é¢ koloru czerwonego o okoto 10%
(oryginalny kolor w systemie RGB mial wartosé 123). Oczywiscie mogliby$my
zmieni¢ pierwsze cztery cyfry binarne na zero, wéwczas otrzymalibySmy
00001011 lub w systemie dziesigtnym 11, co jest w przyblizeniu zmiana o 90%
w stosunku do oryginalnej wartosci. Poniewaz zmiana pierwszych czterech cyfr
binarnych powoduje duza réznice w kolorze, a zmiana ostatnich czterech mala,
mozemy uznaé pierwsze cztery cyfry binarne za znaczace, a ostatnie cztery za
nieistotne. Tylko zmiana cyfr nieistotnych nie rzuci si¢ za bardzo w oczy.

Jedli zastosujemy ten sam pomyst dla wszystkich pikseli obrazu, wéwczas zmiana
koloru bedzie niezauwazalna dla przecigtnego obserwatora (poza pewnymi
problemami, o ktérych za chwilg). Sprytny Czytelnik juz pewnie wie, jak

te stabo$¢ wykorzysta¢. Obraz pozornie nie zmieni sie, jezeli pozostawimy
nienaruszone cztery pierwsze cyfry z 8-bitowych wartoséci binarnych opisujacych
kanaly RGB. Pozostale cztery cyfry mozemy wiec dowolnie zmieniaé

i wykorzystaé je do przekazania tajnej wiadomosci. W ten sposéb mozemy na
przyklad ukryé zdjecie galaktyki wewnatrz niepozornego zdjecia z wakacji.
Patrzac na zamieszczone na marginesie zdjecie Babiej Gory, mozna by pomysled,
ze jest to po prostu niskiej jakosci zdjecie, by¢ moze nadmiernie skompresowane.
W rzeczywistosci ukrywa ono w sobie obraz galaktyki. Wystarczy wzia¢ znaczace
cyfry binarne zdjecia galaktyki i odrzucié¢ cyfry nieistotne. W kolejnym kroku
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podmieni¢ nieistotne cyfry binarne zdjecia Babiej Gory na istotne cyfry binarne
zdjecia galaktyki. I voila! Ukryliémy obraz galaktyki w zdjeciu z wakacji.

Niestety cala procedura, zaréwno ukrycie zdjecia galaktyki, jak i jej
odkodowanie, powoduje utrate jakosci obu obrazéw. Zastapienie czterech
nieistotnych cyfr binarnych oryginalnego zdjecia spowodowalo, ze gora stata
sie blokowa, a gladkie przejécia koloréw staty sie gwaltowne i ostre. To samo
widaé¢ na odzyskanym obrazie ukrytej galaktyki, gdzie gladkie ramiona spiralne
staja sie¢ zbite i szorstkie.

To nie jedyna wada tej metody. Ukryta informacja moze zosta¢ przechwycona,
jesli niepozadana osoba ma dostep do oryginalnego obrazu. Odjecie oryginalnego
obrazu od tego, ktéry edytowaliémy poprzez zmiany koloréw, w prosty sposéb
ujawni naszg tajng informacje. Niska rozdzielczo$é¢ edytowanego obrazu

moze réwniez nas zdemaskowad, sktaniajac kogos do blizszego przyjrzenia sie
zawartym w nim danym. Woéwczas wszystkie nasze tajemnice moga zostaé
ujawnione.

Oczywiscie mozemy nasza wiadomosé ukry¢ bardziej dyskretnie. Edytujac
mniejsza liczbe nieistotnych cyfr: na przyklad zmieniajac tylko ostatnie dwie
cyfry binarne zamiast czterech ostatnich. Wtedy obraz bedzie mniej uszkodzony.
Niestety w takim przypadku znacznie zmniejszymy przestrzen do ukrycia
informacji, co oznacza, ze bedziemy mogli przesta¢ mniej danych lub bedziemy
musieli rozbié¢ nasza sekretna wiadomo$¢ na wiecej obrazow.

Ostatecznie jednak mozemy ukryé galaktyke w Babiej Goérze.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1729. Prostokat zostal podzielony na kilka przystajacych trojkatow
prostokatnych. Czy zawsze pewne dwa sasiadujace tréjkaty z podziatu tworza
(bez przemieszczania) prostokat?

Rozwigzanie na str.

M 1730. Liczby 1,2,...,2022 sg wypisane na tablicy. W kazdej sekundzie
zmazujemy cztery liczby postaci a, b, ¢, a + b+ ¢ i zastepujemy je liczbami a + b,
b+ ¢, ¢+ a. Udowodni¢, ze proces ten musi skonczyé¢ sie po mniej niz 9 minutach.
Rozwigzanie na str. [J]

M 1731. Liczby calkowite dodatnie a i n sa takie, ze n dzieli a® 4+ 1. Udowodnié,
ze istnieje liczba calkowita dodatnia b taka, ze n(n? + 1) dzieli b + 1.
Rozwigzanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1061. Metalowa kule o promieniu R umieszczono w jednorodnym polu
elektrycznym E. Po wylaczeniu pola w kuli wydzielito si¢ cieplo Q. Ile ciepta
wydzielitoby sie w metalowej kuli o promieniu réwnym 2R po wylaczeniu
pola E?

Rozwiazanie na str. [T5]

F 1062. Dwie gwiazdy o masach m; i ms tworza uktad podwdjny. Okres,
z jakim obiegaja ich wspdlny srodek masy, wynosi T'. Ile wynosi odlegtosé
miedzy gwiazdami R?

Rozwiazanie na str. [17]
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Rys. 3. Graf polaczenn po 22 rozmowach
miedzy 24 plotkarzami (niektére rozmowy
mogly odby¢ sie wiecej niz raz).

Plotki, ploteczki, plotunie
tukasz RAJKOWSKI*

W pewnym miescie mieszka n plotkarzy. Niestety po wprowadzeniu catkowitego
lockdownu moga oni komunikowac¢ sie wylacznie telefonicznie. Kiedy dwoje
plotkarzy rozmawia ze soba, wymieniaja si¢ wszystkimi posiadanymi
informacjami. Tuz przed wprowadzeniem lockdownu kazdy z nich dysponowal
pewna cenng plotka, nieznang pozostatym. Ilu potaczen telefonicznych potrzeba
do pelnej wymiany plotek miedzy plotkarzami?

Przyjrzyjmy sie przypadkowi n = 4. Naszymi plotkarzami beda Antek, Basia,
Celina i Damian; przez a, 3,7, oznaczmy informacje posiadane przez nich
na poczatku (rys. la). Jedli A zadzwoni do B, to po tej rozmowie oboje beda
$wiadomi o i 8. W tym czasie C' moze zadzwoni¢ do D, dzieki czemu kazde

z nich bedzie wiedzialo o v i § (rys. 1b). Wystarczy teraz, aby B zdzwonilta
siez C,a D z A, i kazde z nich wie juz o «, 8,7 1 ¢ (rys. 1lc). Oznacza to, ze
cztery polaczenia wystarcza. Czytelnikowi pozostawiamy uzasadnienie, ze trzy
polaczenia to za mato, aby nasyci¢ gldéd plotek czterech plotkarzy.

Pokazemy teraz, ze n > 4 plotkarzom wystarczy 2n — 4 polaczent. Mozna si¢ o tym
przekonac, stosujac rozumowanie indukcyjne, a mozna tez postapi¢ odrobine
bardziej konstruktywnie. Wéréd n > 4 rozmoéwcdéw wyrdznijmy czterech, podobnie
jak poprzednio oznaczmy ich przez A, B, C'i D. Sposréd nich najwieksza
gadula jest A i to on na poczatku zbiera informacje od wszystkich poza B,

C i D, wykonuje zatem n — 4 polaczenr (rys. 2a). Nastepnie wykonywany jest
ciag 4 polaczen: A—B, C—D (rys. 2b), B—C' i D—A (rys. 2c¢), po ktérym
wyroézniona czworka plotkarzy wie wszystko o wszystkich. Wystarczy teraz, by
jeden z nich (powiedzmy, ze znowu A) podzielil sie swa wszechwiedza, dzwoniac
do pozostalych n — 4 plotkarzy (rys. 2d). W ten sposéb dokonala sie pelna
wymiana informacji za pomoca (n —4) +4 + (n — 4), czyli 2n — 4, polaczen.

Okazuje sig, ze powyzszy, dos¢ banalny, schemat polaczen jest optymalny — nie
jest mozliwa pelna wymiana informacji za pomoca mniejszej liczby rozméw
telefonicznych. Uzasadnieniu tego faktu poswiecona jest dalsza cze$¢ artykutu.
Niech X bedzie szukang, optymalna liczba potaczen; chcemy wykazaé nieréwnosé
X > 2n — 4. Rozwazmy dowolny ciag X polaczen prowadzacych do pelnej
wymiany informacji (takie ciagi bedziemy nazywaé optymalnyms). Jesli na
rysunku zaznaczymy wszystkie wykonane potaczenia, to dowolnych dwéch
plotkarzy bedziemy mogli potaczyé¢ droga utworzona z narysowanych kresek
(gdyz inaczej nie poznaliby wzajemnie swoich tajemnic). Profesjonalnie rzecz
ujmujac, uzyskany w ten sposob graf jest spdjny. Grafy spojne maja zas to do
siebie, ze liczba wystepujacych w nich krawedzi nie moze by¢ mniejsza od liczby
wierzchotkéw pomniejszonej o 1, skad wnioskujemy nieréwnosé¢ X > n — 1.

Zaznaczmy teraz na rysunku pierwsze n — 2 polaczenia. Tak uzyskany graf
jeszcze nie jest spdjny, ma co najmniej dwie spdjne skladowe, czyli spdjne
zbiory wierzcholkéw. Mozna powiedzie¢ nawet wiecej — istnieja co najmniej dwie
spéjne skladowe bedace drzewams (co oznacza, ze nie maja cykli). Sposréd tych
drzewiastych sktadowych wybierzmy dwie o najmniejszej liczbie wierzchotkow

i oznaczmy je T; oraz T3 (przy czym 7Tp jest nie mniejsze od Tz, tzn. |T1| < | T2/,
por. rys. 3). W ten sposéb kazdemu optymalnemu ciagowi polaczen mozemy
przypisa¢ dwie liczby: |T7| oraz |71 U T2|. Wybierzmy teraz taki optymalny ciag,
ktéry

() minimalizuje |71 U 73|,
a jesli takich ciggdw jest wiecej niz 1, to sposréd nich wybierzmy dowolny, ktéry
(ee) minimalizuje |77|.

Udowodnimy najpierw, ze przy takim wyborze optymalnego ciggu zachodzi

|71] > 1. Przypusémy przeciwnie. Sktadowa T; sklada sie z jednego plotkarza,
nazwijmy go Antkiem. Po n — 2 polaczeniach nie zdradzil on jeszcze nikomu
swojego sekretu. Rozwazany ciag jest jednak optymalny, wiec tajemnica A musi
w kolejnych rozmowach zosta¢ rozpowszechniona wsréd wszystkich plotkarzy.
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W szczegolnoscei, graf ztozony z tych kolejnych potaczen musi byé¢ spéjny, jest ich
zatem co najmniej n — 1. Wraz z poczatkowymi potaczeniami daje to w sumie
2n — 3 rozméw. Na poczatku artykutu wykazaliSmy jednak nieréwnosé X < 2n — 4
(wskazujac ciag 2n — 4 rozméw skutkujacych wymiana informacji), zatem
przypuszczenie |T1| = 1 doprowadzilo nas do sprzecznosci.

Dalsza cze$¢ rozumowania oparta jest na nastepujacej, dos¢ oczywistej,
obserwacji, ktéra nazwiemy Zasada Wymiany (w skrécie ZW, nie myli¢ z , Zaraz
Wracam”):
Jesli w optymalnym ciggu rozmow wystepujg bezposrednio po sobie dwa
polgczenia, angazujgce czterech rézinych rozmowcow, to te dwa polgczenia
mozemy zamienic¢ kolejno$ciq, a otrzymany w ten sposob cigg wcigz bedzie
optymalny.

Aby ugruntowaé¢ oczywistosé ZW, dodajmy jeszcze, ze oba opisane w niej
potaczenia rownie dobrze mogtyby odby¢ si¢ réwnoczesnie — ich kolejnosé nie
moze mie¢ zatem znaczenia dla rozpowszechniania sie plotek.

Wiemy juz, ze w opisanym przez wymogi (e) i (ee) optymalnym ciagu zachodzi
|71] > 1. Niech ¢; bedzie ostatnim polaczeniem (wérdd pierwszych n — 2)
wykonanym przez plotkarzy przynaleznych do 7; (i = 1,2). Po zabraniu ¢;
drzewo T; rozpada sie na dwa poddrzewa; oznaczmy je T;; oraz Tia (rys. 4).
Zgodnie z ZW mozemy przesunaé polaczenia ¢y i co ,,na koniec kolejki” bez
straty optymalnosci. Zatézmy zatem, ze ¢; i co byly potaczeniami o numerach
odpowiednio n — 2 oraz n — 3. Pokazemy teraz, ze wszystkie nastepne potaczenia
rozrastaja sie” z c1, tzn. w kazdej kolejnej rozmowie co najmniej jeden

z rozmdéwcow moze zostaé polaczony ciggiem wezesniejszych rozmoéow z ktéryms
z uczestnikéw c;.

Przypusémy, ze jest inaczej. Niech d bedzie pierwsza rozmowa, ktéra o tym
$wiadezy (tzn. wezesniejsze, az do ¢, ,rozrastaly sie” z ¢; i g, patrz rys. 5).
Na mocy ZW mozemy (bez straty optymalnosci) zamienié¢ rozmowe d

z poprzedzajaca. .. i jeszcze poprzedzajaca... i jeszcze... i tak az dojdziemy do
rozmow cj i co. Dokonajmy jeszcze zamiany z cj, tak by mie¢ w reku optymalny
ciag rozmoéw, w ktérym cs i d s3 rozmowami o numerach odpowiednio n — 3
in—2 (rys. 6). Prayjrzyjmy sie plotkarzom, kt6rzy uczestniczyli w rozmowie d.
Co najmniej jeden z nich musi by¢ czescia 71, inaczej nasz nowy optymalny
ciag rozméw przeczyltby wymogowi (e), gdyz | 711 U T12| < |T1 U Tz|. Bez

straty ogoélnosci przyjmijmy zatem, ze jeden z rozméwcéw nalezy do Ti2. A co

z drugim?

— Gdyby nie nalezal do T3 U T3 (rys. 7), to znéw otrzymujemy sprzecznosé z (e),
gdyz |T11 U T3] < |T1 U T2|. W ten sam sposéb odrzucamy mozliwosé
przynalezenia drugiego rozmoéwcy do Tio.

— Gdyby nalezal do T (rys. 8), to warunek (e) nie jest co prawda naruszony,
gdyz drzewa Ti1 oraz Tio—72 (tzn. ,zrosniecie” drzew Ti2 i T2) maja
sumarycznie tyle samo wierzchotkéw co 77 oraz 7. Nasz wyjsciowy
optymalny ciag polaczer mial jednak w drugiej kolejnosci realizowaé (ee),
co jest w tym przypadku naruszone, gdyz |T11| < |T1]-

Ostatecznie drugi rozméwea musi byé czescia T11. Ale wtedy mozemy znéw
skorzystaé¢ z ZW i przesunaé polaczenie ¢y na tuz po ¢; (tak, aby polaczenia

d i ¢ byly wykonane jako (n — 3)-cie i (n — 2)-gie, rys. 9). Uzyskany optymalny
ciag polaczen przeczy jednak (e), gdyz [T21 U Tao| < |T1 U T3] (rys. 8).

Uf, pracowicie uzasadnilisémy, ze poczawszy od polaczenia o numerze (n — 1)
wszystkie ,rozrastaja sie” od ¢; i co. Niech « i § beda prywatnymi sekretami
plotkarzy, ktorzy wzieli udzial w rozmowie c¢;. Zastanéwmy sie nad liczba
plotkarzy, ktérzy jednoczesnie wiedza o « i 3. Przed rozmowa ¢ nie ma takich
os6b. Bezposrednio po rozmowie ¢; mamy dokladnie dwoch takich plotkarzy,
czyli uczestnikéw c;. Z naszego odkrycia dotyczacego ,rozrastania z c; i ¢o”
wynika, ze z kazda kolejna rozmowa liczba interesujacych nas plotkarzy wzrasta
o co najwyzej 1. Plotkarze nie spoczna, dopdki wszyscy nie dowiedzg si¢
wszystkiego, w szczegdlnoscei po zakoriczeniu wszystkich rozméw nasza liczba jest
rowna n. Wynika stad, ze po rozmowie ¢; musialy mie¢ miejsce co najmniej n — 2
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rozmowy, wszystkich rozméw musiato by¢ zatem co najmniej 2n — 4. Poniewaz
mieliSmy do czynienia z ciagiem optymalnym, nieréwnos$é¢ X > 2n — 4 zostala
udowodniona.

Przedstawiony problem zaczal krazy¢ wérod matematykéw na poczatku

lat 70. XX wieku i bardzo szybko doczekal sie rozwigzania (np. [1]). Powyzszy
dowdd zaczerpniety zostal z pracy [2], w ktérej w pelni przeanalizowano
sytuacje blizsza wspoélczesnym udogodnieniom technologicznym, mianowicie
plotkarze moga wymienia¢ si¢ informacjami podczas konferencji, w ktorych moze
uczestniczy¢ co najwyzej K oséb. Mozliwych uogdlnien i zwiazanych z tematem
pytan jest zreszta bardzo wiele i do dzi$ pojawiaja sie publikacje (np. [3]),
ktorych zrédta mozna doszukaé sie w naszej wdziecznej zagadce. Plotka glosi, ze
nie jest to ostatni raz, kiedy pojawia sie ona w Delcie.

O sztuce zadawania pytan Damian NIWINSKI*

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

T

Rozwigzanie zadania M 1729.
Nie. Rozwazmy prostokat o bokach 2
i V3 podzielony w nastepujacy sposéb:

— No to do jutra! Czy spotkamy sie zndéw o dziesigtej rano?

— Niestety, Jasiu, rano nie moge, mam probe orkiestry. . .

— Aa. .. Nie wiedzialem, Malgosiu, Ze grasz w orkiestrze! Na jakim instrumencie?
— Zgadnij! — Malgosia usmiechnela sie. — Mysle, Ze wystarczq ci trzy pytania.
Jestes przeciez matematykiem.

— No céz. .. wspolczesna orkiestra liczy kilkadziesigt réznych instrumentéw. Ale,
choé znamy sie juz od tygodnia, jeszcze nie widziatem cie z futeratem. Chyba
wiec twdj instrument nie jest latwo przenosny. Moze kontrabas, moze fortepian,
moze perkusja. .. — Jas zamyslil sie.

— Czy Twaoj instrument ma struny?

— Nie!

— A Klawiature?

— Tak!

— A zatem sq to organy. .. musze koniecznie cie ustyszed!

— Zapraszam na koncert, za tydzien gramy Symfonie Organowq Saint—Saénsa!

X ok x

Jas poradzil sobie w dwdch pytaniach, choé¢ zapewne mial troche szczescia.
Zadawanie pytan tak, by wyciagna¢ maksimum wiedzy, bedzie tematem naszych
rozwazan. Bedziemy zwykle dopuszczaé tylko dwie odpowiedzi: tak lub nie.
Wiekszo$¢ pytan da sie sprowadzié¢ do tej postaci, czasem przez zastapienie
jednego pytania seria, jak to bylo z pytaniem o instrument w powyzszej
rozmowie. Spojrzmy na rzecz abstrakcyjnie. Chcemy obmysli¢ taka strategie
zadawania pytan, by jak najszybciej dojé¢ do celu. Gdy poszukiwany obiekt
pochodzi ze zbioru o n elementach, o ktérych niewiele wiemy, to rozsadna
strategia jest podzielenie naszego zbioru na dwie czegsci o tej samej licznosei (byé
moze z dokladnoscia do jednego elementu) i zapytanie, czy nasz obiekt znajduje
sie w pierwszej czesci (jesli nie — jest w drugiej). Dalej postepujemy w ten sam
sposéb, az nasz zbidr stanie si¢ jednoelementowy. Proces ten mozna przedstawié
jako drzewo, gdzie wezlami sa pytania, a przejscia w lewo lub w prawo zaleza
od otrzymanych odpowiedzi. Na przyklad, gdy poszukiwany obiekt jest jedng

z 8 liter a, b, ¢, d, e, f, g, h, nasza strategia moze wygladac tak:

a...d|e...h
a,b|c,d/ \e,f\g,h
a |b cld el f glh
v X N v N N

a b c d e f g h
Kiedy otrzymamy odpowiedzi: tak, nie, tak, wiemy, ze poszukiwanym obiektem
jest c. W kazdym przypadku zadamy 3 pytania, czyli binarny logarytm z n = 8.
Ogolnie, gdy 2% < n < 2*1 wtedy postepujac w podobny sposéb zadamy & lub

k+ 1 = [log, n] pytan, co mozna latwo sprawdzi¢ przez indukcje po n.

8



Dla dowolnego n strategia symetryczna

zawsze gwarantuje najlepsza $rednia, ale
dla n niebedacych potegami 2 strategia

niesymetryczna moze czasem by¢ réwnie
dobra.

@

Rozwigzanie zadania M 1730.

Na poczatku zauwazmy, ze w kazdym

ruchu liczba liczb na tablicy zmniejsza si¢

o 1. Ponadto suma liczb si¢ nie zmienia,

gdyz

a+b+c+(a+b+c)=
=(a+b)+(b+c)+ (c+a).

Réwnosé
(a+b)>+Ob+c) +(c+a)?=
=a? +b2 +(:2 +(a+b+<z)2

pokazuje, ze suma kwadratéw réwniez nie
ulega zmianie. Wobec tego jesli
ai,az,...,a, oznaczaja liczby, ktére sa
w pewnym momencie wypisane na tablicy,
to

n

1
E ai = 5 + 20222023,

i=1

p 1
E alz = r 2022 - 2023 - 4045.
o]
i=1

Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza
mamy

wiec
(42022 - 2023)*

T —— =~ 1516,9.
§ - 20222023 - 4045

n =

Oznacza to, ze proces musi skonczy¢ si¢

po mniej niz 2022 — 1516 = 506 sekundach,

a to mniej niz 9 minut.

Gdyby jednak Jas uzyt tej strategii dla instrumentéw w orkiestrze symfonicznej,

nie osiagnaltby szybko celu. Pozostajac przy przykladzie z literami — sprébujmy

innych strategii. Mozemy stawiaé pytania mniej symetrycznie, na przyktad
a,byc|d...h

— [

a |b,C dvelfvgvh
a/ \b|c d|e/ flgh
N <N YO
b c d e f glh
Y
g/ h

Wtedy dla litery a zadamy tylko 2 pytania. Jednak srednia liczba pytan
jest rowna

(24+5-3+2-4)- & =34,
a wiec gorzej; podobnie bedzie dla kazdej innej niesymetrycznej strategii.

Co innego, gdy o naszych obiektach juz co$ wiemy i niektérych spodziewamy sie
bardziej niz innych. Tak bywa w rzeczywistym Swiecie, a takze w popularnej
grze w 20 pytan, o ktérej w|AYY pisal Wojciech Guzicki. Ujmujac rzecz
matematycznie, poszukiwany obiekt jest warto$cia pewnej zmiennej

losowej X, przyjmujacej warto$ci w skoniczonym zbiorze X, wartos¢ x

z prawdopodobieristwem Pr(X = x), w skrécie Pr(z). Gdy rozklad jest jednostajny,
wartos¢ oczekiwana liczby pytan jest srednia arytmetyczna. Jesli jednak na
przyktad

Pr(a) =, Pr(b) =Pr(c) = Pr(d) = Pr(e) = Pr(f) = 5, Pr(g) =Pr(h) = 15,
to oczekiwana liczba pytan przy naszej drugiej strategii jest rowna
2-7+5-3-34+2-4- & =21,

a wiec lepiej niz dla strategii symetrycznej!

Jaka idea kryje sie za nasza nowa strategia? Ot6z zamiast dzieli¢ zbior na czesci
o réwnej (lub prawie réwnej) licznosci, dzielimy go teraz na czesci o mozliwie
bliskich prawdopodobienstwach. W naszym przykladzie sa to nawet réwnosci:
Pr(X € {a,b,c}) =Pr(X € {d,e, f,9,h}), Pr(X € {d,e}) =Pr(X € {f,g,h}),

i podobnie jest w kazdym wezle drzewa.

Zapamietajmy: pytanie jest najpomocniejsze wtedy, gdy obie dopuszczalne
odpowiedzi sa jednakowo prawdopodobne.

Wracajac do przykladu: czy wartosé 2% jest dla zadanego rozkladu optymalna?

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwa sa tu szczegdlnej postaci: (%)e, gdzie ¢
jest liczba naturalna. Natomiast liczba pytan prowadzaca do obiektu o takim
prawdopodobienistwie jest przy naszej strategii wlasnie rowna ¢. Wartos¢
oczekiwana liczby pytan wyraziliSmy wiec formutla:

1

1) H(X) = 3 Pr(e) loga s

zeEX
(do oznaczenia H(X) powrdcimy za chwile). Widzimy, ze im bardziej
prawdopodobny jest dany obiekt, tym szybciej zostanie odgadniety, co wydaje
sie rozsadne. Istotnie, dla prawdopodobienstw bedacych catkowitymi potegami %
formuta gwarantuje optymalno$¢, co mozna sprawdzi¢ przez indukcje
po n. Co jednak z przypadkiem ogdlnym? Problemem moze byé Pr(z) = 0,
co zalatwiamy konwencja, ze 0 - log, % =0, gdyz limy_,o y log, % = 0. Wtedy
formuta ma zawsze sens, ale liczby log, Pr(z) moga nie by¢ catkowite —
i wtedy nie sa liczbami pytan w zadnej strategii.

Ot6z metodami analitycznymi mozna wykazaé, ze oczekiwana liczba pytan S(X)
spelnia przy kazdej strategii nieréwnosé
(2) H(X) < S(X),

a przy optymalnej odlegtos¢ miedzy tymi wielko$ciami jest nie wieksza niz 1.
Zaleznosé te odkryl Claude Shannon, ktéry w swojej pionierskiej pracy
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Anegdota podana za: Jimmy Soni & Rob
Goodman, A Mind at Play. How Claude
Shannon Invented the Information Age,
Simon & Schuster, 2017.

Kodowanie to taka funkcja ¢
przyporzadkowujaca literom (lub innym
obiektom) ciagi bitéw, ze z ciagu

c(s1)c(s2) ... c(sm) mozna jednoznacznie
odtworzy¢ cigg s152 ... Sm.
=
C ‘/?O
oG

Pamigtamy o naszej konwencji, ze
0 - log % =0.

L. .3

Rozwigzanie zadania M 1731.
Niech b = (n,z + 1)a + n. Wéwcezas

b2 +1= a? 4+1=0 (modn)
oraz

b2 +1= n?+1=0 (mod n? +1).

Poniewaz n i n% + 1 sa wzglednie pierwsze,

wiec n(n? 4 1) dzieli b.

z 1948 roku A Mathematical Theory of Communication wprowadzil funkcje H
i nadal jej nazwe entropii, podobno za rada Johna von Neumanna.

»Po pierwsze, jest to solidny termin w fizyce — mial powiedzie¢ wybitny
matematyk mtodszemu koledze — a co wazniejsze, nikt do konca nie wie, co to
jest, co da panu atut w dyskusji”.

W istocie nieréwnosé odnosi sie nie tylko do strategii zadawania pytan, ale
takze do kodowania wartosci zmiennej losowej przez ciagi bitow o zmiennej
dlugoéci. Na przyklad nasze powyzsze strategie wyznaczaja takie kodowania:

a b ¢ d e f g h
000 001 010 011 100 101 110 111
00 010 011 100 101 110 1110 1111

Celem jest tu osiggniecie minimalnej $redniej dlugosci zapisu, co stanowi
zagadnienie kompresji, o ktérym w obecnym numerze Delty pisze na stronie 15
Tomasz Kazana, a w Al pisal Jarostaw Duda.

Teoria informacji
Co wlasciwie wyraza funkcja H?

Shannon podjal pytanie, jakie w polowie XX wieku nabrato szczegdlnej

wagi: jak skutecznie przesylaé¢ informacje pomimo zaklécenr na laczu. Nie
chodzi tu o eliminacje przeklaman, ale o komunikacje pomimo nich: np. gdy

w ciagu zer i jedynek przeklamaniu ulegnie kazdy bit, oryginalna wiadomosé
odtworzymy bez trudu! Studia nad tym problemem doprowadzity Shannona do
matematycznej definicji informacji, niezaleznej od treéci, jakich dana informacja
dotyczy.

Dla ilustracji przypusémy, ze rzucamy dwukrotnie kostka do gry i chcieliby$my
poznaé¢ wyniki obu rzutéw, ale dane jest nam jedynie poznaé¢ ich sume lub ich
iloczyn. Ktéra opcja da nam wiecej informacji? Intuicja podpowiada, ze to
pytanie ma jaki$ sens — teoria Shannona pozwala $cisle na nie odpowiedzie¢.

Uzyteczne jest pojecie entropii zmiennej losowej Y (przyjmujacej wartosci

w zbiorze V) pod warunkiem zadanym przez zmienng losowa X. Otéz

jesli ustalimy warto$¢ = przyjmowana przez zmienna X (z niezerowym
prawdopodobienistwem) i rozwazymy prawdopodobienstwa warunkowe

Pr(Y =y | X = z), w skrécie Pr(y | z), to mozemy utworzyé wielkosé analogiczna
do formuty :

1
(3) H(Y | z) —y%Pr(y | ) - log, Prly [ 2)"

Jedli teraz udrednimy te wielkos¢ po x, otrzymamy entropie warunkowg:

(4) HY | X)=> H(Y |z) Pr(X = ).

reX
Zauwazmy, ze gdy Y zalezy funkcyjnie od X, tzn. dla kazdego = takiego, ze
Pr(x) > 0, istnieje y takie, ze Pr(y | x) = 1, wtedy Pr(y | z) - logy m jest
zawsze zerem i w konsekwencji H(Y | X) = 0. Kiedy natomiast X i Y sa
niezalezne (czyli Pr(y | ) = Pr(y)), wtedy H(Y | X) = H(Y). Ot6z Shannon

zdefiniowal wzajemng informacje miedzy zmiennymi X i Y jako réznice:
(5) I(X;Y)=HY)-H(Y | X).

Mozna udowodnié, ze wielko$¢ ta jest zawsze nieujemna, a takze ze

I(X;Y) =1(Y; X). Z wlasnosci entropii warunkowej wynika, ze dla X

i Y niezaleznych wzajemna informacja jest zerem, a maksymalna warto$é
min(H (X), H(Y)) osiaga przy zaleznosci funkcyjnej miedzy nimi. W pewnym
sensie I(X;Y') jest miara zaleznosci miedzy X i Y. Czytelnik ma prawo uwazaé te
definicje informacji za nieco abstrakcyjna, dlatego zilustrujemy ja jeszcze jednym
przykladem, powracajac do tytutowego problemu: sztuki zadawania pytan.

10


http://www.deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta.pdf

Hobbit ma przed soba n ponumerowanych skrytek.
W jednej z nich znajduje sie pierscien. Dla ulatwienia
przysztych rachunkéw zakladamy, ze n jest podzielne
przez 6. Hobbit chce znalezé pierécien, ale nie ma dosé
czasu, by przejrzeé wszystkie skrytki. Z pomoca $piesza
dwa trolle, z ktérych pierwszy gotéw jest wskazad,
w ktorej polowie skrytek znajduje sie pierscien: czy
o numerach w przedziale [1,%], czy w [§ +1,n].
Drugi troll gotéw jest wskazaé, w ktoérej czesci trzeciej,
czyli w ktérym z przedzialéw [1,2], [2 4+ 1,22] lub
[2% + 1,n] znajduje si¢ pierscieni. Problem w tym, ze
pierwszy troll co trzeci raz ktamie, a drugi ktamie
co drugi raz. Hobbit moze zadaé¢ tylko jedno pytanie.
Ktérego trolla bardziej warto pytac¢?

Jak widzimy, drugi troll daje dokladniejsza informacje,
ale niestety czesciej ktamie. Czytelnik moze zastanowié
sie przez chwile, jak sam podszedlby do tego
zagadnienia. Mozemy zauwazy¢, ze gdyby hobbit
przeszukiwal skrytki po kolei, a pierScien znajdowatl
sie — pechowo — w ostatniej skrytce, to przy
wskazowce pierwszego trolla oczekiwany czas bylby
5+ % ‘n= % -n, a przy wskazéwce drugiego

5 (5 +n), a wigc tyle samo. Gdyby natomiast
losowal ze wskazanego obszaru, to w pierwszym
przypadku szansa sukcesu bytaby % -2 = 4 5 w drugim

NN

n ~ 3n’
% . % = %, a wiec lepiej. Ale mozliwych jest wiele innych
strategii. . .

Ot6z nasz hobbit postanowit obliczy¢, ktora odpowiedz
da mu wiecej informacji. Polozenie pierScienia opisuje
zmienna losowa R o wartosciach 1,2,...,n, odpowiedz
pierwszego trolla zmienna T; o wartosciach 1,2 (ktéra
poléwka), a drugiego trolla zmienna 75 o wartosciach
1,2, 3. Nie wiedzac nic wiecej, hobbit zalozyl, ze rozklad
zmiennej R jest jednostajny, a pierwszy troll decyduje
si¢ na ktamstwo z prawdopodobienstwem % niezaleznie
od wartosci R, czyli

PI‘(T1=’72T—‘ R:T>:§,
n

poniewaz prawdziwg podpowiedzig jest T} = f%}
Wynika stad, ze

i=1 =241

czyli T7 ma rozklad jednostajny. Poszukiwana wartoscia
jest

I(R;Ty) = H(Tv) — H(T1 | R),
przy czym, jak tatwo sprawdzic,

H(Ty) = 3logy 2+ 3log, 2 = 1.
Zeby obliczy¢ H(Ty | R), przypomnijmy formute (3).
W naszym przypadku dla kazdej wartosci R = r mamy

H(T) |r)= %log23+%log% :logQSf%

i w konsekwencji

I(R;Ty) = 2 —log, 3.

Przypadek drugiego trolla jest nieco bardziej skomplikowany. Jesli nawet

przyjmiemy, ze troll decyduje si¢ na ktamstwo z prawdopodobienstwem 1

2

niezaleznie od wartosci R = r, to zle wartosci sa dwie i wybér jednej z nich

w zaleznosci od r moze nawet co$§ hobbitowi podpowiadaé. Nie wiedzac nic
wiecej, hobbit zaklada, ze decydujac sie na klamstwo troll rzuca (uczciwa!)
moneta i w zaleznoéci od wyniku wskazuje jedna z dwoch czedci trzecich,

w ktorej pierécienia nie ma. Intuicja podpowiada, ze jest to — z punktu widzenia
hobbita — najgorszy przypadek; do tego szczegdtu jeszcze wrocimy. Przy tym
zalozeniu tatwo sprawdzié, ze rozklad zmiennej 75 jest réwniez jednostajny i

H(Ty) =33 -log, 3 =log, 3.

Natomiast dla kazdej wartoSci R = r wartosci zmiennej T przyjmowane sa
z prawdopodobienstwami warunkowymi, odpowiednio, % (dobra), i (zta),
i (zla). Dlatego, podobnie jak poprzednio, mozemy obliczy¢

H(Ty |r) = Flogy2+2- tlogy4 =3,

i taka jest tez wartos¢ H(T» | R). W konsekwencji

I(R;Ty) =log, 3 — 3.

Otéz okazuje sig, ze I(R;T») > I(R;T1), co mozemy sprawdzi¢ do$¢ prostym

Nieréwnosé sprowadza sie do
2logy 3 — 12 > 0, czyli 3" > 219,

rachunkiem, cho¢ réznica jest mniejsza niz 0,01. Tak wiec drugi troll ma —
wprawdzie niewielka — przewage. Wréémy jeszcze do zalozenia o rzucie moneta.

Czytelnik moze sprawdzié, ze przy kazdym innym ,sposobie ktamania” (ale
utrzymujac prawdopodobienstwo prawdy %) entropia warunkowa H (T3 | R) moze
sie jedynie zmniejszy¢é; problem w tym, ze zmniejszyé moze sie réwniez H (Ty),
kiedy rozklad T5 nie bedzie jednostajny. Mozna jednak wykazaé, ze logy 3 — %
pozostaje ograniczeniem dolnym, czyli drugi troll jest nadal lepszy.

Dalismy tu jedynie przedsmak teorii informacji, ktéra powiazana jest z wieloma
dziedzinami wiedzy: informatyka, fizyka, biologia, lingwistyka... Ale moze

sie nam przydac, ilekroé jestedmy gdzies pomiedzy catkowita pewnoscia

a kompletna niewiedza. Rozciaga si¢ tu bowiem continuum mozliwosci, ktore
warto bra¢ pod uwage — nie wyolbrzymiajac, ale i nie pomniejszajac ich

znaczenia.
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Paradoks informacyjny a zasady zachowania w fizyce

* Doktorant na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Kacper DEBSKI*

— Chcialbym przejrzeé te parskq powiesé. — I wyciggngl otwartg dlon.
— Niestety, nie moge tego zrobi¢ — odpart mistrz — spalilem jg w piecu.
— Przepraszam, nie moge w to wwierzyé — odpowiedzial Woland — to niemozliwe,
rekopisy nie plong. — Odwrécil sie do Behemota ¢ powiedzial: — Ano, Behemocie,

daj no tu te powiesc.

Kot momentalnie zerwal sie z krzesta i wszyscy zobaczyli, Ze siedziatl na grubym

pliku maszynopisow.

Jeszcze kilka lat temu zacytowany fragment powiesci
Michaita Buthakowa mégl by¢ zrozumiany tylko

w sposéb metaforyczny. Przyjrzyjmy mu si¢ jednak
naszym, wspélczesnym okiem, przywyklym do
spogladania na ekrany komputeréw. W czasach,

w ktérych pisanie powiesci kojarzy sie nam bardziej

z terkotem klawiatury niz z kalamarzem i gesim piérem,
latwo zrozumieé, ze cytat ten nie jest juz tak zupelnie
absurdalny, jak mogtoby sie nam poczatkowo wydawac.
Obecnie prawdopodobnie wiekszos¢ dostepnej literatury
powstaje przy uzyciu komputera. Pojedyncze stowa
skladaja sie z ciagéw bitow zapisanych na twardym
dysku. Czy w takich realiach faktycznie nie mozna
dostrzec namiastki obowiazywania zasady zakazujacej
zupelnego zniszczenia pliku ,rekopisu”? Dobrze wiemy,
ze sprawny informatyk bez trudu bedzie w stanie
przywrécié¢ pochopnie usuniety plik. Informacje (bity)
zapisane na dysku wciaz przeciez fizycznie na nim
istnieja, a uzytkownik jedynie traci do nich dostep,
przez co faktycznie wyglada to, jakby dokonal sie proces
niszczenia. Gdy myslimy wspoélczesnymi kategoriami,
cytat ten nie zaskakuje nas juz tak bardzo. To zupelnie
oczywiste, ze po zapisanym pliku zostaje jaki$ $lad.
Nawet jezeli jest on trudny do znalezienia, to okiem
fachowca mozna dostrzec jego istnienie. Jednak czy nie
to samo tyczy sie kazdego obiektu, ktéry kiedy$ istnial?
Co w takim razie z oryginalnym zdaniem z powiesci?
Czy faktycznie rekopisy nie plona? Postarajmy sie
wcieli¢ w role detektywa majacego ustali¢ utracong tresé
spalonego rekopisu.

Piszac swa powiedé, tytutowy mistrz postugiwat sie
maszyng do pisania, ale pu$émy wodze wyobrazni

i przypusémy, ze postugiwal sie staromodnym piérem,
starannie kreslac stowa powiesci. Czy w takim wypadku
nie mogliby$my spodziewac sie, ze na blacie stotu
pozostaly jakies slady? Dociskajac stalowke piéra

do kartki papieru spoczywajacej na polakierowanym
blacie biurka, mégl on minimalnie zarysowaé jego
powierzchnie. Nic poza ewentualnymi trudnosciami
technicznymi nie stoi na przeszkodzie, aby takie $lady
zarysowan zebraé, przeanalizowac, a nastepnie po
wielu godzinach zmudnych obliczen odtworzy¢ kazde
stowo utraconej powiesci. W tym miejscu w ramach
uczciwodci intelektualnej musimy wyjasnié, ze nawet
w przypadku postugiwania sie¢ maszyna do pisania
mozliwa bytaby podobna procedura badania $ladéw.
W tym wypadku nalezaloby zapewne skupi¢ si¢ na
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zuzywajacych sie elementach maszyny do pisania,
takich jak ruchome czcionki, walek, w ktory uderzaja,
i inne elementy. Jestem przekonany, ze mozemy sie
zgodzi¢, iz odpowiednio dociekliwy detektyw mogltby
odtworzy¢ utracony maszynopis. Idac dalej w naszych
rozwazaniach, mozemy pokusié si¢ o stwierdzenie, ze
gdybyémy tylko byli w stanie zbada¢ kazdy atom,
kazdy slad pozostaly po procesie pisania, to faktycznie
moglibysmy powiedzieé, ze rekopis raz napisany juz
nigdy nie zostanie utracony. Zawsze znajdzie sie
metoda pozwalajaca go odtworzy¢ na podstawie
zebranych dowodéw. Jednak co tak naprawde pozwala
nam formutowaé tego typu przypuszczenia? Na
zupelnie fundamentalnym poziomie jest to wiara

w obowigzywanie czego$, co moglibyémy roboczo nazwac
zasada zachowania informacji.

W tym miejscu warto zrobi¢ mata dygresje, aby
uswiadomi¢ sobie, ze zasady zachowania w fizyce, ktére
znamy ze szkoly, nie zawsze byty tak oczywiste, jak

sie to moze wydawaé. Podobnie jeszcze do niedawna
Swiadomo$¢ obowigzywania zasady zachowania energii
nie byta w pelni jasna, tak jak obecnie nie jest w pelni
jasne to, czy obowiazuje zasada zachowania informacji.
Historycznie jedna z pierwszych zasad zachowania, ktére
udatlo sie zrozumieé¢ w fizyce, byla zasada zachowania
pedu. Koniecznos¢ jej obowiazywania wynikata wprost
z definicji pojecia sity wprowadzonej przez Newtona.

7Z definicji sita miata odzwierciedlaé to, jak zmienia sie
ped pewnego ukladu (jednego obiektu badZ tez wielu
cial) wraz z czasem. Oznacza to, ze jezeli jesteSmy

w stanie zapewnié¢, ze zewnetrzna sita dzialajaca na
caly uktad bedzie dokladnie réwna zero, to zmiana
pedu tego uktadu réwniez bedzie zerowa. Innymi slowy,
ped bedzie staly. Weryfikacja takiego przypuszczenia
jest catkiem prosta. Wystarczy sprawdzi¢, co dzieje

sie z cialem, ewentualnie z wieloma ciatami, kiedy nie
dziataja na nie zadne sity. Czyz faktycznie w naszym
zyciu codziennym nie obserwujemy, jak raz poruszony
przedmiot porusza sie caly czas z tg sama predkoscia,
nie zmieniajac swojego pedu? Ot6z wlasnie nie.

W rzeczywistoéci materialnej istniejq sily tarcia,
ktérych praktycznie nie da sie¢ w pelni wyeliminowac.
Dopiero wykonujac serie eksperymentéw na specjalnie
skonstruowanym stole ograniczajacym wplyw tarcia na
ruch, mozemy potwierdzié¢ stusznosé wyprowadzone;j
zasady zachowania pedu.



Bardzo podobnie rzecz miala sie z zasada zachowania
energii, ktorej obowiazywanie jeszcze dluzej pozostawalo
ukryte przed ludzka $wiadomoscia. Poczatkowo

jedyng znang forma energii byla energia mechaniczna,
tzn. zwiazana bezposrednio z ruchem (energia
kinetyczna) badz tez zalezna od polozenia ciala (energia
potencjalna), ktéra dopiero potencjalnie w pewnych
sytuacjach mogla skutkowaé¢ ruchem; stad tez jej nazwa.

Chcac zbadaé zasade zachowania energii, mogliby$my
rozpoczaé¢ od sprawdzenia, jak jeden rodzaj energii
zmienia sie¢ w inny. Cialo podrzucone do gory wzlatuje,

a im wyzej sie znajdzie, tym mniejsza jest jego predkosc.

Cialo upuszczone spada, nabierajac coraz wigkszej
predkosci wraz z przebyta droga. Te i inne proste
eksperymenty moga uzmystowi¢ nam, ze faktycznie cos

jest na rzeczy z zasada zachowania energii mechanicznej.

Co jednak w sytuacji, w ktorej ze stotu zrzucimy kubek
z herbata i poczekamy, az roztrzaskany wyladuje na
podlodze? Poczatkowo kubek mial jedynie energie
potencjalng zwiazana z tym, ze zostal umieszczony

na blacie stolu znajdujacym sie na pewnej wysokosci
nad poziomem podlogi. W czasie lotu kubek obnizat
swoja wysoko$¢ wzgledem podlogi, rozpedzajac sie. Jego
energia potencjalna zmieniala si¢ w energie kinetyczna.
Co jednak stalo si¢ w chwili kontaktu z podloga? Kubek
roztrzaskal sie na male fragmenty, a herbata rozlata

sie po calej podtodze. Gdzie podziala sie cala energia
kinetyczna zgromadzona w kubku? Na pierwszy rzut
oka moze wydawac sig, ze zasada zachowania energii
przestala obowiazywac.

7 podobnymi problemami interpretacyjnymi borykali
sie ludzie zyjacy kilkaset lat temu. W miedzyczasie
liczne do$wiadczenia zdawaly sie sugerowaé, ze na
przyktad w wyniku tarcia cze$¢ energii dostarczonej
uktadowi w postaci pracy moze przeksztalcié¢ sie

w cieplo. Przykladem, ktéry odegral pewna historyczna
role w fizyce, byl proces wiercenia armat, ktory
zrewolucjonizowal pola bitew w XVIII wieku. Armata
przygotowana zgodnie z tzw. systemem Gribeauvala
byta odlewana w caloéci pelna, a dopiero pdzniej
starannie wiercono przewod w jej lufie, aby zapewnié¢
wysoka jakos¢ i precyzje wykonania. Zapewne niejeden
pracownik zaangazowany w produkcje tego typu armat
zauwazyl, ze produkowane w takim procesie metalowe
opitki bardzo si¢ rozgrzewaja. Praca wykonana w czasie
obracania wiertla mogta posrednio doprowadzi¢ nawet
do wrzenia wode, do ktorej zostaly wrzucone skrawki
metalu. Liczne prace dajace poczatek wspolczesnej
termodynamice pozwolily ostatecznie ustali¢ istnienie
kolejnej formy energii, ktéra to nazwano cieptem.
Poczatkowo jej istnienie (blednie) utozsamiano

z pewnego rodzaju substancja bedaca jej przekaznikiem.

Liczne falszywe tropy zaowocowaly takimi egzotycznie
brzmigcymi teoriami jak teoria cieplika czy flogistonu.

Bez watpienia najwazniejszy okazal sie jednak fakt, ze
ludzie utwierdzili sie w przekonaniu, iz raz powstala
energia nie ginie, tylko zmienia swoja forme. Nawet
odkrycie tak zwanego ciepta utajonego zwiazanego

z przemianami pomiedzy réznymi fazami skupienia
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nie doprowadzily ich do zwatpienia. Wspolczeéni

fizycy zrozumieli, Zze energia moze by¢ przekazywana
wewnetrznym skladnikom materii, co moze skutkowaé
zmiana stanu skupienia, na przyklad z lodu w wode.
Kolejnym krokiem milowym pozwalajacym zrozumieé
istote zasady zachowania energii byto opublikowanie
przez Einsteina jego stynnej teorii wzglednosci. Uczony
pokazal, ze energia kinetyczna, jaka znamy z fizyki
Newtonowskiej, jest tylko drobna czescia energii,

jaka obdarzone jest kazde cialo posiadajace mase.
Okazalo sie, ze energia i ped ciala stanowia jedna
nierozerwalng calo$¢, a zasada zachowania pedu, jak

i energii, jest tak naprawde tylko czedcia tak zwanej
zasady zachowania czteropedu. Ponadto teoria Einsteina
pokazata, ze nawet spoczywajace cialo ma energie,
ktéra mozna wykorzystaé. Tak narodzil sie¢ stynny
wzor, z ktérego wynika miedzy innymi olbrzymia
$mierciono$nos$é broni atomowej. W wyniku reakcji
jadrowej uwalniana jest energia zalezaca od tego, jaka
masa substancji promieniotwérczej ulegta rozpadowi.
Wyposazeni w wiedze z pogranicza historii i fizyki
mozemy w pelni zrozumieé, jak wazna role odgrywaja
zasady zachowania w nauce. Kolejne odkrycia pokazuja,
jak co$, co poczatkowo wymykalto si¢ zrozumieniu
uczonych, wkrétce ujawnia nowe, niezbadane dotychczas
rejony nauki. W pewnym sensie wspélczesna fizyka
znajduje si¢ obecnie w podobnej fazie rozwoju co
mechanika tuz przed wyjasnieniem praw termodynamiki
stojacych za przemianami ciepta. Panuje powszechna
wrecz zgoda co do ogdlnej stusznosci zasady zachowania
informacji w $wiecie przyrody. Wszystkie potwierdzalne
eksperymentalnie teorie sugeruja jej prawdziwosc.

Jest jednak jedna kwestia, ktora wymyka si¢ naszemu
zrozumieniu w zwiazku z zasada zachowania informacji.
Tym, co stanowi ten twardy orzech do zgryzienia

dla wspolczesnej fizyki teoretycznej, jest przedziwne
zachowanie czarnych dziur.

Zanim jednak bedziemy w stanie dokladnie zrozumie¢,
w czym tkwi problem, musimy wlozy¢ nieco wysitku
w zrozumienie tego, czym s same czarne dziury

i z czego wynika ich niecodzienne zachowanie.

Zacznijmy od bardzo prostego eksperymentu myslowego.
Wyobrazmy sobie rakiete startujaca z powierzchni
planety. Aby mogta ona zupelnie opuscié¢ glob i odlecieé
dowolnie daleko, musimy nadaé jej odpowiednio duza
predkosé poczatkowa, tym wieksza, im wieksza jest

sila przyciggania grawitacyjnego. Minimalna predkosé
pozwalajaca opusci¢ jaki$ obiekt astronomiczny to

tzw. predko$é ucieczki, ktora w skrajnym wypadku,

dla odpowiednio ciezkiej planety moze przekroczy¢
nawet predko$é¢ $wiatta. Teoria wzglednosci uczy nas,
ze aby rozpedzié¢ jakakolwiek rakiete do predkosci
wiekszej od predkosci swiatla, potrzebowaliby$my
nieskonczenie duzo energii, a to jest niemozliwe. Bazujac
na tak prostym rozumowaniu, mozemy przypuszczac,
ze jezeli tylko jakis obiekt astronomiczny bedzie
wystarczajaco masywny, to nic nie bedzie mogto opusci¢
jego powierzchni. Nawet $wiatlo okaze sie zbyt wolne,
poniewaz wymagana predko$é¢ ucieczki bedzie jeszcze
wieksza niz predkosé swiatla.



Eksperyment myslowy Alberta Einsteina
ilustrujacy, jak grawitacja oddzialuje na
$wiatlo, wyglada nastepujaco. Wyobrazmy
sobie winde. Kazdy z nas zna to uczucie,
kiedy winda rusza, jadac do géry, a my
czujemy, jak niewidzialna sila wgniata
nas w podloge. Z kolei kiedy winda
rozpoczyna ruch w dét, czujemy,
jakby$my lekko odrywali si¢ od podlogi.
Zdaniem twoércy teorii wzglednosci te dwa
zjawiska sg bardzo podobne do dzialania
grawitacji. W pewnym przyblizeniu nie
da sie¢ wrecz odréznié grawitacji od ruchu
z przyspieszeniem. W fizyce jest to znane
pod nazwa zasady réwnowaznosci. Majac
to na uwadze, wyobrazmy sobie promien
$wiatla wpadajacy poziomo do jadacej

w gore windy. Zgodnie z nasza wiedza na
temat $wiatla, promien ten bedzie
poruszal si¢ po linii prostej wzgledem
szybu windy. Pamig¢tajmy jednak, ze
$wiatlo porusza si¢ z pewng skoinczona,
acz bardzo duzg predkoécia,

i z perspektywy pasazera windy sytuacja
nie bedzie juz taka prosta. Zwréémy
uwage na to, co bedzie mogt
zaobserwowad pasazer omawianej windy.
W czasie, w ktérym $wiatto bedzie
pokonywagé szeroko$¢ szybu, winda zdazy
sig¢ troche przesungé¢ do géry. Jezeli
udaloby si¢ nam zanotowaé wysokosé, na
jakiej znajdowalo sie¢ §wiatto na poczatku
swego lotu przez winde, to okazaloby sig,
ze wysokos$é, na jakiej wylecialo ono

z windy, bylaby nieznacznie mniejsza ze
wzgledu na ruch samej windy. Gdyby
winda poruszala si¢ z jednostajng
predkodcia, to ostatecznie z perspektywy
pasazera windy tor §wiatla w windzie
nadal pozostaltby linig prosta, tyle ze
skierowana nieco do dotu wzgledem
poczatkowego poziomu. W skrajnej
sytuacji mozemy nawet wyobrazié¢ sobie
scenariusz, w ktérym swiatlto wpada do
windy, aby nastepnie uderzyé¢ w podloge.
Co wiegcej, jesli winda poruszalaby sig
ruchem przyspieszonym, to trajektoria
Swiatla przestataby by¢ liniowa, a swym
ksztaltem zaczetaby przypominacé
parabole. Majac na uwadze zasade
réwnowaznosci, ten prosty eksperyment
myslowy pokazuje nam, ze swiatlo
podlega grawitacji jak kazdy inny obiekt.
Moze nawet zosta¢ uwiezione przez silne
zrédlo grawitacji, czyli czarng dziure.

O dowodach na istnienie czarnych dziur,
za ktore przyznano Nagrode Nobla

w 2020 roku, pisaliSmy w A%g.

O promieniowaniu Hawkinga pisat w A?S
Sebastian J. Szybka.

Hipoteza zaproponowana przez Gerardusa 't Hoofta

i Leonarda Susskinda zaklada, ze cala informacja

na temat trojwymiarowego ciata lub calego rejonu
przestrzeni zawarta jest na powierzchni otaczajacej

to ciato badz tez region przestrzeni. Zgodnie z ta
hipoteza cata informacja na temat czarnej dziury

i wszystkiego tego, co do niej wpadlo, zawarta jest

na powierzchni samej czarnej dziury. Postugujac si¢
naszym przyktadem rekopisu, mogliby$my powiedzieé,
ze pomimo tego, ze wpadl on do czarnej dziury, to

Oczywiscie tego typu prosty argument nie udowadnia w zaden sposob, ze
podobny obiekt faktycznie istnieje, ani nawet tego, ze faktycznie swiatto podlega
takim samym prawom grawitacji, jak kazdy inny obiekt w przyrodzie. Aby moc
wyjadnié, co dzieje sie ze Swiatlem w poblizu zrédta grawitacji, musielibysmy
odwolac sie do kolejnej waznej teorii Alberta Einsteina, tak zwanej ogdlnej
teorii wzglednosci. By przekonac sie, ze takze $wiatto moze podlegaé¢ wpltywowi
grawitacji, mozemy postuzy¢ sie zaproponowanym przez samego tworce teorii
prostym eksperymentem myslowym, ktéry przytaczamy na marginesie.

Rozumiemy juz, czym jest czarna dziura. Jak jednak powiazac¢ ja z zasada
zachowania informacji? Wyobrazmy sobie naszego detektywa badajacego sprawe
zaginionego rekopisu. Poprzednio ustaliliémy, ze badajac slady pozostate po
napisaniu rekopisu, mozna bedzie ustali¢ jego pierwotne brzmienie. Wyobrazmy
sobie jednak, ze caly rekopis wraz z biurkiem i innymi materialnymi dowodami
powstania dziela trafil jakim$ cudem do wnetrza czarnej dziury. Zgodnie

z tym, co udalo sie nam wydedukowaé¢ na temat natury czarnych dziur, odtad
zaden sygnal, zadna informacja na temat rekopisu nie opusci juz jej wnetrza.
Wyglada na to, ze w takiej sytuacji nawet najlepszy detektyw nie zdola ustali¢
brzmienia rekopisu. Cala informacja wystana do czarnej dziury przepada w jej
wnetrzu. W tym momencie Dociekliwy Czytelnik moze zaprotestowaé, zwracajac
uwage na to, ze wciaz mozliwe jest wystanie ekspedycji ratunkowej do wnetrza
czarnej dziury. Mozliwe, ze taka ekspedycja juz nigdy nie wréci na Ziemie,

ale tres¢ rekopisu uda sie jej ustali¢. Faktycznie istnieje taka hipotetyczna
mozliwoéé. Okazuje sie jednak, ze Swiat fizyczny jest jeszcze ciekawszy i bardziej
niesamowity.

Zgodnie z teorig z pogranicza mechaniki kwantowej i teorii wzglednoéci czarne
dziury nie sa jednak tak do konica czarne. Okazuje sie, ze promieniujg one
promieniowaniem termicznym, tzn. S$wieca tak jak kazdy rozgrzany obiekt, tylko
ze temperatura, ktérg mozna im przypisaé, jest bardzo mala. To promieniowanie,
nazywane promieniowaniem Hawkinga, moze z czasem doprowadzi¢ do
wyparowania calej czarnej dziury. Oznacza to, ze czarna dziura moze zniknac,
a w jej miejsce pojawi si¢ promieniowanie termiczne tak samo chaotyczne,

jak to wydobywajace sie z rozgrzanej powierzchni Stonca. Promieniowanie
wydobywajace sie z parujacej czarnej dziury nie zalezy zupelnie od tego, co
zostalo do niej wrzucone. Zalezy jedynie od calkowitej masy zgromadzonej w jej
wnetrzu. Wracajac do naszego rekopisu — oznacza to, ze jesli tylko zaczekamy
wystarczajaco dlugo, to nie bedzie nawet gdzie wysla¢ ekspedycji ratunkowej

i cala wiedza na temat rekopisu przepadnie na wieki.

Fakt znikania informacji po wpadnigciu do wnetrza czarnej dziury nazywamy
paradoksem informacyjnym, poniewaz wyglada na to, ze informacja, majaca
by¢ kolejna wielkoscia zachowang w fizyce, ginie bezpowrotnie po przekroczeniu
granicy horyzontu zdarzen czarnej dziury. Odkad po raz pierwszy zauwazono
istnienie tego swoistego paradoksu dotyczacego znikajacej informacji, fizycy

nie raz starali si¢ podac jakies alternatywne rozumowanie ratujace zasade
zachowania informacji. Jednym z postulowanych wyjasnien majacych rozwiazaé
problem paradoksu informacyjnego jest tzw. zasada holograficzna.

odzyskaé. W ten sposéb wydaje sie, ze mozna rozwiazac
ten problematyczny paradoks, a takze ocali¢ prawo
zachowania informacji, jednak w $éwiecie nauki nie

ma co do tego pelnej zgody. Przez ostatnie 50 lat nie
udalo si¢ w catkowicie przekonujacy sposéb rozwigzac
tego waznego problemu. Nie wszyscy fizycy sa sktonni
zaakceptowaé prawdziwosé zasady holograficzne;j.
Istnieja takze inne, bardziej egzotyczne rozwigzania
tego paradoksu, jednak zadne z nich nie zyskato pelnego

jego obraz i wszystkie informacje o nim wciaz tkwig
,hamalowane” na powierzchni horyzontu zdarzen
i wystarczajaco dociekliwy detektyw wciaz mogtby je
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uznania. By¢ moze musimy jeszcze troche poczekaé na
nowe dane eksperymentalne, ktére rzucityby odrobine
$wiatla na problem zasady zachowania informacji.


http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/2020/11/29/nagroda-nobla-z-fizyki/
http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/grawitacja_i_wszechswiat/2018/04/07/Stephen_Hawking_1942_2018/

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

w

Rozwigzanie zadania F 1061.

Na powierzchni przewodnika
umieszczonego w polu elektrycznym
wytwarza si¢ taki rozklad tadunku,

ze wewnatrz przewodnika natezenie
wypadkowego pola (sumy pola
zewnetrznego i pola wytworzonego przez
rozktad tadunkéw na powierzchni) wynosi
dokladnie zero. Oznacza to, ze tadunki na
powierzchni sg zrédltem jednorodnego
pola —Ew calej objetosci kuli. Energia £
tego pola wynosi

1 2
E = —eggE7V,
2

gdzie ¢ jest przenikalnoscig elektryczna
prézni, a V' oznacza objetosé kuli (obszar
wystepowania pola 7ﬁ) Po wylaczeniu
zewnetrznego pola tadunki ,wracaja”

w polozenia, jakie mialy przed
wlaczeniem tego pola. Ich przeplywowi
towarzyszy wydzielanie ciepta Q w ilosci
réwnej energii pola £. W przypadku kuli
o promieniu 2R pole —FE wypelnia
objetosé 8 razy wieksza, a wiec po
wylgczeniu pola wydzieli si¢ ilos¢ ciepta
réwna 8Q.

Krotko o skracaniu Tomasz KAZANA*

Zal6zmy, ze chcemy zapisa¢ w pliku ditugi tekst sktadajacy sie wylacznie z liter
A, B, CiD. Przez plik bedziemy w tym artykule rozumieli dowolny ciag bitow,
to znaczy ciag przeplatajacych sie zer i jedynek.

Najprostszy i chyba naturalnie nasuwajacy sie pomyst jest nastepujacy: umoéwmy
sie, ze litere ,,A” bedziemy oznaczaé na przyklad jako 00, litere ,,B” jako 01,
,C” jako 10, a ,D” jako 11. Oczywiscie, poniewaz jedna litera wymaga do zapisu
dwdch bitow, to tak zapisany tekst zajmie 2n bitéw, gdy liter bylo n. Czy da sie
lepiej?

W ogélnosci (to jest weale nieoczywiste) nie, ale w pewnych szczegdlnych
okolicznoéciach — jak najbardziej. Na przyktad rozwazmy sytuacje, gdy litery
nie wystepuja rownie czesto. Powiedzmy, ze litera A znajduje si¢ na az 85%
pozycji calego tekstu, B — na 6%, C — na 5%, a D — na 4% pozycji. Przy takim
rozkladzie literek lepszy efekt da nastepujace kodowanie:
A=0,B=10,C=110,D = 111,

gdyz wynikowy plik zajmie tym razem:

0,85n -1+ 0,06n -2+ 0,05 - 34 0,04n - 3 = 1,24n
bitow.
Metadane

Gwoli Scistosci — plik opisany wyzej w praktyce zajmie zwykle nieco wigcej

niz te wyliczone wlasnie 1,24n. Dlaczego? Ot6z, aby mozliwe bylo odczytanie
pliku, gdzies musi by¢ zapisana informacja o szczegétach wybranego kodowania.
Mozemy sobie wyobrazié, ze jest ono znane z géry (bo na przyklad rozklad
literek wynika z jakiego$ zjawiska fizycznego, ktorego przebieg zapisujemy do
pliku) i wéwezas jest ono specyficzna cecha przyjetego na stale formatu naszego
pliku.

Czesciej jednak jest inaczej — zapisujemy jakas informacje do pliku, a wyboru
kodowania chcemy dokonywaé ,,na goraco”, na podstawie oceny aktualnych
danych. Wéwczas jednak format pliku musi uwzgledniaé, ze to sam plik opisuje
najpierw sposob kodowania, a dopiero potem — zawiera juz informacje wladciwa,
opisana za pomoca deklarowanego kodowania. W takim przypadku wszystkie
informacje poboczne, a wiec te niebezposrednio opisujace tresé pliku, jak
chociazby opis kodowania literek w naszym przyktadzie, nazywamy metadanymsi
i réwniez one muszg zosta¢ uwzglednione w wyliczeniach rozmiaru pliku
wynikowego.

Bardziej konkretnie, nasze przykladowe kodowanie moglyby opisywaé na
przyktad takie metadane:

00011100011111000111111101,
ktére skonstruowalidémy w nastepujacy sposéb: kazde stowo kodowe (np. 110)
jest zapisane poprzez zdublowanie kazdego swojego bitu (w tym przypadku:
111100), a role przecinka oddzielajacego kolejne stowa kodowe odgrywa
sekwencja 01. Latwo zauwazy¢, ze tak pomyslane metadane daje sie
jednoznacznie odczyta¢, w naszym przypadku do oczekiwanego komunikatu
0,10,110,111, (z przecinkiem na koricu).

Ostatecznie, uwzgledniajac uwagi o metadanych, np. zapis komunikatu
~AABAAACADA?” przy metodzie opisanej wyzej wygladatby nastepujaco:
00011100011111000111111101001000011001110.

Ogolnie: zapis komunikatu o n literkach w opisany sposob, przy rozkladzie
literek (85%, 6%, 5%, 4%), bedzie zajmowal dokladnie (26 + 1,24n) bitéw.

Bezprefiksowosé

Podany przyklad przekonuje nas, ze — jesli chcemy pliki zapisywaé skrétowo,
czyli, uzywajac fachowej terminologii, je kompresowaé¢ — warto rozwazy¢
dobranie specyficznego kodowania literek do ich rozktadu. Takie podejscie
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Czytelnik proszony jest o sprébowanie
formalnego pokazania, ze istotnie kazde
bezprefiksowe kodowanie jest
jednoznaczne w odczycie.

Anegdota gtlosi, ze David Huffman
rozwigzal opisywany problem w ramach
studenckiej pracy domowej, w ktoérej

jedno z zadan bylo problemem otwartym.

Rys. 1

zawiera jednak pewne ryzyko, nad ktérym przeslizgnelidémy si¢ w opisie wyzej.
Otd6z, jesli rézne literki sg opisywane stowami kodowymi o réznej dtugosci, to nie
mamy pewnosci co do jednoznacznosci odczytu! Spéjrzmy chociazby, co by sie
stalo, gdyby$my wybrali nieco inne kodowanie (wzgledem pierwotnego przykladu
zmieniliémy tutaj tylko jeden bit w stowie kodowym dla litery ,B”):

A=0,B=11,C=110,D = 111.

Przy takim kodowaniu plik (pomijamy metadane) 110111111 mégtby mieé
cztery rézne interpretacje: BABBB, BADD, CBBB oraz CDD...

Musimy wigc zachowywaé duza ostroznosc¢ i stowa kodowane dobieraé tak,

aby niejednoznacznos¢ odczytu nie byla mozliwa. Na szczeScie okazuje sie, ze
aby to osiagnaé, wystarczy (nie jest to warunek konieczny, ale wystarczajacy

i réwniez do$é wygodny) upewnié sig, ze zbiér proponowanych stéw kodowych
jest bezprefiksowy. To znaczy, ze zadne stowo kodowe nie jest prefiksem zadnego
innego. Wida¢, ze kodowanie z poczatku tekstu ma taka wlasnosé, ale to

po modyfikacji juz nie — chociazby stowo kodowe dla B jest prefiksem stowa
kodowego dla C.

O co zapyta rasowy matematyk?

Gdy juz wiemy (bo mamy przyklad), ze czasem dobranie kodowania do rozkladu
literek oplaci sie, to powstaje naturalne pytanie: jak szukaé¢ w takim razie
optymalnego kodowania, powiedzmy, przy zaltozeniu, ze ograniczamy si¢ do
kodowan bezprefiksowych (mozna pokazaé, ze to ograniczenie nie wplywa na
efektywnosé ostatecznego rozwiazania).

Okazuje sig, ze ten problem jest juz rozwiazany, a elegancka konstrukcja
pozwalajaca zawsze znalezé najlepsze rozwiazanie nazywa sie kodowaniem
Huffmana. Zanim przejdziemy do jego ekspozycji, wprowadzmy jeszcze pewien
wygodny graficzny sposéb opisu kodowania bezprefiksowego. Ot6z zbidr stéw
kodowych bedziemy reprezentowaé poprzez drzewo (tzw. drzewo kodowe),

w ktoérego lisciach beda zapisane literki, a Sciezka z korzenia do lidci bedzie
przedstawia¢ wybrane stowo kodowe. Reguta jest prosta — skret w lewo to 0,

a w prawo — to 1. Drzewko dla kodu, ktory analizujemy od poczatku tego
artykulu, bedzie wiec wygladalo jak na rysunku 1.

Majac te notacje, mozemy juz latwo opisa¢ algorytm budowania kodu Huffmana:

1. Niech X bedzie struktura przechowujaca pary: (drzewko kodowe; liczba
rzeczywista);
2. X zainicjuj nastepujaco: dla kazdej literki L o prawdopodobienstwie
wystapienia p wi6z do X pare: (pojedynczy wierzcholek z etykieta L; p);
3. Dopdki X zawiera co najmniej dwa elementy, wykonuj w petli:
e wybierz (i usuni) z X dwa elementy o najmniejszej drugiej wspdtrzednej —
oznaczmy je przez (Dy, p1) oraz (Da, pa);

e dodaj do X nowy element ( 0/\1 , P1 +p2>.
D; Ds

4. Gdy X ma juz tylko jeden element — zwrdé go jako wynik ustalania
optymalnego kodowania.

Dla czytelnosci obrazu przedstawmy jeszcze krok po kroku zawartoéé
struktury X w algorytmie Huffmana dla rozwazanego przez nas przypadku:

(4,0,85), (B,0,06), (C,0,05), (D,0,04) =
= (A,0,85),(B,0,06),< 0/\1 , 0,09) =

C D

0 1
. 0 ! A 0 1
= (4,085), [ 50 A1 , 0,15 | = 1
B 0 1
C

D
c D
Dowdéd faktu (wcale nie taki trudny!), ze podana konstrukcja zwraca wynik
optymalny, pozostawimy Czytelnikowi. Napiszmy tylko, ze uzyskany w ten
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Aby zblizy¢ si¢ do granicy teoretycznej
dowolnie blisko, stosuje si¢ pewne
sztuczki, np. tak zwane kodowanie
Shannona—Fano, ten temat niestety
wykracza poza ramy naszego artykulu.
Mozna go w wielkim uproszczeniu opisaé
jako zmiang alfabetu poprzez sklejanie
literek. A wiec — zamiast rozwazania
alfabetu (A, B, C, D), mozna analizowaé
(AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC, BD, CA,
CB, CC, CD, DA, DB, DC, DD)

z odpowiednio dobranym rozktadem.
Wéwcezas metadane opisu kodu beda rosty,
ale sam tekst wlasciwy — dzigki dobraniu
kodu Huffmana do ,lepszych” danych —
moze okazaé si¢ krotszy niz dla
klasycznego kodowania Huffmana dla
alfabetu (A, B, C, D).

Dosé arbitralne stwierdzenie, ze losowych
danych nie da si¢ kompresowaé, moze

zaintrygowac. Czytelnik Zlapany proszony
jest o dalsze poszukiwania, np. podazajac
w stron¢ pojecia ztozonosci Kolmogorowa.

@

Rozwigzanie zadania F 1062.

Niech polozenia gwiazd opisuja wektory
71 1 2. Wektor laczacy ich srodki
R=i— 7. Gwiazdy przyciagaja sie
wzajemnie silg grawitacji o wartosci:

Gmimo Gmimo
|71 — 722 R?
Réwnania ruchu majag postac:
d*7 R
mi—— = F—,
dt R
d*7 P
mog—— = —F—.
dt? R

Dla wektora R laczacego ich érodki
otrzymujemy réwnanie ruchu:
d*R Cmy + ma) R

— = —G(m1 +ma)—.

dt2 R3
Jest to réwnanie ruchu punktu
materialnego w polu grawitacyjnym masy
m1 + m1. Na podstawie prawa Keplera
mozemy wiec znalezé wartosé odleglosci
miedzy gwiazdami:

G(m1 + ma)T? /3
R=|——"7-—+77""— .
42

Scigle biorac, powyzszy wzor okresla
warto$¢ dlugiej pétosi orbity,

tj. najwigksza odleglto$¢ migdzy Srodkami
mas gwiazd w ich ruchu wzglednym.

sposéb stopien kompresji ma silny zwiazek z pojeciem entropii Shannona. Da sie
bowiem pokazaé, ze érednia dtugos¢ stowa kodowego w rozwazanym problemie
nie moze by¢ nigdy mniejsza niz entropia rozktadu literek. Nie dla kazdego
zestawu danych da sie ja uzyska¢ dokladnie, ale kod Huffmana daje zawsze
maksimum tego, co daje si¢ wycisna¢ dla danego zbioru i rozktadu literek.

Co wiecej, daje sie pokazaé, ze ten rezultat jest co najwyzej o 1 gorszy od
teoretycznego dolnego oszacowania wynikajacego z teorii entropii Shannona.

Jeszcze inne okolicznosci

Zasadniczo losowych danych nie da sie kompresowaé¢. Aby wiec cokolwiek

udalo sie zapisa¢ krécej, musimy znalezé jakies sprzyjajace okolicznosci. Wyzej
eksploatowaliSsmy okoliczno$é niejednostajnego rozktadu literek. Oczywidcie moga
wystapié¢ takze inne.

Na przyklad moze sie zdarzy¢, ze rozktad literek jest co prawda

ogOlnie jednostajny, ale juz niekoniecznie w pewnych fragmentach.

I mogtoby sie tez zdarzy¢, ze w pierwszej ¢wiartce danych rozktad wynosi

(85%, 6%, 5%, 4%), w drugiej — (4%, 85%, 6%, 5%), w trzeciej — (5%, 4%, 85%, 6%),
a w czwartej — (6%, 5%, 4%, 85%). Wéwcezas widaé, ze nie oplaca sie ustalié
jednego kodowania literek w catym pliku, jednak mozna/warto zmienié go kilka
razy. Bardziej trzeba si¢ napracowac, aby wymysli¢ odpowiedni opis metadanych
dla takiego przypadku, ale na pewno ostateczny rozrachunek bedzie korzystny.

Zupelnie inne jakos$ciowo zjawisko wystepuje w danych, w ktérych pojawiaja

sie czasem te same, bardzo dtugie bloki. Na przyklad rozwazmy tekst

ksiazki o taktyce pitkarskiej. W takiej pozycji zapewne frazy ,Real Madryt”,
,Tiki-Taka”, ,Zinedine Zidane” czy ,Gegenpressing” wystapia wyjatkowo czesto.
Moze sig¢ wiec oplacié ustali¢ (w ramach metadanych) dla tego typu czestych
fraz specjalne kodowanie, ktére sprawi, ze nie bedziemy musieli czesto powtarzaé
tych samych dtugich okreslen.

To jak w koncu dzialajag programy do kompresji?

Wspblczesne programy do kompresji (takie jak ZIP) sa rodzajami kombajnéw
wyposazonych w wiele réznorodnych algorytméw, przygotowanych na rézne
potencjalnie sprzyjajace kompresji okolicznoéci. Samo kodowanie zawiera istotna
i do$¢ skomplikowang strukture metadanych — musza one wszak opisywac
wybor konkretnej metody z dostepnej palety (byé moze rézny dla réznych
fragmentéw) oraz dodatkowe metadane wewnetrzne, specyficzne dla kazdej
ustalonej metody. W tym artykule podjeliSmy prébe naszkicowania takiego
rozumowania na przyktadzie jednej konkretnej, jak to okresliliSmy, okolicznoéci
sprzyjajacej. Czytelnik Zainteresowany Tematem znajdzie duzo ciekawych
informacji w Wikipedii i innych Zrédlach, ktore dosé szczegdlowo opisuja
zaréwno format metadanych, jak i konkretne algorytmy z palety dostepnych
mozliwosci.

Podkre$lmy jednoczeénie, ze — wobec powyzszego — dobry program do
kompresji nie tylko posiada bogaty zbior dostepnych narzedzi: musi dysponowaé
roéwniez wyrafinowanym algorytmem, ktéry jest w stanie duze dane szybko
przeanalizowaé (metodami stochastycznymi, ale nie tylko) oraz dobraé¢ do nich
skuteczng strategie wyboru narzedzi, opisaé ja poprzez metadane i ostatecznie
zakodowac. Nie jest to bynajmniej zadanie proste, a jednak oryginalne pomysty
wcigz sa mozliwe!

A moze co$ pominmy?

W tekscie o kompresji wypada dodaé co$ (choé nie jest to kompletnie tematem tego
artykulu) o tak zwanej kompresji stratnej. Otéz zauwazono, ze dla niektérych danych
efekt kompresji mozna uzyskaé nie dzieki zwieztosci zapisu poprzez sprytne kodowanie
— czasem godzimy sie po prostu na usuniecie czesci danych. Dzieje sie tak, gdy dobrze
wiemy, co opisuja dane i ktére informacje sg drugorzedne. W plikach muzycznych
mozemy na przyklad wycinaé niestyszalne dla czlowieka czestotliwosci dzwieku,

w grafice mozemy prébowa¢ zmniejszaé¢ palete barw albo rozmywaé fragmenty, ktérych
,»oko nie zauwazy”. Te metody wykraczaja poza informatyke teoretyczna, gdyz maja
swoje korzenie w fizjologii cztowieka. Sa natomiast bardzo skuteczne, a ich efektem sa
chociazby formaty plikéw MP3 czy JPG.
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Zapis nutowy niesie oczywiscie tylko czesé
informacji o tym, jak utwér powinien
brzmieé. Pozwala zakodowaé wysokosé
dzwigkéw, czas ich trwania i w jakims
stopniu zmiany tempa odtwarzania. To,
jak utwér ostatecznie zabrzmi, zalezy od
instrumentu, na ktérym zostanie
odegrany (albo gtosu, ktérym zostanie
od$piewany), i umiejetnosci muzyka,
ktéry dany instrument obstuguje, nie
méwiac juz o czyms$, co nazywa sie
minterpretacja”. Nie bez powodu
organizuje si¢ konkursy, w ktérych
uczestnicy Scigaja si¢ o nagrode za
najlepsze wykonanie tego samego utworu
muzycznego.

Dzwigk rozchodzi si¢ jako fala cis$nienia,
tzn. w danym punkcie, w ktérym ja
rejestrujemy, obserwujemy na zmiang
wzrosty i spadki cidnienia, a tym
odpowiadaja wzrosty i spadki gestosci
powietrza. Fala dZzwigkowa jest falg
podtiuzna (o rozréznieniu migdzy falami
podluznymi i poprzecznymi mozna
przeczytaé¢ w A?S).

Ludzkie ucho jest wrazliwe na
czestotliwosci z zakresu 16-20000 Hz,
przy czym czulo$¢ jest najwigksza

w okolicach $rodka tego przedzialu

(od 1 do 3 kHz). Ponadto czulo$é¢ zmienia
si¢ z wiekiem i zwlaszcza ten goérny prég
styszalnos$ci si¢ obniza.

Podany tu przyklad to tzw. mikrofon
pojemnosciowy. Istnieje wiele réznych
typ6éw mikrofonéw, ktérych dzialanie
opiera si¢ na innych zasadach niz opisana
tutaj. Ostateczny wynik ich dzialania jest
jednak zawsze taki sam: zamiana sygnatu
dzwiekowego na elektryczny.

Prad elektryczny, fotony i fale ciSnienia
Szymon CHARZYNSKI*

Otoczeni technologicznymi gadgetami, ktére dostarczaja nam wielu wygod,
tatwo sie do nich przyzwyczajamy. Wiele z nich to urzadzenia gromadzace

i przetwarzajace najrozniejsze rodzaje informacji. Za tym gromadzeniem

i przetwarzaniem stoja z kolei rézne zjawiska i procesy fizyczne, dzieki
zrozumieniu ktérych mozliwa jest budowa tych wszystkich umilajacych nam
zycie urzadzen. Jako przyktad niech postuzy nam dostep do muzyki. Jezeli

dzi$ ktos ma kaprys, zeby umili¢ sobie sprzatanie pokoju stuchaniem jednej

z symfonii Ludwiga van Beethovena w wykonaniu orkiestry symfonicznej, to ma
do wyboru dziesiatki réznych wykonan, ktore moze z serwiséw streamingowych
odtworzy¢ za pomoca urzadzenia wyposazonego w glosnik (moze to by¢ duza lub
mala skrzynka albo nawet miniaturowe urzadzenie mieszczace sie¢ w uchu).

Gdy nasz zyjacy 200 lat temu przodek chcial postuchaé tej samej symfonii,

to jedynym sposobem, aby ten cel osiaggnaé, byto zgromadzenie okoto setki
muzykow obslugujacych najrézniejsze instrumenty, ktérzy pod wodzg dyrygenta
wykonywali utwér na zywo. Jedyna dostepna forma utrwalania informacji

0 utworze muzycznym byl wowczas zapis nutowy. Aby utwor ustyszeé, nalezato
go za kazdym razem odegra¢ na nowo, wydobywajac dzwieki z instrumentow.
Dzwigk byl wéwczas bardzo ulotng formg informacji, a droga, jaka pokonywala
informacja, byla bardzo krétka: muzyk patrzyl na zapis nutowy i przy uzyciu
instrumentu przetwarzal go na fale dzwiekowa.

Teraz mamy powszechnie dostepne urzadzenia do rejestrowania i odtwarzania
dzwigku. Dla nas jest to oczywiste, ale dla naszego przodka sprzed dwustu
lat byloby z pewnoscia zaskakujace, ze skrzynka z membranami $piewa
glosem naszej ulubionej wokalistki albo gra jak cala orkiestra symfoniczna,
generujac dzwiek wszystkich instrumentéw jednocze$nie. Kazdy typ instrumentu
muzycznego ma swoje charakterystyczne brzmienie zwiazane z jego budowa

i zasada dzialania, a barwy glosow wokalistéw sa niepowtarzalne. Jak sie
chwile nad tym zastanowi¢, to nawet dla wspolczesnego odbiorcy moze by¢
to zaskakujace, jak taki niepozorny glosniczek jest w stanie wydoby¢ z siebie
dzwiek nie tylko kazdego instrumentu czy wokalisty, ale nawet dowolnej ich
kombinacji.

Kluczem do zrozumienia, jak to wszystko jest mozliwe, jest fakt, ze wynalazcy
urzadzen do utrwalania i odtwarzania dzwicku u$wiadomili sobie, ze jest on
po prostu forma informacji. Po pierwsze, kiedy na zywo stuchamy dzwigku
pochodzacego z wielu zrédel, to on i tak dociera do nas w postaci pojedynczej
fali dzwiekowej, ktora jest suma fal pochodzacych od wszystkich Zrédel. Po
drugie glosnik nie musi wiernie odtwarzaé takiej samej fali dZwiekowej, jaka
generowalo pierwotne zrédlo dzwigku. Wystarczy, ze fala ta bedzie kopia
wyjsciowej fali w takim zakresie, w jakim wrazliwe sa nasze uszy. Podobnie
jak nasze oczy sa wrazliwe tylko na fale elektromagnetyczne w ograniczonym
zakresie czestodei (nie widzimy podezerwieni ani ultrafioletu), nasze uszy sa
wrazliwe na fale dzwiekowe tylko z pewnego skonczonego przedzialu czestosci.
Tymi sktadowymi dzwigku, ktére sg spoza tego przedzialu, nie musimy
zawraca¢ sobie glowy ani w czasie rejestracji, ani odtwarzania, ani utrwalania
informacji o dzwieku, co ma kluczowe znaczenie przy konstruowaniu urzadzen
wykonujacych te zadania.

Wyrdznia sie dwa zasadniczo rézne sposoby utrwalania dZzwieku: analogowy

i cyfrowy. Najpierw ludzkosS¢ opanowala ten pierwszy, zajmiemy sie nim

wiec w pierwszej kolejnosci. Kluczowym elementem jest tutaj mikrofon.

W duzym uproszczeniu jest to urzadzenie, w ktérym fala dZzwickowa pobudza
do drgan jaki$ ruchomy element, a ten jest jednoczesnie skladowa obwodu
elektrycznego. Ruch tego elementu zmienia jego wlasciwosci elektryczne, co
wplywa na to, jak przez ten element przeptywa prad. Takim elementem moze
byé np. kawalek metalowej folii, ktory do pary z druga nieruchoma elektroda
stanowi kondensator. Drganie jednej z okladek kondensatora oznacza zmiane
odleglosci miedzy oktadkami, a zatem zmiane pojemnosci kondensatora.
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To z kolei powoduje pojawienie sie zmian napiecia na
kondensatorze, ktére to zmiany odwzorowujg zmiennosé
padajacej fali dzwigkowej. Zmienne w czasie ciSnienie
powietrza zamieniliSmy tym samym na zmienne w czasie
napiecie pradu. Nosnik informacji jest zupelnie inny, ale
sama informacja o zaleznosci sygnatlu od czasu jest taka
sama. Sygnal w postaci elektrycznej mozemy wzmocnié
i za pomoca wbudowanych w nie elektromagneséw
mozemy pobudzi¢ do drgania membrany glo$nikow,
ktore zamieniaja sygnal elektryczny z powrotem na
sygnal akustyczny. Jezeli chcemy dzwiek odtworzy¢
pdzniej, to musimy ten sygnat elektryczny jako$
zapisa¢. Dawniej robiono to, np. wykorzystujac tasmy
magnetyczne nawijane na duze szpule lub schowane

w malych kasetach magnetofonowych. Sygnat analogowy
mozna tez bylo zapisa¢ w postaci rowka o zmiennej
glebokosci na plycie winylowej. Odczyt nastepuje
wtedy za pomoca igly, ktéra jest wprawiana w drgania
mechaniczne w miare przesuwania sie wzdtuz rowka,

i dopiero ten sygnal jest przetwarzany na elektryczny,
ktory jest wzmacniany i przesylany na glo$niki.

W przypadku plyty winylowej zalezno$¢ amplitudy
dzwieku od czasu tlumaczona jest na zaleznoscé
glebokosci rowka od kata, co przy stalej predkosci
katowej obrotu ptyty odpowiada zaleznosci glebokosci
rowka od czasu.

Opisany powyzej sposob zapisu nazywa sie analogowym,
poniewaz prébujemy przebieg jakiejs funkeji (w tym
wypadku zalezno$é ci$nienia od czasu) odwzorowaé
réowniez jako funkcje ciagla, tak wiernie jak sie da.
Przepltyw informacji wyglada w tym przypadku
nastepujaco: dzwiek zamieniamy na zaleznos¢ napiecia
pradu od czasu, nastepnie tlumaczymy na zaleznosé
glebokosci rowka od kata na plycie winylowej (albo

na funkecje namagnesowania ta$my magnetofonowe;j).
Podstawowa wada takiego sposobu utrwalania
informacji jest niestety brak wiernosci w ttumaczeniu
sygnalu i jego kopiowaniu. Kazdy, kto pamieta
kopiowanie kaset magnetofonowych, wie, ze kopia
brzmi gorzej od oryginatu, a kopia kopii jeszcze gorzej
itd. Wielokrotne odtwarzanie tej samej ptyty czy
kasety réwniez prowadzito do ich zuzycia i pogorszenia
jakosci noénika.

Nietrudno sie zatem dziwié, ze zapis analogowy

zostal prawie catkowicie wyparty przez zapis cyfrowy.
Wspoélczeénie utrwalanie dzwieku najczeéciej wyglada
nastepujaco. Mikrofon odwzorowujacy zaleznosé
ci$nienia od czasu na napiecie pradu podtaczony jest
do przetwornika analogowo—cyfrowego. Ten ostatni
zamienia ciagla funkcje czasu na dyskretna, prébkujac
wartosci tej ciaglej funkcji w pewnym skonczonym
zbiorze punktow. Wartosci przypisywane punktom
pochodza réwniez ze skonczonego zbioru, powstajacego
z podziatu zbioru wartosci funkcji na skonczenie wiele
malych przedziatéw. W przypadku dzwieku takie
prébkowanie wykonuje sie zwykle 44 100 razy na sekunde
(44,1 kHz to miedzy innymi standard plyty CD).
Czestotliwo$¢ ta jest ponad dwa razy wicksza niz
gbérna granica czestotliwosci, na jakie wrazliwe jest
ludzkie ucho, czyli okoto 20 kHz. Wybér czestotliwosci
probkowania wynika z twierdzenia Nyquista—Shannona
o prébkowaniu — méwiacego, ze sygnal, ktory jest suma
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sygnaléw o czestotliwosciach ograniczonych z géry
przez pewna najwieksza czestotliwosé, mozna wiernie
zakodowac i odtworzyé¢, prébkujac go z czestotliwoscia
co najmniej dwa razy wieksza od tej najwigkszej
czestotliwosci. W praktyce oznacza to, ze najpierw
nalezy wyjéciowy sygnal przepuscié¢ przez filtr ttumiacy
wszystkie czestosci powyzej tych, na ktore wrazliwe
jest ludzkie ucho. Taki sygnal mozna potem wiernie
zakodowaé, prébkujac go, a nastepnie odtworzy¢. Nie
bedzie on oczywiscie identyczny z tym wyjSciowym,

a jedynie z tym odfiltrowanym (pozbawionym wyzszych
czestosei), ale dla ludzkiego ucha oba sa nierozréznialne.

Sygnal zakodowany cyfrowo mozna przechowywaé na
dowolnym nosniku (plyty CD, twarde dyski, pendrive’y
itp.), odtwarzaé i kopiowaé¢ w sposéb catkowicie
bezstratny, jak kazdy inny plik w komputerze (mozemy
oczywiscie stosowac stratna kompresje, ale jest to
kwestia naszej decyzji).

PrzesledZzmy wigc na zakonczenie przyktadowa droge,
jaka pokonuje informacja, kiedy wykorzystujemy

serwis streamingowy i stuchamy w bezprzewodowych
stuchawkach nagran z udzialem np. niezyjacego od
kilkudziesieciu lat wokalisty. Najpierw mikrofon
przettumaczyt fale dzwiekowa na sygnal elektryczny,
ktéry zostal utrwalony na tasmie magnetycznej.

7 taémy wyprodukowano plyte winylowa, co samo

w sobie jest skomplikowanym procesem, w ktorym
zapis jest wielokrotnie kopiowany — najpierw

powstaje tzw. ,plyta—matka”, z ktérej odciska sie
matryce, a nastepnie wykorzystuje sie je do tloczenia
wladciwych kopii trafiajacych do sprzedazy. Informacja
przechowywana przez wiele lat w postaci analogowej
(rowek na plycie) musiala byé w ktérym$ momencie
odtworzona i zdigitalizowana (tak jak to opisywaliSmy
wcezesniej). Aktualnie informacja w postaci bitowej jest
przechowywana na dysku jakiego$ serwera, w nieznanym
uzytkownikowi miejscu na $wiecie. Kiedy chcemy
danego utworu postuchaé, to zawierajacy go plik jest
przesytany w postaci impulséw elektrycznych w sieci
wewnetrznej serwerowni. Nastepnie jest tlumaczony

na impulsy optyczne i przesytany $wiattowodami.

W drodze do nas prawdopodobnie kilka razy zmienia si¢
fizyczny nosnik informacji z elektrycznego na optyczny
i z powrotem. Na koncu router Wi-Fi w naszym domu
zamienia sygnal na radiowy i informacja dociera do
naszego smartfona w postaci modulacji czestosci fali
radiowej. Nasz smartfon tlumaczy sygnal na jeszcze inny
standard komunikacji radiowej (bluetooth) i przesyla

do stuchawek, w ktorych znajduje si¢ przetwornik
cyfrowo-analogowy przetwarzajacy sygnat cyfrowy
znowu na analogowy w postaci zaleznosci napiecia
pradu od czasu. Prad pobudza do drgan membrane,
ktéra generuje z powrotem fale cisnienia dajaca nam
zhudzenie, ze stuchamy Spiewu zarejestrowanego
kilkadziesiat lat temu. DZwiek nie jest oczywiscie
identyczny z wyjsciowym, ale biorac pod uwage,

jak dhuga i skomplikowana jest droga, jaka do nas
przebyla informacja o tym, jak ten $piew wtedy brzmial,
zdecydowanie nie powinniémy narzekaé, tylko docenié¢
wysilek pokolenn naukowcow i inzynieréow, dzigki ktérym
to wszystko jest mozliwe.
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Staros$¢ roslin
Za oknem spadly z drzew ostatnie zétte liscie. Smieré liscia rozpoczyna sie
od sygnalu zwiastujacego spowolnienie fotosyntezy, co powoduje reakcje
rozkladu tylakoidéw (wewnetrznych blon chloroplastéw). Dotychczas
najcenniejsze skladniki odzywcze wytworzone w procesie fotosyntezy na obszarze
chloroplastéw ,,wysylane” byly do nasion, owocow, klaczy. Teraz lis¢ przechodzi
w faze degradacji chloroplastéw, a po ich catkowitej degradacji komoérka wchodzi
w stadium terminacji. Li$¢ opada.

»Starzenie” kojarzy sie nam z pomarszczona twarza starego czltowieka. Jak i czy
w ogdle starzeja sie rosliny?

Nawet laik zauwazy, ze to, co nazywamy starzeniem sie rosliny, bedzie
prawdopodobnie zjawiskiem réznym w roslinie jednorocznej i w wieloletniej,
zyjacej nawet setki lat.

Starzenie sie zwierzat regulowane jest przez geny wplywajace na przetrwanie
organizmu do okresu reprodukcyjnego. Odmiennie jest w roslinach — starzenie sie
(ang. aging) jest etapem rozwoju roéliny, nie jej umierania, oznacza wydluzenie
czasu zycia. Innym etapem jest droga do Smierci (ang. senescence). Zestaw
licznych proceséw w obu typach przemian jest wciaz jeszcze malo poznany,

a steruje nimi az 25% genomu roslinnego.

Wilasciwie cala wiedza molekularna o starzeniu sie roslin pochodzi z badan
niewielkiej modelowej roslinki, rzodkiewnika. Jej zaletg sa krotkie czasy przejéé
metabolicznych (czas jej zycia to zaledwie 6-8 tygodni, liScie zaczynaja sie
starze¢ 4-5 dni po rozwinieciu!) i stosunkowo niewielki w pelni poznany
chemicznie genom (125 mln nukleotydéw i ok. 25,5 tys. genéw). Ale. .. funkcje
zostaly zidentyfikowane u zaledwie okoto 35% genéw.

Roéliny rosng dzigki specyficznej tkance, nieobecnej u zwierzat —
merystematycznej. Merystem apikalny lezy na wierzchotkach gérnym i dolnym;
interkalarny — miedzy weztami; boczny — sterujacy gruboscia todygi, pnia.

Tkanki merystematyczne dzielg sie¢ przez cale zycie rodliny. Maja aktywna
telomeraze, zatem telomery chromosoméw nie skracaja sie po kazdym podziale.
Zatrzymanie podzialéw oznacza $mier¢ rosliny. U wieloletnich roslin etapy
podzialéw i zamierania merystemoéw powtarzaja sie cyklicznie. U roslin
zimozielonych tez w koncu dochodzi do zatrzymania proliferacji merysteméw.
W $wiecie zycia nie ma nieSmiertelnosci.

Lezace poza tkanka merystematyczna komoérki ulegaja demontazowi

i recyklingowi w procesach nieanalogicznych do zwierzecej apoptozy. Demontaz
chloroplastéw, w ktorych dochodzi do zyciodajnej fotosyntezy, wiaze sie ze
zwiekszonym zapotrzebowaniem roliny na energie (intensyfikacja oddychania),
a w dalszym przebiegu z rozktadem innych niz chloroplasty struktur
komorkowych, wreszcie degradacja bton. Gdy procesy demontazu zaczynaja
przewazaé nad recyklingiem, komérki (i cala roslina) umieraja, poniewaz
produkty demontazu sa dla komérki toksyczne. Caloscia tych proceséw steruja
liczne hormony, ktorych funkcje czesto nie sa jeszcze poznane.

Rosliny sa najwigksza grupa organizmoéw samozywnych, syntetyzujacych
skladniki odzywcze ze zwiazkéw nieorganicznych, dlatego tez przebieg i etapy ich
zycia Scidle zwigzane sg z warunkami srodowiska. Czynnikami $rodowiskowymi
wplywajacymi na starzenie sie roslin sa zatem: natezenie Swiatta, zmiany
temperatury, sktad gleby, sklad wody i atmosfery, drapieznictwo i obecno$¢
patogenow. Poglebieniu wiedzy o starzeniu roslin postuza niewatpliwie

w przysztosci nauki o wspdlnej konicowece w nazwie: -omika. Dotyczy to m.in.
genomiki, epigenomiki, proteomiki, metabolomiki. Takie badania wskazuja na
zlozony i wysoce kontrolowany przebieg kolejnych etapéw starzenia oraz ich
wzajemna regulacje i koordynacje.

Zycie na Ziemi zalezy od dobrostanu roélin. Warto o tym pamietaé, rozwijajac
nowe technologie. Mozemy bowiem skonczy¢ na pustyni z wirujacymi
wiatrakami. ..

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Prosto z nieba: I Ty mozesz odkry¢ asteroide! Nie patrz w goére — uzyj Zooniverse

Miedzynarodowy Dzien Asteroidy, znany
takze jako Dzien Planetoid, zostat
ustanowiony w roku 2015 przez ONZ

na wniosek astronoma, a takze
wspélzalozyciela rockowej grupy Queen,
Briana Maya oraz Rusty’ego

Schweickarta, astronauty z misji Apollo 9.

Data ta nie zostatla wybrana
przypadkowo: upamietnia ona katastrofe
z 30 czerwca 1908 roku. Tego dnia

w syberyjskiej tajdze, nad rzeka
Podkamienna Tunguzka, nastapila
eksplozja, ktéra powalita drzewa

w promieniu 40 km, a silny wstrzas
zarejestrowaly wéwczas sejsmografy na
calej Ziemi. Uwaza si¢, ze spowodowal ja
wybuch asteroidy w poblizu powierzchni
Ziemi.

[1] https://asteroidday.org/about/
asteroid-day-100x-declaration/

Przyklad niezidentyfikowanego $ladu
pochodzacego z obserwacji HST. Zrédto:
S. Kruk et al., A&A, 2022.

Przyklad Hubble Asteroid Hunter
pokazuje, ze naukowe projekty
obywatelskie sg bardzo skuteczne. Mimo
ze coraz czeScie] wykorzystujemy uczenie
maszynowe, to nadal w dokonywaniu

i potwierdzaniu niezwyklych odkryé
niezastgpione jest ludzkie oko.

Na podstawie "Hubble Asteroid Hunter —
I. Identifying asteroid trails in Hubble
Space Telescope images”, S. Kruk,

P. Garcia Martin, M. Popescu et al.,
Astronomy & Astrophysics,

czerwiec, 2022.

Sprostowanie: W numerze 9/2022 na

str. 13 blednie podana zostata data
pojawienia si¢ komety i §mierci Juliusza
Cezara. Oba te wydarzenia mialy miejsce
w 44 r. p.n.e., w odstepie kilku miesigcy.
Wiele lat pézniej, w pierwszych latach
naszej ery, pisal o nich m.in. Owidiusz

w poemacie Metamorfozy. Przepraszamy
Czytelnikéw za t¢ niefortunng pomytke.

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Dzietr 30 czerwca to swieto asteroid. Celem jego ustanowienia byla
popularyzacja wiedzy o asteroidach oraz podniesienie §wiadomosci na temat
zagrozen i tego, co mozna zrobié, aby uchronié¢ Ziemie przed ewentualnym
uderzeniem asteroidy w jej powierzchnie. Zderzenie z asteroida jest jedna

z niewielu katastrof naturalnych, przed ktéra mozemy sie obroni¢ (przynajmniej
tak sie nam wydaje), dlatego niezwykle istotne jest monitorowanie toréw lotéw
znanych asteroid oraz poszukiwanie wcze$niej nieznanych obiektéw.

Nic dziwnego, ze naukowcy do$é powaznie potraktowali trzy gléwne cele
podpisanej w grudniu 2014 roku deklaracji, znanej pod nazwa ,,100x Asteroid
Declaration” [{]. Te cele to: (1) uzycie dostepnych technologii do wykrywania

i §ledzenia bliskich Ziemi planetoid, ktére moga stanowié¢ zagrozenie dla
populacji ludzkich, (2) gwaltowne przyspieszenie (100x) nowych odkry¢

i $ledzenie do 100 tysiecy planetoid rocznie w ciagu nastepnej dekady,

(3) swiatowe uznanie Dnia Asteroidy w celu zwigkszenia swiadomosci ryzyka

ze strony planetoid, a takze podjecie wysitkéw w celu ochrony przed upadkami
takich obiektéw na powierzchnie Ziemi. Juz w 2015 roku zostal spelniony punkt
trzeci, natomiast nad punktami 1-2 wciaz pracujemy.

Astronomowie juz od dawna poszukuja planetoid, angazujac réwniez

w poszukiwania szerokie grono wolontariuszy z catego $wiata. W czerwcu
2019 roku, w Miedzynarodowym Dniu Asteroidy, miedzynarodowa grupa
astronoméw pod kierownictwem Sandora Kruka z niemieckiego Max Planck
Institute of Extraterrestrial Physics i Pabla Garcii Martina z hiszpanskiego
Autonomous University of Madrid uruchomita na platformie Zooniverse
obywatelski projekt Hubble Asteroid Hunter. Jego celem byla wizualna
identyfikacja asteroid w archiwalnych danych pochodzacych z Kosmicznego
Teleskopu Hubble’a. Badacze poprosili wolontariuszy o identyfikacje toréw
lotéw asteroid.

W tym celu uzyto ponad 37000 zdje¢ wykonanych przez Kosmiczny Teleskop
Hubble’a w okresie od kwietnia 2002 do marca 2021 roku. Sredni czas
naswietlania tych zdje¢ wynosil okolo 30 minut, co powoduje, ze na obrazach
slady asteroid pojawiaja si¢ jako zakrzywione linie/smugi. Ponad 11400 os6b
przeanalizowalo zdjecia, identyfikujac ponad 1000 sladéw asteroid! W kolejnym
kroku asteroidy znalezione przez wolontariuszy Hubble Asteroid Hunter
postuzyty jako zestaw treningowy dla zautomatyzowanego algorytmu
opartego na sztucznej inteligencji, ktory rozpoczat poszukiwania asteroid

w archiwalnych bazach danych. Dzigki potaczeniu projektu spolecznego

z uczeniem maszynowym uzyskano ostateczny zbior danych zawierajacy

1701 $ciezek asteroid znajdujacych sie na 1316 zdjeciach pochodzacych

z Kosmicznego Teleskopu Hubble’a. Ale to nie wszystko. Uczestnicy projektu
mieli réwniez mozliwo$¢ oznaczania innych ciekawych obiektow, takich jak
soczewki grawitacyjne, galaktyki i mglawice czy sztuczne satelity.

Sposéréd tych wszystkich odkryé jedynie 670 zaobserwowanych $ladéw
asteroid zostalo zidentyfikowanych i przypisanych do znanych wczesniej
obiektow skatalogowanych w Centrum Planet Mniejszych Miedzynarodowej
Unii Astronomicznej, najwiekszej bazie danych obiektéw Ukladu
Stonecznego. Pozostalych 1031 niezidentyfikowanych sladéw asteroid
pochodzi prawdopodobnie z Pasa Gléwnego, znajdujacego si¢ pomiedzy
Marsem a Jowiszem. Te niezidentyfikowane asteroidy maja niewielka

jasnos¢ powierzchniows i sa prawdopodobnie mniejsze niz asteroidy wykryte
w badaniach naziemnych. Moga one dostarczy¢ astronomom cennych
wskazowek na temat warunkéw panujacych we wezesnym okresie istnienia
Uktadu Stonecznego, kiedy to formowaly sie planety. Wyniki projektu Hubble
Asteroid Hunter zostaly opublikowane w czerwcu 2022 roku w czasopis$mie
Astronomy & Astrophysics. Autorzy zapowiadaja kolejne publikacje analizujace
wlasciwosci fizyczne nowo odkrytych obiektow.

W wolnej chwili odwiedz Zooniverse (www.zooniverse.org) i znajdz

interesujacy Cig projekt. Nauka Ci¢ potrzebuje.
Katarzyna MALEK*
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 851, 852

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

851. Marcin urzadza spotkanie towarzyskie. Zamierza zaprosi¢ 50 gosci
z szerokiego grona osob, w ktérym niektérzy znaja sie wzajemnie, inni nie.

Marcin uwaza tréjke ludzi za atrakcyjna towarzysko, gdy jest w niej jakas

Termin nadsytania rozwigzan: 28 II 2023

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
841 (WT = 1,42) i 842 (WT = 2,98)
z numeru 5/2022

para znajomych, a takze jaka$ para nieznajomych. Ma cheé¢, by ten ,warunek

50

atrakcyjnosci” spelniato co najmniej 75% sposrod wszystkich (%) tréjek gosci.
Jaka jest najmniejsza liczba par znajomych (w owej piecdziesiatce), przy ktoérej
to nietypowe zyczenie daje sie zrealizowac?

852. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczba rzeczywista a, przy czym
., Zn beda zespolonymi pierwiastkami wielomianu

1 1
+...+ 0.

2:1—1 B Zn—lz

Jerzy Cisto Wroctaw 43,97

Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67

Stanistaw Bednarek  Lédz 38,92 _ :

Pawel Najman Krakéw 38,88 a 75 n L. Niech ALy -
Marcin Kasperski Warszawa 37,65 Z" —nz+ a. Wykazac', ze
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,64

Krzysztof Zygan Lubin 36,17

Adam Woryna Ruda SI. 36,14

Mikotaj Pater Opole 34,62

Radostaw Kujawa Wroctaw 33,74

Norbert Porwol Essen 32,73

Klub 44 F

Zadanie 852 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Zadania z fizyki nr 748, 749

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

11 748. Obrecz o promieniu r stacza sie bez poslizgu z wysokosci H (r < H) po
[ réwni pochylej nachylonej do poziomu pod katem « i zderza sie sprezyscie
z gladka $cianka, prostopadla do powierzchni réwni (rys. 1). Na jaka wysokosé

Termin nadsylania rozwiagzan: 28 II 2023

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
734 (WT = 2,63), 735 (WT=1,2),

736 (WT=2,0), 737 (WT=2,3),

738 (WT=2,71), 739 (WT=2,11)

z numeréw 3, 4, 5/2022
Tomasz Wietecha Tarnéw 16-44+47,66
Ryszard Baniewicz Wtloctawek 1-44+-4,83
Piotr Adamczyk Warszawa 2-44+3,75

wzniesie sie obrecz po zderzeniu, jeéli wspotczynnik tarcia poslizgowego miedzy
obreczg a réwnia wynosi pu?

749. Jednoatomowy gaz doskonaly podlega przemianom A-B-C-A
przedstawionym na rysunku 2. Oblicz sprawnosé¢ cyklu.

Stawomir Bué Mystkow 43,68
Tomasz Rudny Poznan 41,38
Mateusz Kapusta  Wrocltaw 35,59
Jacek Konieczny Poznan 33,42
Ryszard Wozniak  Krakéw 32,96
Marian Lupiezowiec Gliwice 2 -32,56
Jan Zambrzycki Bialystok 3 -30,78
Pawel Perkowski Ozaréw 4 -29,93 Rys.1

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna
to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania
zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych
kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Mozna je przesylaé¢ rowniez poczty elektroniczng pod
adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy
zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy

Niebo w grudniu

Przez caly miesiac Stonce wedruje bardzo nisko

i przebywa krétko nad widnokregiem. Stonice osiagnie
najbardziej na potudnie wysunigty punkt ekliptyki

21 grudnia i wtedy zacznie si¢ astronomiczna zima.
Rozpocznie si¢ takze potroczny okres wznoszenia

sie Stonca na niebie. Wczeéniej, 13 grudnia, nastapi
najwczesniejszy zachdd Stonca, 30 grudnia zas —
najpdzniejszy wschéd. Od poczatku nowego roku dnia
zacznie przybywaé zaréwno rano, jak i wieczorem.
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przez wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N,

przy czym S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania,

a N — liczbe oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktow jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

Najlepiej widoczna planeta w grudniu jest Mars. Juz

1 dnia miesigca znajdzie sie on najblizej Ziemi podczas
tegorocznego sezonu obserwacyjnego, a tydzien pozniej
przejdzie przez opozycje wzgledem Stonica. Niestety nie
jest to najmniejsza odleglosé, ale réwniez nie jest to
jeszcze ta najwicksza. Tym razem Ziemia zblizy si¢ do
Marsa na nieco ponad 82 miliony kilometréw. W opozycji
Czerwona Planeta osiagnie jasnosé —1,9™ a jej tarcza
przekroczy $rednice 17”7, czyli poréwnywalnie do $rednicy



tarczy Saturna. Do korca miesiaca Mars przemierzy

10° na tle gwiazdozbioru Byka ze wschodu na zachéd,
mijajac Hiady od pdinocy. Pod koniec miesiagca Czerwona
Planeta utworzy tréjkat réwnoramienny prostokatny

z Aldebaranem i Plejadami o dtugosci ramion 9°.

W momencie gérowania po godzinie 23 Mars znajduje sie
na wysokosci zdecydowanie przekraczajacej 60°. Niestety
tak samo, jak szybko jego jasnos¢ rosta przed opozycja,
tak po niej szybko spada. Do konca roku blask Marsa
oslabnie do —1,2™, a jego tarcza skurczy sie do 15”.

Pelnia Ksiezyca przypada 8 grudnia i (analogicznie,
jak to bylo miesiac temu z Uranem) tej nocy dojdzie
do duzego zblizenia si¢ tych cial niebieskich na
niebie, a nawet do zakrycia Marsa przez Srebrny
Glob. Tym razem szczescie do mozliwosci obserwacji
zjawiska ma Europa, a takze prawie cata Kanada

i p6lnocno-zachodnia czesé¢é USA. W Polsce zakrycie
zacznie sie okoto godziny 6 rano, na jasniejacym juz
niebie, 1 potrwa ponad 50 minut, konczac sie jeszcze
przed ich zniknieciem za horyzontem.

Na wieczornym niebie wciaz widoczne sa planety Saturn,
Neptun i Jowisz oraz planetoida (4) Westa, jednak
wyraznie krécej niz w listopadzie. Saturn $wieci na tle
gwiazdozbioru Koziorozca i do konica roku przesunie si¢
o prawie 3° na polnocny wschéd, przechodzac 100" na
po6Inoc od Nashiry (y Cap). W tym czasie jego jasnosé
utrzyma sie na poziomie +0,8™, a Srednica tarczy — na
poziomie 16”. Na poczatku nocy astronomicznej Saturn
zbliza si¢ juz do horyzontu i przebywa na wysokosci 18°.

Planetoida Westa przesunie sie o 11° wzdtuz ekliptyki
na poétnocny wschéd i 18 grudnia przetnie lini¢ taczaca
gwiazdy Skat (6 Aqr) i 7 Aqr. Dwie godziny po zachodzie
Stonca Westa znajduje si¢ nadal ponad 20° nad
potudniowo-zachodnim widnokregiem, a znika za nim
kolejne 4 godziny pézniej. Do jej dostrzezenia potrzebny
jest juz nieco wiekszy sprzet optyczny, gdyz jej jasno$é
spadnie do okoto 8,5™.

Planety Jowisz i Neptun przebywaja w odlegtodci

okoto 7° od siebie. Dzieli je jeszcze granica
gwiazdozbioréw: Neptun znajduje sie w Wodniku, Jowisz
za$ — w Rybach. Neptun jest o tyle tatwy do odszukania,
ze znajduje sie wewnatrz réwnolegltoboku jasniejszych
oden gwiazd 6. i 7. wielkosci, zblizajac si¢ do najbardziej
na wschéd wysunietej z nich. Jasno$é samej planety
wynosi +7,9™. Jowisz zacznie opuszczaé okolice ukltadu
gwiazd przypominajacych miniaturowy Maly Wéz.

Do koinica miesiaca jasno$¢ planety spadnie do —2,4™,

a $rednica jej tarczy zmniejszy sie do 40”. Jowisza

i Neptuna najlepiej obserwowa¢ okolo godziny 18:30, gdy
znajduja si¢ niedaleko potudnika lokalnego, na wysokosci
przekraczajacej 30°.

Przed pelnia Srebrny Glob takze jest dominujacym
obiektem na nocnym niebie. I tak 1 grudnia przejdzie
on w odleglosci mniej wigcej 4° od Jowisza i Neptuna
w fazie przekraczajacej 60%. Cztery dni pdzniej,
prezentujac tarcze o$wietlong w 95%, zblizy sie do
przebywajacej na tle gwiazdozbioru Barana planety
Uran, ktora jest tuz po opozycji. Ta planeta réwniez
zniknie na godzine za ksiezycows tarcza, a owe zjawisko

da sie dostrzec z calej Europy i pélnocno-zachodniej Azji.

Polska znajdzie sie tym razem po zachodniej stronie pasa
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zakrycia, stad nad naszym krajem dojdzie don wieczorem.
Ksiezyc zastoni Urana okoto godziny 17:40. Jego bardzo
duza faza nie utatwi jednak obserwacji zjawiska. Jest to
zadanie dla najwytrwalszych obserwatoréw. Zachecam
jednak do podjecia proby, gdyz nastepne takie widoczne
z Polski zakrycie zdarzy si¢ za miesigc, a potem nastapi
przerwa az do marca 2030 roku.

Po zakryciu Urana Srebrny Glob odwiedzi gwiazdozbior
Byka, 6 grudnia przechodzac 3° na potudnie od Plejad

i dobe pd6zniej 8° na pdéinoc od Aldebarana. Po zakryciu
Marsa naturalny satelita Ziemi zawita do gwiazdozbioru
Blizniat. Tam wladnie 11 grudnia rano przy fazie
zmniejszonej do 92% zblizy sie na 3° do Polluksa,
najjaéniejszej gwiazdy konstelacji. Trzy dni péZniej o tej
samej porze Ksiezyc dotrze na odleglos¢ 4° do Regulusa,
najjaéniejszej gwiazdy Lwa. Do tego czasu faza jego
tarczy spadnie do 70%.

Ostatnia kwadra Ksiezyca przypada 16 grudnia przed
poludniem naszego czasu, a potem Srebrny Glob
podazy ku nowiu. W grudniu ekliptyka na porannym
niebie nadal tworzy duzy kat z horyzontem, i Ksiezyc
pozostanie widoczny bardzo diugo. Rano 19 grudnia
jego tarcza w fazie 23% wzejdzie w odleglosci 6°

na godz. 8 wzgledem Spiki, najjasniejszej gwiazdy
Panny. Dobe pdzniej natomiast jego sierp zwezi sie
do 14% i pokaze si¢ niewiele ponad 1° od Zuben
Elgenubi, drugiej co do jasnoéci gwiazdy Wagi.

O $wicie 21 grudnia tarcza Ksiezyca w fazie 7%
pokaze sie na wysokosci 7°. Jakie$ 4° na lewo od niej
znajda sie gwiazdy Graffias i Dschubba, czyli dwie
najjasniejsze gwiazdy charakterystycznego tuku gwiazd
z péinocno-zachodniej czeéci Skorpiona.

Ksiezyc przejdzie przez néw 23 grudnia, a potem
przeniesie si¢ na niebo wieczorne, gdzie w trzeciej
dekadzie miesiaca pojawig si¢ obie planety wewnetrzne.
Merkury osiggnie maksymalng elongacje wschodnig

21 grudnia, wynoszaca 20°. Ekliptyka pod koniec grudnia
jest do wieczornego nieba nachylona catkiem sporo,
stad planeta 45 minut po zachodzie Stonca pozostanie
na wysokosci okoto 5°. Maksymalna wysokosé nad
widnokregiem planeta osiagnie 26 grudnia. Wtedy

w odlegloéci 3° na godzinie 5 Merkuremu towarzystwa
dotrzyma powracajaca na niebo wieczorne Wenus,
ktéra w styczniu bardzo szybko wzniesie sie wysoko
ponad horyzont, stajac si¢ ozdoba wieczornego nieba.
Dobe wczedniej w odleglosci 12°, lecz na godz. 10 od
Merkurego, pokaze si¢ Ksiezyc w fazie 7%.

Jak zawsze podczas widocznosci wieczornej Merkury

z dnia na dzien traci na jasnoéci i fazie, roénie za to

jego tarcza. Dwudziestego grudnia jasnos¢ planety
wyniesie —0,5, $rednica tarczy 7", faza za$ — 64%.
Ostatniej doby grudnia odpowiednie wielkosci zmienia
si¢ na: +1,1™, 9”7 i 18%. Wenus w tym czasie pokaze
tarcze o jasnosci —3,9™, érednicy 10" i fazie 96%. Wenus
i Merkury mina sie 29 grudnia w odleglosci 1,5°. Tego
wieczora Merkurego nalezy szukaé na godzinie 1:30
wzgledem bardzo jasnej Wenus.

Do konica roku Ksiezyc w fazie 15% zblizy sie na 5° do
Saturna 26 grudnia, a 29 grudnia, tuz przed I kwadra —
na 3° do Jowisza.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Pochéd stalowych kogutow

Rosnace ceny energii bedace wynikiem agresji Rosji na Ukraine spedzaja
ludziom sen z powiek i podduszaja gospodarki na calym $wiecie. Nie pozostaja
tez bez wplywu na badania naukowe, zwlaszcza te wykorzystujace wielkie

i energochlonne urzadzenia. Miedzynarodowe laboratorium naukowe CERN
pod Genewsa zuzywa rocznie 1,3 TWh energii elektrycznej, czyli wiecej niz

100 tysiecy polskich gospodarstw domowych. Nie powinno zatem dziwi¢, ze
naukowcy na calym $wiecie podejmuja dzialania zmierzajace do ograniczenia
poboru energii przez aparature badawcza.

W 2022 roku Wielki Zderzacz Hadronéw (Large Hadron Collider, LHC), flagowe
urzadzenie CERN-u, zostal wyltaczony na zime o dwa tygodnie wczesniej

niz planowano, czyli 28 listopada. W kolejnym roku ta przerwa zostanie
wydtuzona o kolejne dwa tygodnie. Zimowa przerwa techniczna dla LHC nie
jest niczym nowym, gdyz corocznie byla ona planowana w okresie najwiekszego
poboru energii elektrycznej, jednak wtadze laboratorium zdecydowaly o jej
przedluzeniu, aby zwigkszy¢ moc dostepna dla obywateli Francji i Szwajcarii

w okresie chlodéw.

Niemieckie laboratorium DESY (Deutsches Elektronen-Synchrotron) jest

w gorszej sytuacji. Dzigki przezornemu planowaniu i zakupom energii nawet

z trzyletnim wyprzedzeniem DESY juz w pazdzierniku mialo zakontraktowane
80% pradu potrzebnego na 2023 rok, ale na zakup pozostaltych 20% nie moze
sobie pozwoli¢ ze wzgledu na ograniczenia budzetowe. Jezeli rzad Niemiec

nie dofinansuje zakupéw pradu dla laboratorium, program badawczy czekaja
powazne ciecia. Ma to znaczenie nie tylko dla fizyki czastek elementarnych.

To wlasnie w laboratoriach rentgenowskich DESY firma BioNTech wykonata
badania struktury wirusa SARS-CoV-2 i mechanizmu, dzieki ktéremu wirus ten
wnika do ludzkich komorek.

Nie tylko te najwieksze laboratoria borykaja sie z cenami pradu. Praktycznie

w kazdym zakatku Europy mozna znalez¢ instytucje badawcze, ktorych budzety
maja sie nijak do obecnych kosztéw. Czy to w synchrotronie ALBA pod
Barcelong, czy to w laboratorium ELI Beamlines niedaleko Pragi, dyrekcje
muszg stawié¢ czola niemozliwemu zadaniu utrzymania ciagloéci badan bez
oglaszania bankructwa. We wrzedniu Uniwersytet Jagielloniski oglosit redukcje
godzin dydaktycznych realizowanych w budynkach uczelni, aby nie musie¢

np. ogranicza¢ dzialania synchrotronu protonowego Solaris.

Jednymi z bardziej pradozernych urzadzen badawczych sa superkomputery.

W obliczu rosnacych rachunkéw za energie naukowe centra obliczeniowe w wielu
krajach podejmuja decyzje o wytaczeniu cze$ci maszyn. Dzialajace w ramach
Uniwersytetu Warszawskiego Interdyscyplinarne Centrum Modelowania
unieruchomito do odwotania popularny wsréd naukowcéw serwer Okeanos. Takze
czeskie narodowe centrum obliczeniowe I'T4Innovations zdecydowalo sie na
wylaczenie superkomputera Karolina. Pogrom mocy obliczeniowej dotyka tez
mniejsze farmy komputeréw przy instytucjach badawczych, przetwarzajace dane
astronomiczne czy klimatyczne.

Ta wyliczanka nie ma zadnego optymistycznego moratu. Diugi cien wojny
ktadzie si¢ praktycznie na wszystkich obszarach Zycia spolecznego i nauka
nie jest tu zadnym wyjatkiem. Pozostaje tylko zastanawiaé sie, czy i z jakimi
stratami przetrwa ona ten pochdd stalowych kogutéw.

Krzysztof TURZYNSKI

Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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R6znosci w kolorowej rzeczywistosci
Barttomiej BZDEGA

Ze wzgledu na zblizajace sic Swieta Bozego Narodzenia kacik jest kolorowy,
niczym lampki choinkowe. Na stole znajdujemy kolorowe zadania — o dowodzeniu
istnienia jednokolorowych obiektéw w wielokolorowych rzeczywistosciach.

Zatézmy, ze mamy dany zbiér A, ktérego kazdy element pokolorowano jednym
z k kolorow. Chcemy wykazaé, ze istnieje jaki$§ podzbiér C' zbioru A, ktory

ma wszystkie elementy tego samego koloru, a jednoczes$nie spelia zadany
dodatkowy warunek. Idea dowodu zwykle jest nastepujaca. Wybieramy pewien
zbiér B C A i przeprowadzamy dowdd istnienia jednokolorowego C' C B. Brzmi to
dziwnie, ale czasem zmniejszenie zbioru powoduje uproszczenie rozwiazania.

Pokaze przyklad wyzej opisanego postepowania. Nalezy on do matematycznego
folkloru.

Zadanie. Jedli kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na czarno lub na bialo, to
pewne cztery punkty tego samego koloru sg wierzchotkami prostokata.

Rozwiazanie. Rozwazmy prostokat ztozony z 9 x 3 punktéw plaszczyzny.

o o @ o o o o @O o

Kazdy stupek (trzy punkty w jednym pionie) ma co najmniej dwa punkty w tym
samym kolorze. Ponadto pewne dwa stupki sa identyczne (niech to beda A i B),
gdyz trzy punkty mozna pokolorowaé na 22 = 8 sposobéw. Stupek A ma dwa
punkty tego samego koloru na tym samym poziomie, co stupek B — to daje
poszukiwany prostokat.

Problemy podobnego typu matematycy nazywaja ramseyowskimi — sa bowiem
podobne w sformulowaniu do stynnego twierdzenia Ramseya, ktére zapewne
jeszcze sie kiedy$ pojawi w tym kaciku. (O twierdzeniu Ramseya pisaliémy juz
w Ajg oraz At).

Zadania

1. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na zotto lub na niebiesko.
Udowodnié, ze:

(a) pewne dwa punkty tego samego koloru sa koicami odcinka o dlugosci 1;

(b) pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzcholtkami tréjkata
prostokatnego réwnoramiennego (IV Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow, etap I, zadanie 6);

(c) pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzchotkami tréjkata
réwnobocznego.

Rozwiazaé¢ podpunkt (a) z poprzedniego zadania dla trzech koloréw.

3. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z n kolorow. Udowodnié, ze
pewne cztery punkty tego samego koloru sa wierzchotkami prostokata.

4. Kazdy punkt przestrzeni pokolorowano jednym z n koloréw. Udowodnié, ze
pewien prostopadloécian ma wszystkie wierzchotki tego samego koloru.

5. Kazdy punkt okregu pokolorowano na czerwono lub zielono. Udowodni¢,
ze pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

6. Rozwiaza¢ zadanie analogiczne do poprzedniego dla trzech kolorow
(LI Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 4).

7. Kazdy punkt sfery pomalowano na czarno lub biato. Dowies¢, ze pewne
trzy punkty jednakowego koloru sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego
(IX Mala Olimpiada Matematyczna, etap I, grupa starsza, zadanie 3).

N
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/01/01/Najwieksza_liczba_na_swiecie/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/statystyka/2017/03/26/Szansa_na_sukces/

W konkursie biorg udziat matematyczne, tworcze prace
napisane przez uczniow szkot ponadpodstawowych
oraz podstawowych w klasach 7-8.

Mowiac krotko: nalezy udowodnic cos,

czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!
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TERMIN ZGLASZANIA PRAC:
30 KWIETNIA 2023 ROKU

i

Regulamin konkursu, przyktadowe tematy prac, lista dotychczasowych
laureatow, niektére prace oraz wiele innych przydatnych informacji:

www.deltami.edu.pl/delta/redakcja/konkurs_prac_uczniowskich

s

deltami@mimuw.edu.pl
) Delta.czasopismo
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