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R6znosci w kolorowej rzeczywistosci
Barttomiej BZDEGA

Ze wzgledu na zblizajace sic Swieta Bozego Narodzenia kacik jest kolorowy,
niczym lampki choinkowe. Na stole znajdujemy kolorowe zadania — o dowodzeniu
istnienia jednokolorowych obiektéw w wielokolorowych rzeczywistosciach.

Zatézmy, ze mamy dany zbiér A, ktérego kazdy element pokolorowano jednym
z k kolorow. Chcemy wykazaé, ze istnieje jaki$§ podzbiér C' zbioru A, ktory

ma wszystkie elementy tego samego koloru, a jednoczes$nie spelia zadany
dodatkowy warunek. Idea dowodu zwykle jest nastepujaca. Wybieramy pewien
zbiér B C A i przeprowadzamy dowdd istnienia jednokolorowego C' C B. Brzmi to
dziwnie, ale czasem zmniejszenie zbioru powoduje uproszczenie rozwiazania.

Pokaze przyklad wyzej opisanego postepowania. Nalezy on do matematycznego
folkloru.

Zadanie. Jedli kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na czarno lub na bialo, to
pewne cztery punkty tego samego koloru sg wierzchotkami prostokata.

Rozwiazanie. Rozwazmy prostokat ztozony z 9 x 3 punktéw plaszczyzny.
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Kazdy stupek (trzy punkty w jednym pionie) ma co najmniej dwa punkty w tym
samym kolorze. Ponadto pewne dwa stupki sa identyczne (niech to beda A i B),
gdyz trzy punkty mozna pokolorowaé na 22 = 8 sposobéw. Stupek A ma dwa
punkty tego samego koloru na tym samym poziomie, co stupek B — to daje
poszukiwany prostokat.

Problemy podobnego typu matematycy nazywaja ramseyowskimi — sa bowiem
podobne w sformulowaniu do stynnego twierdzenia Ramseya, ktére zapewne
jeszcze sie kiedy$ pojawi w tym kaciku. (O twierdzeniu Ramseya pisaliémy juz
w Ajg oraz At).

Zadania

1. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na zotto lub na niebiesko.
Udowodnié, ze:

(a) pewne dwa punkty tego samego koloru sa koicami odcinka o dlugosci 1;

(b) pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzcholtkami tréjkata
prostokatnego réwnoramiennego (IV Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow, etap I, zadanie 6);

(c) pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzchotkami tréjkata
réwnobocznego.

Rozwiazaé¢ podpunkt (a) z poprzedniego zadania dla trzech koloréw.

3. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z n kolorow. Udowodnié, ze
pewne cztery punkty tego samego koloru sa wierzchotkami prostokata.

4. Kazdy punkt przestrzeni pokolorowano jednym z n koloréw. Udowodnié, ze
pewien prostopadloécian ma wszystkie wierzchotki tego samego koloru.

5. Kazdy punkt okregu pokolorowano na czerwono lub zielono. Udowodni¢,
ze pewne trzy punkty tego samego koloru sa wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

6. Rozwiaza¢ zadanie analogiczne do poprzedniego dla trzech kolorow
(LI Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 4).

7. Kazdy punkt sfery pomalowano na czarno lub biato. Dowies¢, ze pewne
trzy punkty jednakowego koloru sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego
(IX Mala Olimpiada Matematyczna, etap I, grupa starsza, zadanie 3).
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https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/01/01/Najwieksza_liczba_na_swiecie/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/rachunek_prawdopodobienstwa/statystyka/2017/03/26/Szansa_na_sukces/

