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Sanskryt to jezyk literacki starozytnych,
dredniowiecznych i wczesnonowozytnych
Indii. Jezyk literacki to odmiana jezyka
o szczegdlnym prestizu spotecznym,
majgca wickszy zasieg niz lokalne
dialekty.

Koto pamieci czwérek powinno sktadaé
sig z 2% = 16 bitéw, bo tyle jest réznych
ciggbéw czterobitowych (na kazdej

z 4 pozycji mozemy wybraé dowolng

z 2 wartosci: 0 lub 1). Uogélniajac, koto
pamieci kombinacji n-elementowych
bedzie skladalo sie z 2™ bitéw
ustawionych na okregu.
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Rys. 2. Kod Baudota

Kota pamieci
Aleksandra HORUBALA*

Yamdtardjabanasalagdm)!

To nie magiczne zaklecie, nie onomatopeja ani btad drukarski... ale starozytne
stowo w jezyku sanskryt, stworzone, aby ulatwi¢ bebniarzom zapamietanie
rytmoéw. Stowo to jest wyjatkowe, poniewaz zawiera wszystkie potréjne
kombinacje krétkich i dlugich sylab. W sanskrycie sylaba jest krétka, jezeli
pojawia si¢ w niej litera a, a dtuga, kiedy wystepuje w niej litera akcentowana d.
Analizujac kolejne tréjki sylab stowa, dostajemy rézne rytmy:

ya md td — krotka dluga dluga
md td rd — diuga dtuga diuga
td rd ja — dluga dluga krétka

Yamdtdrdjabinasalagdm — i problem z glowy — umiemy zagraé kazdy rytm!

Jesli jestes matematykiem, a nie starozytnym bebniarzem, mys$lisz pewnie, ze
byloby elegancko krétkim sylabom przyporzadkowac cyfre 0, a dtugim cyfre 1.
Stowo yamdtdrdjabinasalagim zamieni sie wtedy w ciag binarny: 0111010001
(cyfry 0 i 1 bedziemy dalej nazywaé bitami). Zauwazmy, ze w tym ciagu kazda
trojka bitéw pojawia sie dokladnie raz:

011 111 110 101 010 100 000 001.

Ale na tym nie koniec! Ostatnie dwie cyfry ostatniej tréjki sa takie same,
jak pierwsze dwie cyfry pierwszej trojki. Wykorzystujac ten fakt, mozemy
zaprezentowa¢é stowo nie jako ciag znakéw, ale jako okrag.

Rys. 1. Kolo pamieci. Rysunek na podstawie artykutu S. Steina [1]

Tak skonstruowany okrag nazywany jest kolem pamieci (memory wheel) trdjek.
Mozna wytworzy¢ analogiczne kota pamieci, ktore zawieraja dtuzsze kombinacje
bitow. Sprobujcie sami skonstruowaé koto pamieci czworek.

Telegramy

Kota pamieci byly uzywane do konstrukcji teleprinteréw, czyli maszyn
wykorzystywanych do przesylania telegraméw. Pierwszy zrobil to Emile Baudot
w 1874 roku. System Baudota skladal sie z nadajnika i odbiornika. Aby wystaé
tekst telegramu, trzeba bylo go najpierw przedstawic¢ jako ciag bitéw. Poniewaz
w alfabecie jest 26 liter, do zakodowania ich trzeba uzy¢ co najmniej 5 bitéw
(25 = 32 rézne kombinacje pozwalaja zakodowaé wszystkie litery). Kod Baudota,
w ktérym bitowi 0 odpowiada znak —, a bitowi 1 znak +, zaprezentowano na
rysunku 2.

Operator nadajnika musiat wciskaé¢ przyciski maszyny, pamietajac, ktéry kod
odpowiada ktorej literze (dwa klawisze lewa reka, trzy prawa reka, jak widaé na
rysunku 3).

Nie bytlo to tatwe zadanie i powodowato wiele technicznych probleméw
(operatorzy musieli pracowaé¢ w tempie nadanym przez maszyne!). Na szczescie
Baudotowi udato sie skonstruowaé odbiornik automatycznie drukujacy tekst
telegraméw, a wykorzystal do tego kota pamieci.

Teleprinter Baudota wykorzystywal uktad zsynchronizowanych obracajacych
sie kél. Kota pamieci zamodelowane zostaty jako metalowe dyski z literami
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Rys. 5. Graf odpowiadajacy kolu pamiegci
tréjek. Rysunek na podstawie artykulu
S. Steina [1]

TRejestr nazywamy przesuwnym, gdy bity
sg przesuwane miedzy jego komérkami.
Moéwimy, ze rejestr ma sprzezenie
zwrotne, jezeli w kazdym takcie zegara
pewna funkcja bitéw z komérek rejestru
trafia z powrotem do poczatkowej
komérki. Okredlenie lintowy odnosi sie do
liniowosci wybranej funkcji — operacji
sumowania.

wytloczonymi na obwodzie (rys. 4). Po otrzymaniu kodu litery obracajacy sie
dysk byl automatycznie zatrzymywany w pozycji, ktéra wskazywaly bity kodu
(wysuwane i chowane metalowe stupki), a litera zapisana na obwodzie byla
przyciskana do papieru. Teleprinter Baudota byl przetomowym wynalazkiem —
dopiero ponad 40 lat pdzniej, w 1916 roku, Edward Kleinschmidt skonstruowat
maszyne drukujaca telegramy na kartkach papieru (jak wspélczesnie znane
maszyny do pisania).

Powréémy jednak do két pamieci. Zastanéwmy sig, co jezeli chcielibySmy
zakodowaé nie tylko litery, ale tez cyfry? I jeszcze znaki interpunkcyjne?
Bedziemy potrzebowali coraz wigkszych két pamieci. Czy istnieje koto pamieci
dowolnego rozmiaru?

Problem Teleprintera

Problem konstrukeji kot pamieci zostal nazwany Problemem Teleprintera,
a sformulowano go w nastepujacy sposob:

Skonstruuj najdiuiszy cigg okresowy, skiadajgcy sie z elementow 0 i 1, taki Ze
Zaden podcigg T-elementowy nie pojawi sie w nim wiecej niz raz.

Problem zostal rozwiazany w 1940 roku przez Irvinga Gooda — brytyjskiego
matematyka, ktéry pracowal jako kryptolog w Bletchley Park z Alanem
Turingiem. W swoim dowodzie Good uzyt teorii graféw. Rzeczywiscie mozemy
skonstruowaé graf, w ktérym kombinacje bitéw odpowiadaja wierzchotkom,

a krawedz z kombinacji A do B oznacza, ze B mozna uzyska¢ z A, kasujac
pierwszy znak i dodajac jaki$ nowy na koniec. Dla tréjek bitow bedzie to graf
przedstawiony na rysunku 5.

Znalezienie szukanego ciagu odpowiada przejsciu przez graf w taki sposéb,

aby odwiedzié¢ wszystkie wierzcholki, ale zadnego dwa razy. Aby skonstruowaé
koto pamieci, nalezy zakonczy¢ spacer po grafie w punkcie, od ktérego zostatl
rozpoczety — takie przejécie przez graf nazywane jest cyklem Hamiltona. Good
pokazal, ze w grafach reprezentujacych n—bitowe kombinacje zawsze istnieje cykl
Hamiltona.

Generacja kol pamieci

Wiemy zatem, ze da si¢ skonstruowaé¢ koto pamieci dowolnego rozmiaru.
Jednak rysowanie grafow jest odrobine ucigzliwe, woleliby$my prostsza metode.
Z ratunkiem nadciagnal amerykariski matematyk Solomon Golomb (znany
skadinad jako pomystodawca figur polyomino, ktore wykorzystali tworcy gry
Tetris). Pokazal on, ze kola pamieci mozna generowaé, uzywajac liniowych
rejestréw przesuwnych ze sprzezeniem zwrotnym. Przyklad takiego rejestru
zaprezentowano na rysunku:

0 10

Zasada dziatania takiego rejestru jest nastepujaca. W kazda komoérke rejestru
nalezy wstawié¢ jeden bit. Nastepnie nalezy wyobrazi¢ sobie tykajacy zegar. Przy
kazdym tyknieciu nastepuje przesuniecie bitéw w rejestrze zgodnie z kierunkiem
strzalek. Jezeli dwa bity napotkaja na drodze symbol +, nalezy je dodaé
modulo 2 (tak by w wyniku otrzymaé bit 0 lub 1). Kiedy ostatni bit wypadnie
na zewnatrz, a bit otrzymany z sumowania trafi do pierwszej komérki rejestru,
czekamy na kolejne tykniecie zegara i cykl zaczyna sie od nowa. Bity, ktore
wypadaja z rejestru, tworza tak zwany cigg generowany przez rejestr.

Ciagi generowane przez rejestry tego typu sa zawsze cykliczne, poniewaz liczba
réznych sekwencji bitow, ktore moga pojawié sie w rejestrze, jest skonczona.
W koncu w komorkach rejestru musi pojawié si¢ ciag, ktory byt tam juz
wczesniej — od tej pory wszystko bedzie si¢ dzia¢ cyklicznie.
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[1] Sherman K. Stein, Mathematician as
an explorer, Scientific American,
www.scientificamerican.com/article/
stein-the-mathematician-as-an-explorer/

[2] Solomon Golomb, Shift Register
Sequences, World Scientific Publishing
Company, 2017.

m Zadania

Na przykladzie dodaliSmy bity z pierwszej i trzeciej komérki rejestru, ale

te zasade dzialania mozemy wybraé¢ dowolnie, i rézne wybory prowadza do
konstrukeji rejestréw o réznych wlasnoéciach. Golomb pokazal, jak wybraé
komorki rejestru do sumowania tak, zeby ciag wygenerowany przez rejestr
odpowiadal kotu pamieci. W jezyku rejestrow mowimy o takim ciagu, ze ma
maksymalny okres. Poniewaz pojawily si¢ w nim wszystkie mozliwe stany,

to ten sam stan pojawil sie drugi raz najpdzniej, jak to tylko mozliwe — stad
cykl, ktéry sie bedzie powtarzal, ma najdtuzszy mozliwy okres. Golomb
identyfikowal wybdér komérek rejestru ze wspotczynnikami wielomianu. Na
przyktad rejestr z rysunku 5 przy sumowaniu wykorzystuje komérki 1i 3, co
odpowiada wielomianowi 1 + z! + x3. Mozna pokazaé, ze wygenerowany ciag
jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian odpowiadajacy komérkom
rejestru jest pierwotny [2]. Oznacza to miedzy innymi, ze nie da sie go rozlozy¢
na iloczyn wielomianéw nizszego stopnia. Zainteresowanego Czytelnika odsytamy
do ksigzki Golomba zatytutowanej Shift Register Sequences.

Ciagi o maksymalnym okresie generowane przez dostatecznie dlugie rejestry

sa trudne do odrdznienia od ciagdw losowych (zakladajac, ze widzimy ich
skoriczony fragment, niezawierajacy cyklu). Dzieki tej wlasnosci rejestry
przesuwne ze sprzezeniem zwrotnym maja szerokie zastosowania w kryptografii,
m.in. sg wykorzystywane do generowania ciagéw pseudolosowych i konstrukeji
szyfréw strumieniowych. Na koniec zauwazmy, ze aby wygenerowaé cigg
odpowiadajacy zawotaniu indyjskich bebniarzy, mozna uzy¢ pokazanego
wczedniej rejestru. Moze umiesz znalezé rejestr, ktéry pozwoli wygenerowaé koto
pamieci czwoérek?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1726. Jaka najmniejsza liczbe wiez szachowych mozna ustawié¢ na
szachownicy 8 x 8 tak, aby kazde biale pole bylo zagrozone? (Wieza atakuje
pole, na ktérym stoi, oraz kazde pole w tym samym wierszu i kolumnie).
Rozwigzanie na str. [0]

M 1727. W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi AC = BD = AD.

Punkty K i N sg érodkami bokéw odpowiednio AB i CD. Przekatne AC' i BD
przecinaja si¢ w punkcie P. Okrag wpisany w trojkat APD jest styczny do
bokéw PA i PD w punktach odpowiednio L i M (rys. 1). Udowodnié, ze punkty
K, L, M i N leza na jednej prostej.

Rozwiazanie na str.

M 1728. Dane sg liczby rzeczywiste a, b i ¢ takie, ze
(a=b2+(b—-c)?+(c—a)?>2.
Udowodni¢, ze
la =0+ 1b—c|l+|c—al =2
Rozwiazanie na str. 4]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1059. Predkoéci gwiazd ukladu podwdjnego wynosza vy i va, a okres, z jakim
obiegaja $srodek masy ukladu, wynosi T. Gwiazdy poruszaja sie po orbitach
kotowych. Wyznacz masy gwiazd i odleglo$¢ miedzy nimi.

Rozwigzanie na str. [5]

F 1060. W temperaturze T ci$nienie pary nasyconej nad plaska powierzchnia
jednorodnej cieczy wynosi pg. Ile wynosi ci$nienie pary nasyconej

w temperaturze T' nad powierzchnia tej samej cieczy o ksztalcie wycinka sfery
o promieniu r (np. nad kropla tej cieczy)? Masa molowa cieczy wynosi p,
napiecie powierzchniowe 7, stala gazowa R, przyspieszenie ziemskie g.
Wskazowka: powierzchnia cieczy w waskiej kapilarze o przekroju kotowym ma
ksztalt wycinka sfery i jesli promien tej sfery wynosi r, to dodatkowe cisnienie
pod meniskiem wypuklym wynosi 27/r.

Rozwigzanie na str. [7]
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Jadrowych

Ttumaczenie: Anna DURKALEC

Predkos¢ §wiatla czasami trudno jest nam
sobie wyobrazié¢. Do wyobrazni przemawia

fakt, ze $wiatto pokonuje odleglosé
7,5 obwodu Ziemi w ciggu sekundy.

Odlegto$é pomiedzy Droga Mleczng
a galaktyka Andromedy wynosi
okoto 2,54 mln (!) lat $wietlnych.

Grupa Lokalna to najblizsza okolica
Drogi Mlecznej (oczywiscie w skali
Wszechswiata). Uzywajac analogii
ziemskich, Grupa Lokalna to takie
kosmiczne wojewodztwo zawierajace
Droge Mleczna.

Uwaga! SagDEG nie nalezy myli¢

z Karlowata Galaktyka Nieregularng
w gwiazdozbiorze Strzelca (SagDIG),
znajdujacg si¢ w odleglosci 4 mln lat
$wietlnych od nas (tak, jak juz
wspominali$my, astronomowie nie sg
najlepsi w nadawaniu nazw).

Dawno temu w odlegtej galaktyce.
Odcinek I: Galaktyczne widmo

Francesco PISTIS*

Wszystkie filmy stynnej sagi Gwiezdnych Wojen rozpoczynaja sie stowami
»2Dawno, dawno temu w odlegtej galaktyce”. Sceneria przedstawionych w filmach
wydarzen nie jest wiec nasza Droga Mleczna, a historia nie rozgrywa sig

w przysztosci, jak mozna by sadzi¢, widzac zaawansowane technologie, ale

w odleglej przeszlosci. Z astronomicznego punktu widzenia nie ma w tym nic
dziwnego — galaktyki zawsze obserwujemy takimi, jakie byty w przeszlosci
(mniej lub bardziej odlegtej).

Po pierwsze przyznajmy, ze astronomowie nie sa zbyt dobrzy w nadawaniu nazw.
Wezmy na przyklad lata $wietlne. W przeciwienstwie do tego, co sugerowataby
nazwa, jednostka ta nie mierzy czasu, a odlegto$¢ w przestrzeni, nawet jesli
stuszne jest stwierdzenie, ze gdy obserwuje galaktyke w odlegtosci miliarda lat
$wietlnych, to patrze na taka, jaka byla miliard lat temu, a nie taka, jaka jest
dzisiaj.

Rok $wietlny odpowiada odlegloéci, jaka pokonuja fale elektromagnetyczne
($wiatlo) w prézni w ciagu jednego roku. A poniewaz predkosé Swiatta wynosi
299792 458 m/s, to rok swietlny odpowiada ~9461 miliardom kilometréw,
czyli odlegtosci 63 241 razy wiekszej niz Srednia odleglo$é miedzy Ziemia

a Storicem (czyli jednostka astronomiczna). Jest to ogromna odleglosé, wiec
astronomowie czasami dziela ja na mniejsze jednostki: dni $wietlne, godziny
Swietlne (np. odleglo$¢ Saturn—Storice to okoto 1 godzina $wietlna), minuty
Swietlne (Ziemia—Stonice to okolo 8,33 minuty $wietlnej), a nawet sekundy
$wietlne (odleglo$é Ziemia—Ksiezyc to okolo 1,28 sekundy $wietlnej).

Powréémy do galaktyk. Najpopularniejsza i najwieksza z naszych najblizszych
galaktyk to M31, zwana réwniez NGC224, a szerzej znana jako galaktyka
Andromedy (naprawde nie jesteSmy najlepsi w nazewnictwie). Jest to duza
spiralna galaktyka obserwowana w gwiazdozbiorze... tak! zgadlicie, Andromedy.
Jest jednym z najodleglejszych obiektéw widocznych golym okiem i jest okoto
dwa razy wieksza od Drogi Mlecznej. To czyni ja najwieksza w Grupie Lokalnej,
gromadzie zawierajacej co najmniej 80 galaktyk (wliczajac w to Droge Mlecznag).

Blizej nas znajduja sie mniejsze galaktyki kartowate. Na przyktad Obtoki
Magellana — male, nieregularne galaktyki widoczne gotym okiem na poétkuli
poludniowej Ziemi. Jedna z nich, nieco masywniejsza od pozostalych, zostala
nazwana Duzym Oblokiem Magellana (znajduje sie 157 000 lat $wietlnych od
Ziemi), a druga, mniejsza, Malym Oblokiem Magellana (197000 lat $wietlnych
od Ziemi). Galaktyki te polaczone sa ze sobg chmurg wodoru i gwiazd — tak
zwanym Mostem Magellana, powstalym prawdopodobnie w wyniku oddzialywan
pomiedzy obiema galaktykami. Co ciekawe, bardziej masywne pasmo gazu
(tak zwany Strumiert Magellana) laczy Obloki Magellana z Droga Mleczna.
Poczatkowo astronomowie sadzili, ze Obtoki Magellana stanowia uktad
podwéjny (tzn. ze sa zwiazane oddzialywaniem grawitacyjnym ) i jednoczesnie
oba sa satelitami Drogi Mlecznej. Jednak pomiary ruchu Wielkiego Obtoku
Magellana za pomoca Kosmicznego Teleskopu Hubble’a wykazaly, ze porusza
sie on zbyt szybko, aby mdgl by¢ galaktyka satelitarna.

W poblizu Drogi Mlecznej jest jeszcze Kartowata Galaktyka Eliptyczna
(SagDEG). SagDEG znajduje sie w gwiazdozbiorze Strzelca w odleglodci

70000 lat $wietlnych od Ziemi. Widzimy ja po drugiej stronie centrum Drogi
Mlecznej, z tego powodu zostala odkryta dopiero w 1994 roku. Wedlug
astronoméw galaktyka ta krazy po orbicie wokol Drogi Mlecznej od kilku
miliardéw lat. W swojej przeszlosci SagDEG dwukrotnie przeszla przez dysk
naszej Galaktyki. Ponadto symulacje jej trajektorii ruchu pokazuja, ze kolejny
raz przejdzie ona przez dysk galaktyczny Drogi Mlecznej w ciagu najblizszych
10 milionéw lat. Kazde takie przejscie przez dysk naszej galaktyki pozbawia
SagDEG czesci gazu. Co wiecej, w wyniku ,zderzen” z nasza galaktyka niektore
gwiazdy SagDEG zostaly rozrzucone wzdtuz trajektorii jej ruchu i teraz mozna
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Od Redakcji: Istnieje dos¢ silna
przestanka o tym, Zze najnowsza perelka
astronomii — Kosmiczny Teleskop Jamesa
‘Webba w swoim glebokim polu
zaobserwowatl kilku kandydatow

o wyzszym przesunigciu ku czerwieni.
Naukowcy twierdza, iz zaobserwowano
galaktyki o przesunieciu ku czerwieni
wynoszgcym 13 (300 milionéw po
Wielkim Wybuchu), a nawet 20

(200 milionéw lat po Wielkim Wybuchu).
Widma spektroskopowe tych kandydatow
zostang niebawem bardzo dokladnie
zbadane w celu potwierdzenia/obalenia
tego odkrycia.

@

Rozwigzanie zadania F 1059.
Gwiazdy obiegaja srodek masy uktadu
z tg sama predkoscia katowag w = 27 /T,
po okregach o réznych promieniach.
Przyjmijmy, ze promien orbity gwiazdy
o masie mi wynosi r1, a gwiazdy o masie
ma réwny jest ro. Srodek masy uktadu
porusza si¢ ruchem jednostajnym. Ruch
wzgledny gwiazd opisywany jest przez
wektor R taczacy $rodki gwiazd,

|R| = ry + ry. Wektor R porusza si¢ jak
wektor wodzacy masy prébnej
przyciaganej przez nieruchome centrum
sity cigzkosci o masie mi 4+ mo. Na
podstawie III prawa Keplera mamy:

R3 G(m1 + m2)

T2 472

G oznacza tu stala grawitacji. Mamy tez:
V] = wry
V2 = WTr2

Po prostych przeksztalceniach
otrzymujemy:
(v1 + v2)T ma 4+ m (v1 +v2)?T
= 1 2 = —————
27 2nG
i ostatecznie:

R

’L‘Q(‘Ul -+ v2)2T'
21 G ’
v1 (V1 +1;2)2T
227G ’

mip =

mo =

je obserwowaé w postaci ogona gwiazd ciagnacego sie za galaktyka. SagDEG
jednak nadal jest samodzielna galaktyka, mimo ze jej pierwotny eliptyczny
ksztalt zostal rozciagniety w wyniku oddziatywania z nasza galaktyka. Nie
jest wiadome, czy SagDEG przetrwa kolejne przejscie przez Droge Mleczna, ale
trzymamy za nia kciuki.

SagDEG nie bedzie pierwsza galaktyka pochlonieta przez Droge Mleczna.
Najnowsze obserwacje wskazuja, ze nasza galaktyka ma na sumieniu
przynajmniej trzy ofiary. Pozostalosci jednej z nich zostaly w 2020 roku
zaobserwowane blisko jadra Drogi Mlecznej. Posmiertnie galaktyke te nazwano
Herkulesem. Badania wskazuja, ze byla ona stosunkowo mtodg galaktyka,

a zderzenie nastapito 10 miliardéw lat temu, we wczesnych etapach formowania
sie Drogi Mlecznej. Herkules byla tez stosunkowo duza. Szacuje sie, ze okolto 1/3
gwiazd w $cistym centrum Drogi Mlecznej (tzw. halo) pochodzi wlasnie z tej
galaktyki.

Teraz opuscimy okolice naszej Galaktyki, zadajac pytanie: ktéra galaktyka

jest najbardziej odlegta? W tej chwili najdalsza zaobserwowana galaktyka

jest GN-z11, ktéra w 2016 roku pobila rekord EGSY8p7 (wiecej na jej temat

w numerach A% i Al2). GN-z11 narodzila si¢ zaledwie 400 milionéw lat po
Wielkim Wybuchu (ktéry nastapil 13,8 miliarda lat temu). To zaskakujacy
fakt, poniewaz z kosmologicznego punktu widzenia 400 milionéw lat to mgnienie
oka. GN-z11 to wiec bardzo mloda galaktyka, czyli taka, ktérag obserwujemy
na wezesnym etapie rozwoju. Jest ~25 razy mniejsza od Drogi Mlecznej (jej
masa stanowi ok. 1% masy naszej galaktyki), a mimo to tworzy gwiazdy okolo
dwudziestokrotnie szybciej niz Droga Mleczna. Jej odkrycie zmusza badaczy do
zrewidowania teorii na temat powstawania pierwszych galaktyk. Potwierdzenie
jej istnienia i miare odlegloéci uzyskano w 2020 roku dzieki analizie jej widma
spektroskopowego. Potwierdzono, ze galaktyka GN-z11 ma przesunigcie ku
czerwieni z = 11,09. Co to oznacza?

Galaktyki obserwujemy dzieki $wiatlu emitowanemu przez gwiazdy znajdujace
si¢ w danej galaktyce. Jak Czytelnik zapewne pamigta, $wiatlo wykazuje
wlasnoéci falowe. Dla kazdej fali mozemy zdefiniowaé czestotliwo$é i dlugosé.
Jedli wyobrazimy sobie fale jako ciag szczytéw i dolin, dtugosé fali to odlegtosé
miedzy dwoma szczytami, a czestotliwos¢ to liczba oscylacji w ciagu sekundy.
Przesuniecie ku czerwieni to zjawisko polegajace na tym, ze promieniowanie
emitowane przez zrédlo oddalajace si¢ wzgledem obserwatora w czasie
obserwacji ma wieksza dlugo$é fali niz w momencie (i miejscu) emisji.

W przypadku $wiatla oznacza to, ze kolor promieniowania jest przesuniety

w kierunku dluzszych fal, czyli w kierunku czerwieni, biorac za przyktad
najlepiej nam znany przedzial swiatla widzialnego. W astronomii wyrdznia sie
trzy rodzaje przesuniecia ku czerwieni.

Pierwszy z nich wynika z efektu Dopplera. Tego samego, ktory modyfikuje
brzmienie karetek pogotowia czy syren strazackich. Drugi to tzw. grawitacyjne
przesunigcie ku czerwieni. W ogdélnej teorii wzglednosci Einsteina czas ulega
dylatacji w poblizu masy, ktéra wytwarza pole grawitacyjne. Jesli masa
zmienia miare czasu, to zmienia sie réwniez czestotliwosé fali. Trzeci rodzaj

to kosmologiczne przesuniecie ku czerwieni. Jest ono bardzo podobne do efektu
Dopplera, ale o ile efekt Dopplera jest spowodowany ruchem zZrédila wzgledem
obserwatora, to kosmologiczne przesuniecie ku czerwieni spowodowane jest
rozszerzajaca si¢ przestrzenia. Dwa obiekty bedace w spoczynku oddalaja sie
od siebie w wyniku rozszerzania si¢ Wszechswiata. Ten efekt jest mierzony tylko
dla odleglosci kosmologicznych.

Jak daleko jest zatem najbardziej odlegta galaktyka? Odleglosé do GN-11z
wynosi 32,2 miliarda lat $wietlnych. Ale zaraz! Spostrzegawczy Czytelnik
zauwazy, ze przeciez wiek Wszechéwiata to tylko 13,8 miliarda lat. A przeciez nic
nie moze sie poruszaé szybciej niz swiatlo. To w takim razie, jak dwie galaktyki
moga by¢ oddalone o 32,2 miliarda lat Swietlnych? Odpowiedz jest prosta.

W czasie 13,8 miliarda lat Wszechswiat sie rozszerzal wraz ze znajdujacymi sie
w nim galaktykami i emitowanymi przez nie fotonami — to tltumaczy ten pozorny
paradoks.
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*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Rozwigzanie zadania M 1726.

Wieza na czarnym kwadracie atakuje
doktadnie 8 biatych pél. Wieza na bialym
polu atakuje dokladnie 7 bialych pél.
Poniewaz lacznie mamy 32 biale pola do
zaatakowania, potrzebujemy co najmniej
czterech wiez. Jest to réwniez
wystarczajgca liczba, co mozna
wywnioskowadé z ponizszej ilustracji.

=N W R OO N

Kocha, nie kocha... Lukasz RAJKOWSKI*

Milosne wyznania to nietatwa sztuka, obarczona duzym emocjonalnym ryzykiem.
Wspaniale, jesli uczucie okazuje sie odwzajemnione, jednak na szali stawiamy
nasza dotychczasowa dobrg relacje z potencjalna druga potéwka. Jesli bowiem
dla tej drugiej osoby to byla tylko przyjazn, to kontynuacja znajomosci moze
by¢ niekomfortowa dla obu stron — zaréwno wzdychajacej (z oczywistych
powodéw), jak i wzdychanej (niezrecznie jest wiedzieé o swoim kumplu/kumpeli,
ze sie w nas podkochuje). Czy mozna tak zdradzi¢ swoje uczucia, aby w razie
milosnego zawodu wycofaé sig rakiem ze swojej deklaracji i dalej pielegnowaéd
tylko przyjazr (jak réwniez nadzieje na to, ze kiedy$ ten stan rzeczy ulegnie
zmianie)? Mozna, i o tym bedzie niniejszy artykul.

Na poczatek przedstawmy kilka niemadrych rozwiagzan, tak aby nalezycie
doceni¢ problem. Na potrzeby naszych rozwazan wprowadzmy na scene

dwoje bohaterow, Piotrusia i Wendy, przy czym Piotru$ darzy Wendy
sympatia, a Wendy darzy Piotrusia czyms$ wiecej. Gdyby ktoregos dnia Wendy
zakrzyknela: Piotrusiu, kocham Cie!l, a Piotrus odrzekt! rycersko: Yyy...no
tego. . . wiesz, jakby to powiedzied. . ., to samo stwierdzenie Wendy: Spokojnie
Piotrusiu, ja tylko chciatam zobaczyé Twojg mine, mozemy bawié sie dalej,
mogloby nie przekonaé¢ Piotrusia. Chcac uniknaé¢ wypowiadania uczué na gtos,
Wendy moglaby zaproponowaé¢ Piotrusiowi zabawe polegajaca na wrzuceniu do
pudetka kartki z odpowiedzia na pytanie, czy kocha si¢ t¢ druga osobe. Nie
polepsza to jednak specjalnie sytuacji — o ile Wendy mogtaby sie wypieraé¢
przed kolezankami, twierdzac, ze to Piotru$ wrzucil kartke z odpowiedziag TAK
i najwyrazniej to on jest w niej zakochany, to Piotrus wiedziatlby doskonale,

ze jest inaczej. Wspomnijmy jeszcze o rozwigzaniu najgorszym: poprosic¢
kolezanke, np. Dzwoneczka, by stuzyla jako powiernik mitosnych sekretéw.
Dzwoneczek w tajemnicy pyta Wendy o jej uczucia wzgledem Piotrusia, potem
pyta Piotrusia o jego uczucia wobec Wendy, a na koncu przekazuje obojgu
informacje (TAK/NIE), czy obie strony sa zainteresowane tzw. chodzeniem ze
sobg. W ten sposob w naszej sytuacji Wendy dowiedzialaby sie, ze Piotrus nie
wykazuje zainteresowania, jednak Piotrus nie dowiedzialby sie niczego o Wendy.
Niby wszystko si¢ zgadza, jednak pozostaje staby punkt: Dzwoneczek. Czy aby
na pewno dochowa sekretu? A moze sama podkochuje sie w Piotrusiu, a jesli ten
poinformuje go o milosci do Wendy, to wiedziony zazdro$cia Dzwoneczek whrew
prawdzie oznajmi obojgu negatywng odpowiedz, na zawsze grzebiac szanse

na szczesliwe zakonczenie? Ryzyko jest zbyt duze, i aby go uniknaé, mozemy
wykorzystac. . . karty

Potrzebujemy tylko 5 kart, ale niestety nie byle jakich — musza by¢ dwoch
koloréw (powiedzmy, kiery i piki), przy czym w ramach jednego koloru musza
by¢ nierozréznialne. Poniewaz potrzebujemy trzech kart kier (¥) oraz dwéch
kart pik (#), ze wzgledu na postulowana nierozréznialno$é musimy zubozyé

az trzy identyczne talie kart — c6z, milos¢ wymaga poswiecen. Kiedy juz
zdobylidmy trzy identyczne kiery oraz dwa identyczne piki, Wendy rozdaje po
dwie réznokolorowe karty sobie oraz Piotrusiowi, za$ pozostala karte (sila rzeczy
kiera) odklada gdzie$ z boku. Nastepnie. . .

1. Wendy kladzie na $rodku stolu swoje karty (koszulka do géry), jedna
nad druga, przy czym jesli kocha Piotrusia, powinna umiesci¢ kiera na
wierzchu.

2. Na ten stosik dokladana jest odlozona wcze$niej na bok ,piata karta”, po
czym. ..

3. ...swoje karty doklada Piotru$ — jesli kocha, to (w odréznieniu od Wendy)
powinien umiesci¢ pika na wierzchu.

4. Na tak uzyskanym stosie 5 kart oboje na przemian wykonuja operacje
~przetozenia” — dzielg stos w losowo wybranym miejscu i zamieniaja
miejscami czes¢ gérng i dolng. Robia tak do czasu, az kazde z nich uzna, ze
to drugie musialo juz straci¢ rachube i na pewno nie jest w stanie stwierdzi¢,
ktéra karta stosu byla na jego wierzchu na poczatku.
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Rozwigzanie zadania F 1060.
Skorzystamy ze wskazéwki — patrz
rysunek — i przeanalizujemy warunki
réwnowagi cisnien w sytuacji, gdyby
w ukladzie znajdowatla sie¢ tylko
analizowana ciecz i jej para nasycona.

kapilara

para

W niescisliwej cieczy o gestosci p; na
glebokosci h panuje ci$nienie

p(h) = po + pigh, przy czym po oznacza
cid$nienie pary nasyconej nad plaska
powierzchnig cieczy. Gdy uktad jest

w réwnowadze, ci$nienie to jest réwne
sumie ci$nienia p, (h) pary nasyconej nad
meniskiem i nadwyzki ci$nienia
zwigzanego ze sferycznym meniskiem

o promieniu 7:

2y
po + pigh = py(h) + -

Wartos$é p, (h) rézni si¢ od pg o ci$nienie
stupa pary nasyconej o wysokosci h. Para
jest jednak Scisliwym gazem —
przyjmiemy, ze z dobrym przyblizeniem
spetnia réwnanie stanu gazu doskonalego.
Gestosé pary, p., zalezy wiec od cidnienia:
Py = Kpo

RT
Ci$nienie pary zmienia si¢ z glebokoscia h
pod ptlaska powierzchnia:

dp, T
dh 77" U RT
Réwnanie to spelnia funkcja:

h
pv(h) = po exp (l;?QT ) .

Mamy tez:

27
prgh = py(h) — po + 7—/

Po prawej stronie ostatniego réwnania
po(h) = po << 2v/r, czyli

2y

pPigr
Ostatecznie (przypominamy, ze p, (h)
oznaczalo ci$nienie pary nasyconej tuz
nad meniskiem wypuklym) ci$nienie p,
pary nasyconej nad zakrzywiong
powierzchnig cieczy wynosi:

2py
Puv = Po €Xp .
Po Po eXF o rRT

Otrzymany zwigzek, tak zwane réwnanie
Kelvina (w formie Ostwalda

i Freundlicha), jest przydatny np. przy
analizie tworzenia kropel deszczu.

h =~

Przedstawione w rozwiagzaniu
rozumowanie pochodzi z pracy

K. P. Galvina, Chemical Engineering
Science 60, 4659 (2005).

TTutaj warto napisaé¢ nawet wigcej:

z punktu widzenia Piotrusia, przy
zalozeniu, ze Wendy go kocha,
prawdopodobienistwo uzyskania
przedstawionego ukladu kart jest takie
samo, jak przy zalozeniu, ze Wendy go
nie kocha (w obu przypadkach réwne
20%). Uzyskany uklad kart nie przekazuje
zatem Piotrusiowi zadnej informacji

o uczuciach Wendy, tzn. nie zmienia jego
oceny prawdopodobienstwa milosci
Wendy.

5. Na koniec karty sa ukladane w kotko i odkrywane. Jesli obok siebie wystapia
3 kiery (Y9¥), oznaczaé to bedzie wzajemna mitoéé, w przeciwnym wypadku
co najmniej jedno z nich nie wykazuje uczuciowego zainteresowania tym
drugim.

Zobaczmy, jak bedzie przebiegaé ta procedura w naszej sytuacji. Poniewaz
Wendy ciepto mysli o Piotrusiu, uklada na $rodku stotu koszulka do géry
najpierw pika, a potem kiera (punkt 1.). Dokladana jest na to ,piata karta”,
czyli kier (punkt 2.), po czym pora na ruch Piotrusia, ktéry — niezainteresowany
Wendy — réwniez kladzie najpierw pika, a na wierzchu kiera (punkt 3.;
podkredlmy, ze taka kolejnos¢ ma inng interpretacje u Wendy, a inng

u Piotrusia). Gdyby$my juz w tym momencie przeszli do punktu 5. i ulozyli
karty ze stosu ,,w kétku”, zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, mogliby$émy po
odkryciu kart ujrze¢ cos takiego:

4
[ ) v

karta ze szczytu stosu - - - - > ' .

Jak wida¢, brakuje tu trzech kieréw utozonych obok siebie, wiec zgodnie

z naszym algorytmem otrzymujemy negatywna odpowiedz na pytanie

o wzajemna milo$é naszych bohateréw (co jest zgodne z prawda). Jednak

bez wykonania na talii dodatkowych czynnosci Piotrus uzyskuje informacje,

ze Wendy polozyta kiera na pika, czyli darzy go (nieodwzajemnionym)
uczuciem — jest to zbedna niezreczno$é, ktérej pragneliSmy uniknaé. Gdyby
nasze karty byly umieszczone w kétku na okraglej, obrotowej tacce do sera, to
mogliby$Smy zakreci¢ tacka niczym ruletka, tak aby nie mozna byto stwierdzié,
ktéra karta pochodzita ze szczytu stosu. Najpewniej jednak nie mamy do
dyspozycji wspomnianej tacki, lecz jej dzialanie symulowane jest przez punkt 4.
naszego protokotu. Kazda operacja ,,przetozenia” odpowiada pewnemu obrotowi
kétka z kartami. Gdy tych przetozen jest wystarczajaco wiele, mozemy przyjac,
ze nikt nie jest w stanie rozstrzygnaé, ktéra karta byla na szczycie stosu na
samym poczatku. Powiedzmy zatem, ze po wykonaniu 5. kroku protokotu oczom
bohateréow ukazal sie taki obrazek:

v
v o

karta ze szczytu stosu - - - - 5 > Q \ 4

Rzecz jasna, niezmiennie brakuje nam trzech kieréow utozonych pod rzad — sila
rzeczy Wendy dowiaduje sie o braku wzajemnoéci swoich uczué. Zastanéwmy sie
jednak, czego Piotrus dowiedzial sie o Wendy. Nie wie on, ktory z wylozonych
pikéw nalezal do niego — moégl to byé pik ze szczytu stosu lub nie. Pierwszy
przypadek implikowalby, ze Wendy polozyla ¥ na # (czyli kocha), a drugi —
ze & na ¥ (czyli nie kocha). Nie jest on zatem w stanie stwierdzi¢, co Wendy
mysli o ich relacjit. Nietrudno przekonaé sie, ze dla dowolnej innej konfiguracji
kocha/nie kocha procedura zachowuje sie zgodnie z oczekiwaniami: przy
wzajemnej milosci bohateréw zaobserwujemy uklad Y9 natomiast gdyby
zadne z nich nie kochalo tego drugiego, otrzymaliby$émy rysunek taki jak wyzej
(z dokladnoscia do obrotu), na podstawie ktérego zadne z nich nie bedzie

w stanie powiedzie¢ nic o uczuciach drugiej strony.

Przedstawiony przyklad to chyba najprostszy przypadek problemu, ktory

w literaturze kryptograficznej nosi nazwe multiparty computation — nalezy tak
obliczy¢ wartos¢ funkcji zaleznej od wkladu kazdego z (potencjalnie wigcej niz
dwojga) zainteresowanych, by nikt nie dowiedzial si¢ o wkladzie pozostatych
wiecej niz to, co mozna wywnioskowaé z uzyskanego wyniku. Jednym z ogdélnych
rozwiazan tego problemu jest tzw. protokét Yao, ktéry opisywalismy w AJS.
Wiecej za$ o przedstawionym ,karcianym” podejéciu do tematu mozna probowaé
wyszukaé samodzielnie pod haslem five cards trick in cryptography.
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Nowa generacja perowskitowych ogniw stonecznych

*Radboud University Nijmegen

Tlumaczenie: Olga DUDA

elektroda przednia

(ujemnay

zlacze p-n

e

elektroda tylna
(dodatnia)

Rys. 1. Schemat przedstawiajacy ogniwo
sloneczne pierwszej generacji. Warstwy
potprzewodnikéw typu n oraz p
zbudowane sa z krzemu zawierajgcego
odpowiednie domieszki innych
pierwiastkéw

Ogniwa drugiej generacji wystepuja
w réznych odmianach. Do ich budowy
wykorzystuje si¢ materiaty takie, jak:
tellurek kadmu (CdTe), diselenek
miedziowo-indowo-galowy (CIGS),
uwodorniony krzem amorficzny.

Ogniwo barwnikowe sklada sie ze szkla
fluorowanego jako podloza,
péiprzewodnika typu n, takiego jak ZnO,
TiOg2, Fex O3 itp., czasteczek barwnika do
pochtlaniania $wiatta, elektrolitu do
regeneracji i przeciwelektrody do
gromadzenia tadunkéw.

Organiczne ogniwo stoneczne zawiera
fotoaktywne warstwy sktadajace sie

z polimeru pélprzewodnikowego,
pochodnej fulerenu i metalowych elektrod
do zbierania nosnikéw tadunku.

Mmety)
HTL
Perowskit
ETL

ITO

A \\Y

Rys. 2. Schemat perowskitowego ogniwa
slonecznego: ITO — tlenek cyny
domieszkowany indem, ETL — warstwa
transportujaca elektrony, HTL — warstwa
transportujagca dziury. ETL i HTL
wykonane sg z polimeréw organicznych

O perowskitach w Ah’) pisali Michat
Dusza, Magdalena Wozniak i Olga
Malinkiewicz.

Wagas PERVEZ*

W obliczu trwajacego kryzysu klimatycznego coraz wiecej ludzi na calym
$wiecie szuka sposobéw na walke z globalnym ociepleniem. Czes¢ mieszkancow
Ziemi stara sie minimalizowa¢ swoj negatywny wplyw na srodowisko poprzez
zmniejszenie spozycia miesa, ograniczenie zuzycia tworzyw sztucznych i paliw
kopalnych i, co najwazniejsze, wprowadzenie w zycie filozofii zero—waste.

W dzisiejszej erze cyfrowej mogloby sie wydawacé, ze zuzycie pradu odgrywa
réwnie wazna role. W rzeczy samej, prad elektryczny okazuje sie ,,gwiazda
wsérdd paliw”, jedli spojrzeé¢ na raport Miedzynarodowej Agencji Energetycznej
z 2018 roku. Wynika z niego, ze konsumpcja elektrycznosci stanowi 20%
catkowitego zuzycia energii na $wiecie [1]. Wéréd dostepnych zasobéw, ktére
sg obfite, czyste i zrownowazone, elektrownie wodne, energia wiatrowa

i fotowoltaika jako zZrodla energii odnawialnej sa najlepszym wyborem do
wytwarzania zielonej energii elektrycznej.

Chociaz aktualnie elektrownie wodne dostarczaja najwiecej energii na $wiecie
sposréd zrédel odnawialnych, to rozwdj tej dziedziny energetyki jest mocno
ograniczony przez takie czynniki, jak: odpowiednia lokalizacja elektrowni,
dostepnosé wody, wysokie koszty, podatnosé na susze i ryzyko powodzi. Energia
wiatrowa jest zréodtem dobrze przystosowanym do produkcji na duza skale,

ale tez ma swoje ograniczenia, takie jak nierownomierny przeptyw powietrza.
Trudno jest tez zainstalowaé¢ turbiny wiatrowe na podwdérku przy domu. Ale
juz ogniwa stoneczne moga by¢ powszechnie rozmieszczane na dachach domoéw.
Energia stoneczna jest uwazana za najbardziej odpowiedni wybér ekologiczne;j

i czystej technologii wytwarzania energii elektrycznej na malta skale.

Ogniwo sloneczne to urzadzenie, ktore zamienia energie Swiatla na nadajaca

sie do wykorzystania energie elektryczna. Takie ogniwo jest zlaczem p—n, czyli
sktada sie z dwoch warstw réznego typu potprzewodnikow. Potprzewodnik

typu p to taki, w ktérym noénikami pradu sa dziury, a péiprzewodnik typu n to
taki, w ktorym nosnikami pradu sa elektrony. Kiedy $wiatlo pada na zlacze p—n,
na styku warstw generowane sa pary elektron—dziura, ktoére przemieszczaja sie
do zewnetrznego obwodu przez metalowe elektrody. Wyrdznia sie trzy generacje
ogniw stonecznych.

Ogniwa pierwszej generacji (rys. 1) wytwarzane sa z krysztaléw krzemu

lub arsenku galu. Druga generacja znana jest jako cienkowarstwowa i ma
bardziej skomplikowana strukture warstwowa (wiecej na marginesie). Ogniwo
barwnikowe (zwane tez ogniwem uczulanym barwnikiem), organiczne ogniwo
sloneczne i wreszcie ogniwo perowskitowe (ktérego schemat budowy przedstawia
rysunek 2) zaliczane sa do trzeciej generacji ogniw stonecznych. Warstwa
aktywng pochlaniajaca swiatlo w tym ostatnim jest zwiazek o strukturze
perowskitu (jodek metyloamonowo—olowiowy). Kiedy ogniwo jest wystawione
na dzialanie Swiatta stonecznego, to w wyniku pochloniecia fotonu przez warstwe
perowskitu powstaje tzw. ekscyton, czyli para elektron-dziura. Ze wzgledu na
mala energi¢ wigzania ekscytonu, w temperaturze pokojowej ulega on tatwo
rozpadowi i w konsekwencji elektron i dziura poruszaja si¢ dalej jako swobodne
noséniki tadunku. Elektrony przeptywaja do pélprzewodnika typu n, a dziury do
péiprzewodnika typu p, a nastepnie do metalowych elektrod, pomiedzy ktérymi
w konsekwencji pojawia sie napiecie.

Pomimo iz obecnie rynek ogniw fotowoltaicznych jest zdominowany przez
krzem — ze wzgledu na jego dluga histori¢ zastosowania w panelach stonecznych,
jak réwniez wydajnosé¢, z jaka w owych zastosowaniach sie sprawdza — bez
watpliwo$ci mozna stwierdzi¢, ze istnieja nisze rynkowe, w ktorych rozwijajace
sie technologie, jak ogniwa organiczne czy perowskitowe, moglyby zaistniec.
Czyniac technologie stoneczna dostepna dla wszystkich, nalezy pamietaé, ze
wykorzystujace te technologie ogniwa powinny by¢ oplacalne, tatwe w obstudze
i mozliwe do produkowania na duza skale. Produkowane z tanszych materialéw,
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Rys. 3. Charakterystyka
pradowo-napigciowa ogniwa stonecznego

>

tanimi metodami organiczne i perowskitowe ogniwa stoneczne mogg staé

sie tansze od ogniw opartych na krzemie. Poniewaz sktadaja sie z cienszych
warstw pochlaniajacych (o grubosci kilku nm), sa elastyczne i lzejsze niz ogniwa
krzemowe. Ponadto dostepne sa w r6znych kolorach, co wnosi walor estetyczny,
dodatkowo poszerzajacy wachlarz mozliwych zastosowan.

Organiczne ogniwa stoneczne sa starsze niz ich perowskitowy odpowiednik

i, pomimo mniejszej mocy wyjsciowej, bylty juz z powodzeniem stosowane

w praktyce, czego przykladami sa: drzewa solarne firmy OPVIUS umieszczone
przy wejéciu do siedziby Merck w Niemczech [2], elastyczne, organiczne ogniwo
stoneczne Heliatek zainstalowane na zadaszeniu w Stade Roland Garros

we Francji [3] oraz folia organiczna ,ASCA” firmy ARMOR zastosowana

w szklarniach ogrodniczych [4]. Organiczne ogniwa sloneczne maja wiele

zalet, jednak osiagajace wyzsza wydajnosé ogniwa perowskitowe wydaja

sie najlepszym materiatlem z punktu widzenia rynku. Niektore firmy, takie

jak Oxford PV i Saule Technologies, rozpoczety produkcje perowskitowych
ogniw stonecznych, przenoszac raczkujaca technologie z laboratorium do
przemystu. W roku 2016 firma Oxford PV zainicjowala komercjalizacje
perowskitowych ogniw stonecznych, przytaczajac sie do przejecia bytego
zakladu produkcyjnego niemieckiej firmy Bosch Solar CIS Tech wyposazonego
w 17 000m? powierzchni [5]. W lipcu 2019 roku zdobyta dotacje w wysokosci
65 mln funtéw na dalsze usprawnienie produkcji ogniw perowskitowych przy
uzyciu metody osadzania prézniowego [6]. W grudniu 2018 roku polska firma
Saule Technologies rozpoczeta projektowanie i produkcje niskotemperaturowych
perowskitowych ogniw stonecznych metoda druku strumieniowego (ink-jet).
Procesy niskotemperaturowe sa niezbedne przy wytwarzaniu elastycznych
perowskitowych ogniw stonecznych w procesie druku strumieniowego, poniewaz
elastyczne podloza nie moga by¢ obrabiane w temperaturze powyzej 150°C [7].
W metodzie druku strumieniowego element piezoelektryczny kieruje osadzaniem
atramentu na wcze$niej okreslonych obszarach. Pomiedzy sktadnikami
atramentu dochodzi do reakcji chemicznej, w rezultacie ktérej powstaja

ciemne krysztaly perowskitu. W ten sposéb w ciagu kilku sekund powstaje
fotoaktywna warstwa o wzorze plastra miodu. W najblizszych latach produkcja
perowskitowych ogniw slonecznych bedzie musiala zmierzy¢ sie¢ z wieloma
wyzwaniami, jak lepsza konwersja energii (blizej teoretycznej granicy 31%),
przejscie ze skali laboratoryjnej na skale masowej produkcji oraz zwiekszona
stabilno$¢ i niezawodno$¢.

Podstawowym narzedziem do sprawdzania wydajnosci ogniwa stonecznego jest
charakterystyka pradowo-napieciowa, ktéra teraz w skrécie oméwimy. Jest to
zalezno$¢ gestosdci pradu (czyli natezenia przypadajacego na jednostke przekroju
poprzecznego) od napiecia, ktéra najwygodniej przedstawi¢ w postaci wykresu
(rys. 3). Sprawno$¢ ogniwa jest dana wzorem:

. JSCVOC

Pin

gdzie J. jest gestoscia pradu zwarcia (short circuit), V,. jest napieciem obwodu
otwartego (open circuit), p;, jest natezeniem promieniowania padajacego
na ogniwo (moc na jednostke powierzchni), a FF jest tzw. wspélczynnikiem
wypelnienia (fill factor). Gesto$é pradu zwarcia oznacza maksymalny prad
na jednostke powierzchni, jaki moze przeplynaé przez ogniwo. Wspélczynnik
wypelnienia odpowiada najwiekszemu polu prostokata, jaki mozna zmiesci¢ pod
krzywa na wykresie charakterystyki pradowo-napieciowej, i jest on dany wzorem:

- FF

)

FF — JmppVimpp
Jchoc ’
gdzie Jypp i Vinpp Opisuja wspomniany prostokat o najwiekszym polu, ktérego
wierzcholek odpowiada tzw. punktowi maksymalnej mocy (maximum power
point).

Najwyzsza do tej pory zarejestrowana wydajno$é¢ ogniw perowskitowych
wynosi 25,2% (wynik certyfikowany przez National Renewable Energy Lab,
NREL). Wydajno$é ta jest lepsza niz dla ogniw starszych technologii, jak
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ogniwa drugiej generacji (cienki film) oparte na CIGS (sprawno$¢ 23,4%)
i CdTe (sprawno$é¢ 22,1%), a nawet pierwszej generacji ogniwo krzemowe
(sprawno$é 22,8%).

Dokladniejsza analiza dzialania ogniwa perowskitowego (wykraczajaca poza
ramy tego artykulu) wymaga rozréznienia pewnych obszaréw w warstwie
perowskitu: rdzenia i interfejsu. Ten ostatni to obszar styku z sasiednia warstwa,
w ktérym, jak sie okazuje, zachodza kluczowe dla dzialania ogniwa procesy,
majace istotny wplyw na sprawnos¢. Ich doktadniejsze zrozumienie moze jeszcze
te sprawnos$é¢ poprawic. Jest to wiec ciagle przedmiot badan, podobnie jak
eksperymentowanie z innymi materiatami, takimi jak wegiel i azot, zamiast
olowiu i jodku (ktére sa toksyczne). Syntetyzowanie perowskitéw o réznych
sktadach, badanie ich wlasno$ci i postep w zrozumieniu budowy tego materialu
w nanoskali moga przyczynié¢ sie do opracowania jeszcze wydajniejszych,
trwalszych i tanszych ogniw, ktére bedzie mozna efektywnie wykorzystywac

na coraz wieksza skale.

(>

Q

Tyrania wiekszosci: Jak budzet partycypacyjny w Polsce
dyskryminuje mniejszosci

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Karta do glosowania przez aprobaty.
Wyborca, nazwijmy go ¢, zagtosowal na
projekty b, e oraz g. Zakladajac, ze jego
zadowolenie to liczba pieniedzy
przeznaczona na projekty, na ktére
zaglosowal, mamy wu,(b) = 200,

u; (e) = 500, u;(g) = 1000 oraz u;(p) =0
dlap ¢ {b,¢, g}

Co gorsza, tyrania wigkszosci jest tak
naprawde tyranig najwigkszej
mniejszosci. Okazuje sig, ze nawet mala
grupa wyborcéw moze zdecydowaé

o calym budzecie gminy; dzieje si¢ tak,
gdy glosy oddane przez pozostalych
wyborcéw sg rozproszone na rézne
projekty. Przykladowo, gdyby w Krakowie
w 2020 roku 3586 wyborcow

(8,5% wszystkich wyborcéw) umoéwilo sig,
ze chcg zaglosowaé na ten sam kosztowny
projekt, to mogliby wykorzystaé caly
budzet przeznaczony na projekty
ogo6lnomiejskie (6,4 mln z1). Byloby to
bardzo niesprawiedliwe.

Grzegorz PIERCZYNSKI*, Piotr SKOWRON*

Budzet partycypacyjny to proces, w ktérym mieszkancy gminy decyduja o tym,
jak rozdysponowaé czes¢ srodkow z jej budzetu. W pierwszej fazie zglaszane sg
propozycje projektow — aby zglosi¢ projekt, nalezy m.in. przygotowaé jego opis
oraz podacé koszt realizacji. Kolejnym krokiem jest glosowanie, na podstawie
ktorego podejmowana jest decyzja, ktore z projektéw zostana zrealizowane.
Pytanie brzmi: w jaki sposéb sprawiedliwie rozdysponowaé¢ srodki z budzetu?

Przykladowo, w Warszawie w 2021 roku posréd wybranych pomystéw znalazty
sie trzy kosztowne projekty dotyczace budowy infrastruktury dla roweréw.
Projekty te sumarycznie kosztowaly az 11,5 mln zlotych, co stanowilo okoto 46%
dostepnych srodkéw. Na projekty te zaglosowalo 39% wyborcéw. Oznacza to,
ze wyborcy ci zdecydowali o proporcjonalnie wiekszej kwocie, niz wynikatoby
to z ich liczby. Z drugiej strony, projekt modernizacji biezni przy Szkole
Podstawowej nr 222 nie otrzymal finansowania. Projekt ten kosztowalby tylko
3,2% przeznaczonych dla dzielnicy $rodkéw, a zaglosowalo na niego az 4,5%
wyborcow z tej dzielnicy. Co wiecej, zaden z projektéw, na ktory zaglosowali ci
wyborcy, nie zostal wybrany — ich glosy zostaly zignorowane. Patrzac ogdlniej,
gdyby zrezygnowac z potowy projektéw rowerowych, na ktére oddano 32 tysiace
glosow, mozna by zrealizowac inne, ktére otrzymaly w sumie ponad 200 tysiecy
gloséw!

Przyktad ten pokazuje, ze metoda glosowania stosowana w Warszawie
dyskryminuje pewne grupy wyborcéw. Przyjrzyjmy sie jej blizej.

Regula 1 (regula zachlanna). Wyborcy glosuja przez aprobaty: kazdy wyborca
moze zaglosowac na kilka projektow. Nastepnie wybieramy projekty w kolejnosct
liczby otrzymanych gloséw, dopoki pozwalajqg na to dostepne Srodki.

Zalézmy, ze mamy 20 projektéw: 10 niebieskich i 10 czerwonych. Mozemy
zrealizowaé tylko 10 z nich. Zalézmy, ze 51% wyborcéw glosuje na wszystkie
niebieskie, a 49% na czerwone. Regula zachlanna wybrataby 10 projektéw
niebieskich. To zjawisko jest nazywane tyranig wiekszosci. Bardziej
sprawiedliwe byloby zrealizowanie 6 projektoéw niebieskich i 4 czerwonych, lub
nawet 5 niebieskich i 5 czerwonych.
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Przykladowa karta do gtosowania w skali.
Mamy 8 projektéw, a,b, ..., h, ktérych
koszty sa zaznaczone w nawiasach.
Warto$é zadowolenia wyborcy z realizacji
projektéw jest podana explicite w postaci
wartoéci punktowych. Wyborca i
przypisat 30 punktéw do projektu b

i po dziesie¢ punktéw do projektéw e i g.
Zatem wu; (b) = 30, u;(e) = u;(g) = 10 oraz
ui(p) =0dlap ¢ {b,e, g}

D. Peters, G. Pierczynski, and

P. Skowron. Proportional participatory
budgeting with additive utilities.

In Proceedings of the 35th Conference
on Neural Information Processing
Systems (NeurIPS-2021), pages
12726-12737, 2021.

Zwréémy uwage, ze projekt 2—optacalny
jest bardziej optacalny niz 3—optacalny,
bo w jego przypadku wszyscy placa mniej
(nie wigcej niz 2 zlote) za jednostke
zadowolenia.

Ak,

Czy mozemy zatem zaprojektowaé metode glosowania, ktéra bytaby
sprawiedliwa? Otoz tak! Aby ja opisaé, zacznijmy od wprowadzenia pomocnej
notacji matematycznej. Niech P = {p1,pa,...,pm} 1 N ={1,2,...,n} oznaczaja
odpowiednio zbiér projektow, ktore zostalty zgloszone, oraz zbiér wyborcow.
Niech koszt(p) oznacza koszt projektu p € P; przez k natomiast oznaczmy
wielkoé¢ dostepnego budzetu.

Istnieje wiele formatéw glosowania. Jednym z prostszych jest glosowanie przez
aprobaty: kazdy wyborca wskazuje projekty, ktére popiera. Alternatywa,

ktéra pozwala wyborcom lepiej wyrazi¢ swoje preferencje, jest gtosowanie

w skali, czyli przypisanie kazdemu projektowi pewnej liczby punktéw (np.

od 0 do 100). Na podstawie glosu wyborcy ¢ definiujemy jego zadowolenie

z projektu p, oznaczane u;(p). W przypadku glosowania w skali zadowolenie
definiujemy jako liczbe punktéw podang przez wyborce, a dla glosowania przez
aprobaty odpowiada ono kwocie wydanej na popierane przez niego projekty,
czyli u;(p) = koszt(p), jezeli i glosuje na p, i u;(p) = 0 w przeciwnym przypadku.

Sprébujmy teraz matematycznie zdefiniowaé, czym jest sprawiedliwosé, czyli

co to znaczy, ze metoda wyborcza nie dyskryminuje wyborcéow. Powiemy, ze
grupa wyborcéw S C N zastuguje na zadowolenie (3, jezeli wyborcy z S majac do
dyspozycji proporcjonalna czesé budzetu (czyli |S| - k/n), byliby w stanie zakupié
taki zbiér projektéw T, ktory dawalby im w sumie zadowolenie wieksze badz
rowne . Zadowolenie grupy S z jednego projektu definiujemy jako zadowolenie
najmniej zadowolonego wyborcy (-, minies ui(p) = B).

Definicja 1. Zbior projektow W C P dyskryminuje grupe wyborcow S, jezeli
grupa S zastuguje na zadowolenie B, ale zadowolenie ze zbioru W kazdego
wyborcy z S jest mniejsze niz B. Zbior W jest proporcjonalny, jezeli nie
dyskryminuje Zadnej grupy wyborcow.

Wspomniana na poczatku artykutu grupa 4,5% wyborcéw zastugiwala na
zadowolenie, jakie otrzymataby z modernizacji biezni. Nie otrzymalta jednak
nic — zgodnie z nasza definicja grupa ta zostala zdyskryminowana.

Zasada proporcjonalnosci jest naturalnym kryterium. Co wiecej, zbiér projektow,
ktory ja spelnia, zawsze istnieje! Niestety jego znalezienie jest wyzwaniem nawet
dla wspotczesnych komputeréw. Pokazemy jednak, ze istnieje reguta, ktora
spelnia odrobine slabszy warunek i ktéra mozna efektywnie obliczaé!.

Definicja 2. Wybrany zbior projektéw W C P jest proporcjonalny z dokladnoscia
do jednego projektu, jezeli dla kazdej grupy wyborcow S C N istnieje jeden
projekt, po ktorego sfinansowaniu grupa S nie bedzie dyskryminowana.

Zdefiniujmy metode, ktora spelnia te zasade. Poczatkowo pieniadze z budzetu
dzielimy po réwno miedzy wyborcéw. Potem, w kolejnych krokach, szukamy
projektéw, na ktoére jakas grupa wyborcéw moze sie zrzucié, i sposréd nich
wybieramy ten, ktéry daje najwigksze zadowolenie za kazda wydana zlotéwke.

Aby opisa¢ metode formalnie, wprowadzmy dodatkowe oznaczenia. Niech k;
oznacza ilos§¢ pieniedzy, ktérymi dysponuje wyborca ¢ w danej chwili. Powiemy,
ze projekt p € P jest A-oplacalny, jezeli wyborcy moga go kupié¢ tak, aby kazdy
z nich wydal X zlotych za jednostke zadowolenia (lub cala posiadang kwote,
jezeli nie ma wystarczajacych $rodkéw):

Z min(k;, A - u;(p)) = koszt(p).

ieN
Reguta 2 (metoda réwnych udzialéw). Poczgtkowo kazdy wyborca i € N dostaje
k; == k/n zlotych. Zaczynamy od pustego zbioru projektéw W = 0 i wykonujemy
w petli:

Wybieramy projekt p ¢ W, ktéry jest A—oplacalny dla najnizszej wartosci A,
i dodajemy go do zbioru: W := W U {p}. Nastepnie aktualizujemy budzety
wyborcow: dla kazdego i € N ustalamy k; := k; — min(k;, A - u;(p)).
Koriczymy, kiedy wyborcy nie majqg pieniedzy, aby kupi¢ dodatkowy

projekt, na ktéry zaglosowali (czyli jezeli dla kazdego p ¢ W mamy

ZieN: wi(p)>0 k; < koszt(p)).
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Zilustrujmy dzialanie metody na przykladzie. Przypusémy, ze mamy

250 wyborcow, a dostepny budzet wynosi k = 2500. Mamy 8 projektow,
,--.,h. Wartosci przypisane przez wyborcow do projektow sg przedstawione
na ponizszym diagramie. Przyktadowo, pierwszych 65 wyborcéw przypisuje

30 punktow dla projektu b, 10 punktéw dla projektow e oraz g oraz 0 punktow
dla pozostalych projektow.
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1500552 2550550
55000550 AT
25000507 4 7.4 0
2500052 ‘2 y
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77 7 7 ey 77727777
T A y
15,000 A 27

5,54 2357
27777777 272 = 27

10 PLN 25000507 2 10 070000007 2

55005520 020250257
1500552
15000527
1500552
15000507

Zauwazmy, ze budzet pozwolilby
dodatkowo sfinansowaé projekt a i h,
natomiast wyborcy, ktorzy zagltosowali na
te projekty, nie maja juz wystarczajacych
srodkéw. Pokazuje to, ze metoda réwnych
udzialéw moze wybraé zbiér projektéw,
ktérych sumaryczny koszt jest znacznie
nizszy niz dostepny budzet. Aby
otrzymad regule, ktéra efektywnie
wykorzystuje dost¢gpne $rodki, mozemy
uzy¢ jednej z kilku technik:

1. Dopelnianie: mozemy uzupelni¢ wynik
zwrocony przez metode réwnych
udzialéw w inny sposéb, np. zgodnie
z metodg zachtanng.

2. Skalowanie poczgtkowego budzetu:
poczatkowo przypisujemy wyborcom
nieco wigcej pieniedzy niz réwna czesé
budzetu. Przypisujemy im taka kwote,
aby sumaryczny koszt projektéw
zwréconych przez metode¢ réwnych
udzialéw nie przekraczal oryginalnego
budzetu k.

Poczatkowo budzet dzielimy po réwno miedzy wyborcéw, wiec kazdy

dostaje 10 ztotych. Regula w pierwszym kroku wybiera projekt b, ktory jest
1/15-opltacalny: aby go sfinansowaé, wszyscy wyborcy z pierwszych dwéch grup
placa po 2 zl (platnosci sa réwniez zilustrowane na diagramie) i otrzymuja

30 jednostek zadowolenia. Latwo sprawdzié¢, ze inne projekty sa mniej oplacalne.
Przykladowo, projekt g uzyskal sumarycznie 10 000 punktéw i jego koszt wynosi
1000 zlotych. Mozemy rozlozy¢ jego koszt tak, aby kazdy wyborca zaplacit
1/10 zt za jednostke zadowolenia: wyborcy z pierwszej i drugiej grupy powinni
zaplacié¢ po 1 zl, ci z czwartej grupy placa po 10 zi, a pozostali po 4 zl. Jest

on zatem 1/10-oplacalny, czyli mniej oplacalny niz projekt b. W drugim kroku
to wlasnie g zostanie wybrany. Nastepnie reguta wybiera projekt f. Zwréémy
uwage, ze wyborcy z czwartej grupy nie maja juz dostepnych srodkow, zatem
koszt projektu f musi zostaé¢ pokryty przez wyborcéw z trzeciej i szostej grupy.
Wyborcy ci placa po 2 z1, czyli A = 1/5 za jednostke zadowolenia. W nastepnych
dwoéch krokach reguta wybiera projekty e i c. W tym momencie reguta konczy
dzialanie i zwraca jako wynik {b, ¢, e, f, g}.

Twierdzenie 1. Metoda réwnych udzialow jest proporcjonalna z doktadnoscig
do jednego projektu.

Dowdd. Rozwazmy grupe wyborcow S i zbiér projektéw T C P taki, ze

> per koszt(p) < k/n - |S] oraz 3 min;es u;(p) = B. Pokazemy, ze zbiér
projektéw zwrdcony przez metode réwnych udzialow po powiekszeniu o jeden
projekt daje przynajmniej jednemu z wyborcéw z S zadowolenie przynajmniej 3.

Zastandéwmy sie, jak zadzialalaby metoda réwnych udzialéw, gdybysmy
wyborcom z S poczatkowo przypisali nieskonczong ilosé pieniedzy: k; = oo dla
kazdego i € S. Rozwazmy pierwszy moment, w ktorym ktory$ z wyborcéw z .S,
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Ap)u;(p2) |
Xpyuip) T[T —
Apr)uj(p)] _ T

: imingegs u;(p2)
—
min;eg u;(p1)

Diagram ilustrujacy funkcje f z dowodu
twierdzenia [I} Wykres kolorowy sktada si¢
z podzbioru kawatkéw o takim samym
nachyleniu, jak kawatki wykresu czarnego.
Aby otrzymaé wykres kolorowy, pomijamy
lub skracamy (zachowujac ich nachylenie)
niektére kawalki czarnego

Rozwigzanie zadania M 1727.
Niech S bedzie punktem stycznosci
okregu wpisanego w tréjkat APD
z bokiem AD. Korzystajac z réwnosci
odcinkéw stycznych i zaleznosci danej
w zadaniu, dostajemy BM = AS = AL
oraz PL = PM. Wobec tego

BK AL PM

KA LP MB
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Menelaosa, zastosowanego do tréjkata
APB, otrzymujemy wigc wspétliniowosé
punktéw K, L, M. Analogicznie
dowodzimy, ze na prostej LM lezy
punkt N, skad teza.

A

nazwijmy go j, uzyl wigcej niz k/n zlotych ze swojego poczatkowego budzetu.
Zalézmy, ze stalo sie to podczas kupowania projektu p’. Do tego momentu
metoda dzialala tak samo, jak gdyby wyborcy z S mieli k/n zlotych. Wystarczy
wiec pokazaé, ze dotychczasowo wybrany zbiér powickszony o projekt p’ da
wyborcy j zadowolenie co najmniej f3.

W tym celu zdefiniujemy funkcje kosztu zadowolenia f: niech f(x) oznacza cene,
ktora wyborca j zaplacit za pierwszych x jednostek zadowolenia. Zakladamy
tu, ze projekty sa podzielne: na przyklad, jezeli wyborca zaptacil z zlotych

za pierwszy projekt i otrzymal w zamian zadowolenie réwne y, to f(yy) = vz
dla kazdego v € [0, 1]. Funkcja f jest zilustrowana na rysunku obok (czarny
wykres).

Zakladajac nieskonczony budzet wyborcéw z S, kazdy projekt p popierany
przez przynajmniej jednego z nich zostanie w ktéoryms$ momencie
wybrany; przyjmijmy, Ze jest wtedy A(p)—oplacalny. Skoro metoda
réwnych udzialow wybiera projekty, ktére minimalizuja cene za jednostke
zadowolenia, to funkcja f jest wypukla. Jest to tez funkcja kawatkami
liniowa. Zastanowmy sie, jak oszacowaé z gory jej warto$¢ w pewnym
punkcie. Na pewno mozemy to zrobié¢, biorac warto$é¢ funkcji poskladanej
z podzbioru ,krétszych” kawalkéw o tym samym nachyleniu (funkcja
oznaczona kolorem na rysunku obok). Mozemy wiec f(3) oszacowaé

przez:
= i y < i ;
7 (32 minui(p) < 3 minui(p)AR).
peT peT

Z faktu, ze ), g ui(p)A(p) < koszt(p), dostajemy oszacowanie:
koszt koszt k
Z min u;(p Z min u;(p 0s74(p) < ZPGT () < —.
4 i€s £ €8 ZieS u; (p) |S] n

Otrzymujemy, ze f(8) < k/n. Oznacza to, ze po wydaniu k/n zlotych

w wersji z nieograniczonym budzetem, czyli po kupieniu projektu p’,

wyborca j musi mie¢ zadowolenie co najmniej 5. Przy ograniczonym

budzecie wybrany zbiér projektéw powiekszony o p’ tez daje mu zatem takie
zadowolenie. (]

A jak wyglada to w praktyce? Wiele gmin prébuje réznymi sposobami
réwnowazy¢ brak proporcjonalnoéci metody zachtannej. Za priorytet uwazane
jest to, aby wérod realizowanych projektow znalazty sie projekty z wszystkich
dzielnic. W tym celu poczatkowy budzet dzielony jest miedzy dzielnice
(proporcjonalnie do liczby mieszkancéw), a nastepnie regula zachlanna
uruchamiana jest w kazdej dzielnicy oddzielnie. Ponadto z géry ustalona kwota
przeznaczana jest na projekty ogélnomiejskie, ktére réwniez sa wybierane
niezaleznie od pozostatych.

Podejscie to ma jednak sporo wad. Po pierwsze, wcale nie rozwiagzuje ono
problemu proporcjonalnosci! Podzial budzetu miedzy dzielnice wymusza
proporcjonalnosé tylko dla grup wyborcow zdefiniowanych geograficznie, a nie
rozwiazuje problemu dla innych grup. Na przyklad, jezeli w kazdej dzielnicy
51% wyborcéw bedzie glosowaé tylko na projekty rowerowe, pozostali zostang
z niczym. Ponadto taki podzial jest czesto sztuczny, poniewaz wyborcy moga
przeciez korzystaé z projektéw z réznych dzielnic. Sztuczna jest tez klasyfikacja
projektéw na dzielnicowe i ogélnomiejskie oraz podzial sSrodkéw miedzy te dwie
kategorie.

Jakie problemy rodzi podzial na projekty ogélnomiejskie i dzielnicowe, pokazuje
przyklad dwéch projektéw zgloszonych w Warszawie w 2021 roku, ktére

mialy by¢ realizowane na tej samej ulicy — ulicy Modlinskiej. Pierwszy projekt
dotyczacy nasadzen zieleni byl projektem ogdélnomiejskim. Kosztowal 435 tys. zt
i uzyskat 12 tys. glosow, z czego 4 tys. od mieszkancéw Bialoteki. Nie uzyskal on
jednak finansowania. Drugi projekt dotyczyl naprawy chodnika i byl projektem
dzielnicowym. Kosztowal on wigcej (630 tys. zt) i uzyskal duzo mniej gloséw
(niecate 2 tys.). Paradoksalnie, to ten drugi projekt uzyskat finansowanie, bo
konkurencja migdzy projektami w tej dzielnicy byla duzo mniejsza.
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Dla wygody zaprezentujemy tutaj
usrednione wyniki dla kazdego miasta,
jednak wnioski z naszej analizy beda
prawdziwe réwniez dla kazdej edycji
osobno.

@

Rozwigzanie zadania M 1728.
Oznaczmy © = a — b, y =b — c i bez
straty ogdélnosci zatézmy, ze x,y > 0.
Zalozenie zadania mozna zapisaé¢ jako
z2 —+ y2 + (z + y)2 >2
lub réwnowaznie
2 tay+y° > 1
Teza za$ jest réwnowazna nieréwnosci
c+yt+z+y>2,
czyli x +y > 1. Jednakze
(x + y)2 =z + zy + y2 +zy >
>2?tay+y® 21,

co konczy dowdd.

Czy mozna byto wybraé projekty lepiej? Sprawdzmy! Dzieki temu, ze wyniki
glosowania w niekt6rych miastach w Polsce sa dostepne publicznie (na stronie
pabulib.org)), mozemy przeprowadzié¢ symulacje: co by bylo, gdyby zamiast
metody zachlannej miasta wykorzystywaly metode réwnych udziatow?

Poréwnamy tutaj dane tacznie z 17 instancji budzetu partycypacyjnego

w 6 réznych miastach: Czestochowie (2020), Gdansku (2020), Krakowie
(2018-2021), Warszawie (2017-2021), Wroctawiu (2015-2018) i Zabrzu
(2020-2021). W naszym zestawieniu znalazly sie miasta réznej wielkosci — od
kilkunastu tysiecy glosujacych w Zabrzu i Czestochowie do ponad 100 tysiecy
w Warszawie. W Czestochowie, Gdansku i Krakowie wyborcy przypisuja
projektom wartoéci punktowe; w Warszawie, Wroctawiu i Zabrzu glosowanie
jest przeprowadzane przez aprobaty. Poréwnywaé¢ bedziemy metode réwnych
udzialéw (wersje ze skalowaniem budzetu) uruchamiang bezposrednio w calym
miedcie, z reguly zachlanna uruchamiana osobno w dzielnicach, zgodnie

z regulaminem danego miasta.

Przypusémy, ze dla pewnego miasta regula zachlanna zwrécita nam zbiér
projektéw Wy, a metoda rownych udzialéw Wgy. Jak ocenié, ktéry z nich
jest lepszy? Najprostszym pomystem wydaje sie zmierzenie $redniego poziomu
zadowolenia wyborcy z wynikéw — czyli poréwnanie liczby

AVG(Wz) = Y ui(Wz)/n i AVG(Wru) = ) ui(Wru)/n.

€N ieN

Mozemy rowniez sprawdzié, ile procent wyborcow uzyskuje lepsze zadowolenie
z Wz niz z Wry (#(Z > RU)) i odwrotnie.

| miasto | AVG(Wz) | AVG(Wry) | #(Z>RU) | #(RU > 2)
g = | Czgstochowa 6,60 10,00 15% 48%
§ % | Gdansk 2,51 3,41 14% 44%
% B | Krakéw 5,39 7,59 16% 70%
5 %‘ Warszawa, 2 668 600 3 334 588 19% 58%
2 2 | Wroctaw 866 909 1 007 896 14% 35%
< i% Zabrze 102 077 391 790 10% 42%

Jak wida¢, pomijajac kwestie sprawiedliwodci, metoda réwnych udzialéw wydaje
ten sam budzet efektywniej niz metoda zachtanna. To, ze znacznie wiekszy
odsetek wyborcéw woli Wry niz Wy (od 3 do prawie 5 razy wiekszy!), pokazuje,
ze zadowolenie wyborcow jest jednoczesnie rownomierniej roztozone.

Podobne wyniki zaobserwujemy, gdy bedziemy mierzy¢ zadowolenie wyborcy
jako liczbe zrealizowanych projektow, na ktére wyborca ten zagltosowal. Wéwczas
wyniki beda sie prezentowa¢ nastepujaco:

miasto | AVG(Wz) | AVG(Wru) | #(Z>RU) | #(RU > 2)
Czestochowa 1,00 1,57 14% 49%
Gdarisk 1,06 1,52 12% 43%
Krakow 2,61 3,82 10% 69%
Warszawa, 6,21 8,10 11% 61%
Wroctaw 1,34 1,65 10% 33%
Zabrze 0,79 1,08 9% 37%

Widzimy, ze niezaleznie od metryki wyborcy byliby bardziej zadowoleni, gdyby
do wyboru projektéw zastosowano metode réwnych udzialow. Latwo sprawdzié,
ze metoda ta jest takze sprawiedliwa wobec dzielnic (po te analize odsylamy
do dodatku, ktéry zamiesciliémy na naszej stronie: www.deltami.edu.pl).

Co wiecej, metoda réwnych udzialow bedzie sie oczywiscie zachowywaéd
proporcjonalnie wzgledem wszystkich spéjnych grup wyborcéw — nie tylko

tych wyznaczonych przez dzielnice, ale réwniez np. rowerzystéw, rodzicéw czy
miltoénikéw przyrody. Takich grup nie trzeba definiowaé a priori, poniewaz
metoda potrafi je ,wywnioskowaé” ze struktury gtoséw wyborcow. Nie powinno
nas takze dziwié, ze dla danych z Warszawy z 2021 roku metoda réwnych
udziatléw pozwolitaby sfinansowaé¢ wspomniang wczesniej modernizacje biezni.
Moze juz czas podda¢ pod glosowanie nie tylko projekty, ale takze metode, jaka
sg one wybierane?
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Konstrukcja sfer

* Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Okrag wpisany 2 oraz dopisany do boku
BC wa w tréjkacie ABC. Zauwazmy, ze
mamy jednoktadno$é o srodku w A, ktéra
przeprowadza 2 na wa oraz prostag II
styczng do 2 i na réwnoleglta do BC
prostag BC

Jednokladno$é przeksztalcajaca Q na wa

Wzory na objetosé czworoscianu:

V= %h -Sa,

V =3r-(Sa+Sp+Sc+Sp),

gdzie h to wysoko$é z A, a r to promient
sfery wpisanej. Drugi wzér otrzymuje si¢
z pierwszego, dzielac czworo$cian na
cztery mniejsze czworo$ciany

o wysokosci 7.

dopisanych do czworoscianu

tukasz LOPACKI*

Dopisanie sfer do czworo$cianu okazuje sie trudniejsze niz dopisanie okregéw do
tréjkata. Zeby zobaczy¢ dlaczego, spbjrzmy najpierw na ten drugi przypadek.
Majac dany okrag wpisany w trojkat, trzy okregi dopisane mozna skonstruowaé
przy uzyciu jednokladnosci. I sa to jedyne okregi styczne jednoczesnie do
wszystkich trzech prostych wyznaczajacych boki tréjkata — w pozostatych trzech
obszarach (tych przy wierzchotkach) takich okregéw znalezé sie nie da.

W przypadku czworo$cianu mozliwoéci jest wigcej. Plaszczyzny Scian dzielg
przestrzen na pietnascie czesci: wnetrze czworoScianu, cztery czesci przy
wierzchotkach, cztery przy Scianach i sze$¢ przy krawedziach. Sfery styczne do
wszystkich czterech z tych plaszczyzn mozemy sklasyfikowaé na podstawie tego,
w ktérej z tych czedci sie znajduja:

— sfera wpisana (ktérej istnienie przyjmiemy za znany fakt),
— sfery dopisane przy $cianach (ktére skonstruujemy),
— sfery dopisane przy krawedziach (ktérych istnienie zbadamy).

Tak jak dla trojkata, tak i tutaj obszary przy wierzchotkach nie zawieraja sfer
dopisanych. Co jednak moze zaskakiwaé, sfery dopisane przy krawedziach moga
istnie¢ lub nie. W niniejszym artykule znajdziemy prosty warunek stwierdzajacy,
kiedy istnieja.

Sfery dopisane przy Scianach

Wezmy dowolny czworo$cian ABC D, oznaczmy jego objetosé przez V, a pole
$cian BCD, ACD, ABD i ABC odpowiednio jako Sa, Sp, S¢c i Sp. Sfere
wpisang w czworoscian, czyli sfere znajdujaca sie w jego wnetrzu, bedziemy
oznaczaé przez §).

Skonstruujemy sfere dopisang przy Scianie BC'D, dalej nazywana w4. W tym
celu oznaczmy plaszczyzne styczna do €2, rownolegly do plaszczyzny BC D

i rézna od niej jako II. Rozwazmy jednokladnoéé o srodku A i skali dodatniej,
przeksztalcajaca Il na plaszczyzne BC'D. Obraz (2 w tej jednokladnoéci bedzie
sfera dopisang przy BCD.

Istnienie opisanej wyzej jednokladnosci uzasadnimy teraz w sposob, ktory okaze
sie przydatny w dalszej czesci artykutu. Taka jednokladnos$é istnieje wtedy

i tylko wtedy, kiedy II i ptaszczyzna BC'D znajduja sie po tej samej stronie
plaszczyzny réwnoleglej do nich obu, zawierajacej punkt A. A poniewaz punkt A
i IT znajduja sie po tej samej stronie plaszczyzny BC D, wigc jest to rownowazne
warunkowi:

d(A, BCD) > d(II, BCD),
Lewa strona nieréwnoéci to wysokos¢ czworoscianu ABC'D wychodzaca z A,
a prawa to Srednica sfery (2. Ta obserwacja pozwala wyrazi¢ obie strony
nieréwnosci poprzez objetosé czworoscianu i pola jego Scian (zob. margines):

gdzie d(X,Y) oznacza odleglo§é miedzy X i Y.

3V 6V
57,4 o Sa+Sp+Sc+Sp’
czyli po prostych przeksztatceniach
S+ Sc +Sp > Sa.
O prawdziwosci powyzszej nieréwnosci mozna si¢ przekonaé, poréwnujac pola
$cian z polami ich rzutéw na plaszczyzne BC'D. Sfera dopisana przy $cianie
zawsze wiec istnieje. Mozemy tez obliczy¢ skale k szukanej jednoktadno$ci:
3V
_ Sa
-3V 6V
Sa Sa+8p+Sc+5Sp

. d(A, BCD)
- d(AT)

_SA+SB+Sc+SD
7SB+SC—|-SD—SA,

3V
Sp+Sc+Sp—Sa’

skad odczytujemy, ze dtugo$¢ promienia w4 wynosi
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Jednokladno$é przeksztalcajaca wa na wap

Sfery dopisane przy krawedziach

Przejdziemy teraz do konstrukcji sfery dopisanej

przy krawedzi. Bardziej konkretnie, bedziemy chcieli
skonstruowa¢ sfere — oznaczana odtad przez wap —
znajdujaca sie w tej czesci przestrzeni, ktora lezy przy
krawedzi AB.

Oznaczmy plaszczyzne styczng do wa rownolegla do
plaszczyzny ACD i rozng od niej jako ®. Podobnie

do poprzedniego przypadku, mozemy stwierdzié, ze
istnienie wap jest réwnowazne istnieniu jednoktadnoéci
o srodku w B, przeksztalcajacej ® na plaszczyzne
ACD, tym razem jednak o skali ujemnej. Istotnie, jesli
szukana sfera wp istnieje, to wap i wa znajduja sie

w katach tréjsciennych wierzchotkowych przy B, wiec
jednoktadnos$é o pewnej ujemnej skali przeprowadza
jedna na druga.

Taka jednokladnosé istnieje wtedy i tylko wtedy, kiedy ® i ptaszczyzna AC D
znajduja sie po przeciwnych stronach plaszczyzny rownoleglej do nich obu,
zawierajacej punkt B. A poniewaz punkt B i ® znajduja sie po tej samej stronie
plaszczyzny AC D, wigc istnienie szukanej jednokladnosci jest réwnowazne
warunkowi:
d(B,ACD) < d(®, ACD).

Tym razem lewa strona to wysokos¢ ABCD wychodzaca z B, a prawa to
$rednica w4, wiec — tak jak poprzednio — obie strony nieréwnosci mozemy
wyrazié poprzez objetosé czworodcianu i pola jego Scian. Opierajac sie na
wyznaczonym wczesniej promieniu w4, otrzymujemy wiec rownowazna forme
nieréwnoéci:

3V < 6V

Sp Sp+Sc+Sp—Sa’
Jest to warunek konieczny i wystarczajacy dla istnienia w4p. Analogicznie do
konstrukcji w4, wyliczamy skale k otrzymanej jednoktadnosci oraz promien rap
sfery wap:

czyli So+Sp <Ss+Sp.

_SB‘FSC‘FSD*SA . . 3V
T Sc+Sp—Sa—-Sg T S +Sp-Sc-Sp

Co sie dzieje, gdy sfery dopisanej nie ma?

k

Przekonalismy sie, ze w przypadku Sc + Sp > Sa + Sp sfera dopisana

przy krawedzi AB nie istnieje. Jednak wykorzystywana w jej konstrukcji
Sg+ Sc+Sp—5a
Sc+Sp—Sa—SB

dobrze okreslona. Czym wigc jest obraz J§(wy4) sfery wy?

jednoktadno$¢ Jg o srodku w B i skali a = nadal jest

Mozemy w tym przypadku zauwazy¢, ze jednokladno$é ta ma skale dodatnia
oraz ze ¥ i plaszczyzna ACD leza po tej samej stronie plaszczyzny rownoleglej
do nich obu, zawierajacej punkt B. Ponadto skala « jest tak dobrana, ze
J%(®) = ACD; oznacza to, ze sfera J§(wa) jest styczna do wszystkich czterech
plaszczyzn zawierajacych $ciany czworoscianu. Znajduje sie ponadto w czedci
przestrzeni przy krawedzi C'D, wigc jest to nic innego, jak sfera wcp dopisana
przy krawedzi C'D.

Na zakonczenie mozemy wigc sformutowaé ogdlny wniosek:

T (wa) = wap jesli Sq4+Sg > Sc+ Sp,
BT wop jedli Sa 4+ Sp < Sc + Sp.

W pominietym wyzej przypadku Sa + Sp = Sc + Sp skala jednoktadnosci « nie
jest dobrze okreslona; jak juz zauwazyliSmy, zadna ze sfer wap, wep wéwczas
nie istnieje. Analogicznie mozemy skonstruowaé pozostale sfery dopisane

i przekonadé sie, ze sfery dopisane przy przeciwleglych krawedziach wzajemnie
sie wykluczaja.
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Rys. 1. Miodownik, na ktérym utrzymana
jest znaczna ilos¢ miodu

Rys. 2. Sity dziatajace na miéd na réwni
pochytej

Nawijanie miodu
Jan TURCZYNOWICZ*, Radost WASZKIEWICZ**

*Klub Naukowy Fenix, Warszawa
** Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Narzedzie, ktére nie ma nazwy

Medownoceuys po ukrainsku, honey dipper po angielsku — zgodnie z nazwa
narzedzie (sztuciec?) do nakladania miodu, ktére w jezyku polskim (wedle
wiedzy autora) nie ma dokladnego tlumaczenia. Kandydatem jest ewentualnie
miodownik, chociaz miodownik to jednak przede wszystkim rodzaj ciasta.

W naszym artykule bedzie to sztuciec o nietypowej symetrii, ktérej, w kuchennej
szufladzie autora, dorownuje jedynie walek do ciasta; nie przydaje sie jednak
ona do toczenia, tylko do utrzymywania miodu na miodowniku przy uzyciu jego
lepkosci. Jak to mozliwe, ze miéd pozostaje na miodowniku? Przeciez z jednej
strony miodownika popychamy miéd w doél, a z drugiej pociagamy go do géry —
czy te efekty nie powinny sie znosi¢?

Rzeki z miodu i tarcie wewnetrzne cieczy

Zeby zrozumieé, w jaki sposéb miéd zachowuje sie na obracajacym sie
miodowniku, rozwazmy prostsza sytuacje: nieskoniczona rownie pochyta pod
katem «, po ktérej splywa warstwa miodu o grubosci h. Skoro predkosé cieczy
jest stala, to sily dzialajace na nia musza sie¢ réwnowazy¢. Wiemy, ze grawitacja
ciagnie ciecz do dolu (z gestoscia sily proporcjonalna do gestosci miodu p
i przyspieszenia grawitacyjnego ¢), a wiec musi dzialaé¢ jakas dodatkowa
rownowazaca sila, dzialajaca w gére rowni. Sktadowa sity grawitacji prostopadia
do réwni réwnowazy gradient ci$nienia (taki sam jak w hydrostatyce:
p = pgzcos ). Z racji symetrii ciSnienie nie zmienia si¢ w kierunku réwnoleglym
do réwni, nie moze w takim razie zrownowazy¢ tej sktadowej sity grawitacji.
Sktadowa sily grawitacji rownolegla do réwni jest réwnowazona przez tarcie
wewnetrzne cieczy. Warstwy miodu blizej wierzchu poruszaja sie szybciej niz
te w poblizu réwni, a sita przeciwdzialajaca tej réznicy predkosci to lepkosé.
Réznica sit pochodzacych od warstwy ponizej i powyzej bedzie wypadkowa
sila od tarcia wewnetrznego dzialajaca na warstwe posrodku — ta sila zalezy
wobec tego od ,réznicy réznic” predkosdci. W rzeczywistosci predkosé cieczy u
zmienia sie w sposéb ciagly wraz ze wzrostem odleglosci z od réowni, i gesto$é
sity wynikajacej z lepko$ci mozemy wyrazié¢ jako u%u(z), gdzie p jest stala
materialowa okreélajaca ,nieche¢” cieczy do réznic predkosci, nazywanag
lepkoscia dynamiczna. Stala p (oznaczana czasem tez 1) mozna zmierzy¢ na
przyklad metoda zaproponowana w artykule Stanistawa Bednarka Wyznaczamy
wspdlezynnik lepkosci cieczy w ADs. Balans sil dzialajacych na ciecz w ogélnym
przypadku wyraza réwnanie Naviera—Stokesa (o tym mozna przeczytaé¢ np. w
artykule Witolda Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa w A17). W naszym
szczegblnym przypadku, w ktérym u zalezy wylacznie od wspoélrzednej z, balans
sit w kierunku réwnoleglym do rowni mozna zapisaé wyjatkowo prosto jako

2
(1) u%u(z) = pgsina.

Wprawny Czytelnik zauwazy bez trudu analogie w réwnaniu do réwnania
ruchu jednostajnie przyspieszonego. Tym razem jednak, zamiast polozenia

w czasie, badamy predko$¢ w zaleznosci od odlegtosci od réwni. Mozna zatem
wywnioskowadé, ze musi ona zaleze¢ kwadratowo od wspoélrzednej z i pozostaje
nam ustali¢ dwie stale. Dwa brakujace warunki opisuja zachowanie cieczy na
dnie i na powierzchni. Na dnie ciecz nie porusza sie wzgledem Scianki: u(0) = 0,
z kolei na powierzchni znajdziemy warstwe cieczy, na ktéra lepkosé dziala tylko
z jednej strony, wiec zeby sily pozostaly w rownowadze, sita lepkosci dzialajaca
na warstwe musi by¢ zerowa: %u(h) = 0. Otrzymujemy nastepujace réwnanie na
predkosé w zaleznoéci od wysokoéci:

@) u(z) = 2250

o z(z — 2h).
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Rys. 3. Typowe rozktady predkosci dla réznych grubodci warstwy
miodu na pochylonej réwni. Krzywe narysowano dla lepkosci
kinematycznej p/p réwnej 3,5 - 1074 m2/s, przy przechyleniu $cianki
wynoszacym « = 45°. Grube warstwy odpowiadaja duzemu gradientowi
predkosci w okolicy dna, a wiec tez duzej sile dzialajacej na miéd

miod

Rys. 4. Wycinek preta o szerokosci da. Mozna zauwazy¢é, ze wycinek
wyglada jak réwnia pochyla analizowana w poprzednim akapicie

Miodociagg tasmowy

Korzystajac z rownania , mozemy znalezé rozklad
predkosci dookota obracajacego sie preta, podobnie jak
w artykule [2]. Maly wycinek da takiego preta wyglada
przeciez jak pochylony plaski tasmociag (poruszajacy
sie ze stalg predkoscia v réwna iloczynowi promienia
preta a i predkosci katowej preta w, rys. 4). W takim
razie rozktad predkosci wzglednej w zaleznosci od
odlegtosci od $écianki bedzie dany przez réwnanie (2)).

Naturalnym pytaniem w tej sytuacji jest: jaka objetosé
miodu mozna przetransportowaé¢ takim miodociagiem
tasmowym? Strumien objetosci @ podrézujacy do
gbéry miodociagiem o szerokos$ci w bedzie wiec calka
rozkladu predkosci :

pgh? sin o )

(3) Q= /hu(z)dz = wh <v e

Jesli chcemy uzyskaé stabilny rozktad miodu dookota
naszego obracajacego sie miodownika, to dla kazdego
takiego malego tasmociagu o dtugosci da ilosé miodu
wplywajacego na niego i wypltywajacego z niego musi
by¢ identyczna. W takim razie Q(a) = Qq, co w
polaczeniu z réwnaniem daje nam rozktad grubosci
w zaleznosci od kata. Rysujac kontur Q(a, h) = Qo

dla kilku wartosci Qo (rys. 5), mozna zauwazy¢

dwa rodzaje konturéw — zamkniete, dajace fizyczne
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rozwiazania, i otwarte, ktére daza do nieskonczonosci
dla pewnych « i nie maja fizycznej interpretacji. Druga
obserwacja jest taka, ze dla fizycznych rozwigzan
grubos$é warstwy ros$nie wraz z Qo (istotnie, dla na
przyklad o = 0 funkcja Q(h) jest monotoniczna, bo
jest wielomianem o dodatnich wspétczynnikach).

Znalezienie najwigkszej objetosci miodu, dla ktérej
istnieje stabilny rozklad dookola preta, okazuje sie
zatem réwnowazne ze znalezieniem najwigkszego Qo,
dla ktérego istnieje zamkniety kontur Q(h, o) = Q.
Warunkiem koniecznym dla istnienia takiego konturu
jest istnienie h, dla ktorego @ = @ dla kazdego «. Dla
ustalonego o mozemy znalezé h = he,it, dla ktérego
Q(h, a) jest najwieksze. Rézniczkujac réwnanie (3)) ze
wzgledu na h przy stalym «, otrzymujemy warunek

na herig:
2 .
hcritpg SI1 Ol)

(4) Ow(v ’

Jedli sin @ > 0, mozemy rozwiazaé réwnanie (4) na heris
i wstawiajac do (3]), otrzymujemy maksymalng wartosé
Q = Quit dla ustalonego « (dla sina < 0 wszystkie
wartodci @ sa osiagalne):

2 Qv
5 cri =5 - . -
(5) erie 3vw \/ pgsina

Qcrit Osiaga najmniejsza wartosé dla o = /2, kiedy
sina = 1. Wynika stad, ze maksymalna warto$¢ @,
dla ktérej istnieje zamkniety kontur Q(h, a) = Qo,
wynosi co najwyzej Qmax = %vw\/’ng . Okazuje sig,

ze Qo = Qmax rzeczywiscie daje szukany kontur

(co wynika z ciaglosci Q(h, a)), zaznaczylidémy go
kolorem na wykresie 5. Zaskakujace jest to, ze dla
tego konturu pojawia sie dziébek (ang. cusp) dla

a = m/2, co jest bardzo rzadka sytuacja w mechanice
plynéw. W naszym przypadku osobliwo$é¢ ta znika,
gdy uwzglednimy napiecie powierzchniowe (co niestety
znacznie komplikuje obliczenia).

T
0,9 cm¥s

2,5 cm¥s

[\S]

1,08 cm?/s

0,9 cm¥/s

grubos$¢ warstwy (h) [mm)]

0,3 cm?/s

L
0 Z g

IISIE]
ofg

kat na precie « [rad]

Rys. 5. Kontury dla Qo = {1,5, 2,5, 3, 3,4, 3,8, 4,7} Cmg/s, czesé
daje fizyczne rozwigzania, cze$¢ dazy do nieskonczonosci. PrzyjeliSmy
w/p=3,5-10"*m?/s, w=1cm, v =9cm/s



maksymalna grubos$é¢ (h) [promieni pretal

Rys. 6. Wyniki naszych pomiaréw maksymalnej grubosci warstwy
wyrazonej w wielokrotnosciach promienia preta. Punkty pomiarowe sg
rezultatem zmiany wszystkich trzech istotnych parametréw uktadu
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K=—

{5’% (%/ ] Chwila na analize wymiarowg

. Wracajac do rownania , widzimy, ze dla naszego
;%’ problemu istotna jest wielkosé pg/p i, o ile utrzymamy
ja stala, mozemy zmieniaé p, g, u bez zmiany
rozkladu predkosci cieczy. Popularna technika
w hydrodynamice jest wyrazanie rownan we

pga . s REUNAT .
—-teoria Kelmanson (1995) | WspO%rz,gdnych l/)’ezv.vymla.rowyd‘l. jesli bQ(i,z,lemy -
= teoria oparta na tasmociggach wyrazaé predkosé cieczy jako wielokrotnosé ¢ predkosci

© /p=2,9-10""m?s, a=15,7mm, preta v, a odlegtos¢ od powierzchni preta jako

Ap/p=4,1-10""m¥s, a=15,7 mm
o u/p=6,810""m?¥s, a=15,7mm

wielokrotno$é s promienia preta a, to réwnanie (1))
przyjmie postac

ou/p=17,5-10""m?s, a=15,7 mm|
v 1/ p=7,5-10"m?s, a=22,5 mm ) d? )
7 510~ m¥s. = (6) —q(s) =sina.
opn/p="7,5-10""m?¥s, a=10,7 mm pga2 ds2
! Dodatkowo, korzystajac z warunku v = wa, dochodzimy
1 do wniosku, ze maksymalna mozliwa grubosé¢
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

bezwymiarowa predkosé katowa (k) [1072]

cieczy utrzymujaca si¢ na miodowniku, mierzona
w wielokrotnodciach grubosci preta, zalezy tylko od
jednego parametru k = uw/(pga), ktéry mozemy
interpretowac jako bezwymiarowa predko$é¢ katows.

Sprawdzamy nasze przewidywania

Na ile przyblizenie walca przez wiele krétkich rowni pochytych ma sens? Czy
napiecie powierzchniowe istotnie zaburza nasze obserwacje? Mozemy to sprawdzié
eksperymentalnie, badajac zachowanie lepkiej cieczy (mieszaniny gliceryny z woda
o lepkoéci u/p € (3-107%,7,5-107%) m?/s) na obracajacym sie walcu (zobacz
rysunek A na okladce). Pret jest obracany za pomocs silnika pradu stalego

z przekladnia, co umozliwia tatwa zmiane predkosci katowej preta w. W ukladzie
mozna wymienia¢ prety w celu zmiany promienia preta a oraz uzywac cieczy o roznej
lepkosci p i gestosci p. W pomiarach wyznaczano maksymalny mozliwy promien
konturu na pionowym fragmencie preta dla danej wartosci k.

Okazuje sie, ze nasza teoria oparta na tasmociagach dziala calkiem niezle

(rys. 6), ale wciaz mozna ja znacznie poprawié¢. Przyjrzyjmy sie jeszcze raz
pretowi z miodem (rys. 4). Warstwy cieczy blizej srodka preta maja na rysunku
mniejszy obwdd niz te dalej od preta, co wplywa na wartosé sity lepkosci.
Analize uwzgledniajaca wplyw krzywizny preta zaprezentowal M. Kelmanson

w artykule [1]. Zwieksza to znacznie poziom skomplikowania rozwiazania, jednak
zapewnia jeszcze lepsze wyniki (przerywana czarna linia). Tak jak mozna by sie
spodziewaé, wplyw krzywizny staje si¢ bardziej istotny dla malych promieni
obracajacego si¢ preta (male a), czyli dla duzych wartosci k.

Na okladce (rys. B) mozna zobaczy¢ kontur utworzony przez miéd nalozony na
nasz uklad doswiadczalny.

Podziekowania

Powyzsze badania sa wynikiem prac prowadzonych przez druzyne reprezentacji
Polski nad zadaniem Saving Honey, ktore jest czescia Miedzynarodowego
Turnieju Mtodych Fizykéw 2022. Druzyna w sktadzie: Jan Turczynowicz
(kapitan), Rafal Bryl, Mikolaj Czarnecki, Igor Kumela, Maciej Dabkowski,
Radost Waszkiewicz (opiekun), dr Lukasz Gladczuk (opiekun), prowadzila swoje
prace w Klubie Naukowym Fenix w Warszawie.

Autorzy dzigkuja organizatorom programu Ochota na Nauke (grant

w sesji wiosennej 2022), opiekunom warsztatu na wydziale Fizyki UW

(a w szczegdlnosei Piotrowi Zbinkowskiemu) oraz dr. hab. Maciejowi Lisickiemu
za komentarze do pracy.
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Bez komorek jajowych i plemnikéw

W dziedzinie genetyki stosowanej najbardziej pasjonujacym obiektem badan
pozostaje Czlowiek. Wszystkie doniesienia o postepach tej nauki zawsze koricza
sie pytaniem: do czego to nam sie przyda?

Od lat nauka idzie w tym kierunku. Zaczelo sie od poznania komorek
macierzystych (1960) oraz klonowania (owca Dolly, 1986). Rozpalily wyobraznie
doniesienia o mozliwoéci terapii genowej, o lekach nowej generacji tworzonych
przez inzynieréw genetycznych (rekombinowana insulina ludzka, pierwszy

w historii $wiatowej medycyny lek stworzony metodami inzynierii genetycznej
zatwierdzony do stosowania u ludzi, 1982), o reprogramowaniu komorki
somatycznej ssakéw do macierzystej (induced pluripotent stem cells, iPSC, 2006),
o zaplodnieniu in vitro (1978).

Ta ostatnia technika jest obecnie najczesciej stosowana technika rozrodu
wspomaganego medycznie oraz metoda leczenia nieplodnosdci. W procesie
zaplodnienia in vitro u ssakéw (a wiec takze ludzi) mozliwy jest rozwéj zygoty
poza organizmem do stadium 6-8 komérek (ok. 5 dni od zaplodnienia), po czym
implantuje si¢ ja do macicy. W do$wiadczonych zespolach uzyskuje sie 30-40%
urodzen, co zgodnie z obecna wiedza jest bliskie stosunkowi narodzin do poczeé
na drodze ,tradycyjnej”. W tym etapie podzialéw komorek zygoty mozliwe

jest pobranie pojedynczej komorki i zbadanie jej pod katem prawidtowosci
rozwojowych (liczba chromosoméw, tatwo identyfikowalne letalne mutacje).
Taki etap, nie w kazdym kraju prawnie dozwolony, nazywany jest diagnostyka
preimplantacyjna.

Kontynuowane sa préby, bez znacznych postepéw, terapii genowej choréb
genetycznych przez wprowadzenie ,,zdrowego” genu wektorami oraz droga
przyzyciowej korekty i modyfikacji genoméw (CRISPR, 2005). Podjeto préby
tworzenia zywych trojwymiarowych elementéw tkankowych: organoidow
(2009) i pierwszych zywych robotéw (xenobotéw), dzielacych sie, ruchomych
mikroelementéw tkankowych, nieznanych w $wiecie zywych organizméw,
projektowanych metodami informatycznymi (sztuczna inteligencja).

Ostatnio dwa $wiatowe zespoly, izraelski (Instytut Weissmana) i brytyjski
(Uniwersytet w Cambridge), opisaly powolanie do zycia i hodowanie in vitro
syntetycznego zarodka mysiego z wykorzystaniem wstepnych technologii
wypracowanych w Chinach.

Oba wspomniane zespoly naukowe prowadza prace badawcze w tym kierunku
juz kilka lat. Troche po omacku szuka si¢ elementéw, ktére nalezy zorganizowaé
,wokol” zygoty, aby sie rozwijala do zarodka bez matki.

Droga wybrana w Cambridge i Tel Awiwie rozpoczyna sie od utworzenia
totipotentnej komoérki macierzystej z wybranej tkanki samicy. Nastepnie

w kolejnych procedurach dolaczane sg 4 rézne naturalnie wystepujace komérki
macierzyste tego samego gatunku. Rozwija sie ,,co$”, co wedlug autoréw

prac w pelni przypomina rozwijajacy sie zarodek mysi. Doswiadczenie
przerwano po 11 dniach (ciaza myszy trwa 21-23 dni). W ,zarodku” wyrézniono
zaczatki uktadu nerwowego, oddechowego i krwiono$nego (bijace serce) oraz
pokarmowego.

To jest moment, kiedy poznanie szczegdtow procedury nie jest dla zwykltego
czytelnika az tak istotne. Caly czas my$li on o przeniesieniu takich zabiegéw na
sytuacje ludzka. Jezeli sa mozliwe dla myszy, to predzej czy pdzniej stanie sie to
faktem medycznym. Czy to jest wstep do hodowli ludzi? Czy raczej uzyskamy
nieograniczony dostep do produkcji zastepczych tkanek i narzadéw? A moze nim
to zrobimy, to Ziemia sptonie w katastrofie klimatycznej — wywolanej przez ten
sam gatunek? Znajdujemy sie na czerwonej linii i pozostaje nam albo zachwyt
potega ludzkiego umystu, albo przerazenie.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Diagram P — P mozna wlasnorecznie
stworzy¢ na stronie Australijskiego
Katalogu Pulsaréw: https://www.atnf.
csiro.au/research/pulsar/psrcat.

Kwestia, gdzie dokladnie przebiega linia
$mierci oddzielajaca obszar aktywnych
pulsaréw od cmentarza, jest wcigz
przedmiotem dyskusji i zalezy od
(nieznanego) mechanizmu
odpowiedzialnego za puls; jednym

z przyblizen jest np.

log P = 3,3log P — 16,5.

Discovery of a radio-emitting neutron
star with an ultra-long spin period
of 76 s, M. Caleb i in., Nat Astron (2022)

PuL NuLL

PUL PuL

PucL

Prosto z nieba: Pozdrowienia z cmentarza

Pulsar radiowy to bardzo gesta i obdarzona polem magnetycznym gwiazda
neutronowa, o zwartoéci 2GM/(Rc?) ~ 0,33 dla gwiazdy o masie 1,4 M,

i promieniu 12 km. Populacja pulsaréw radiowych zawiera obiekty o okresach
obrotu wokét osi P od milisekund — co oznacza czestotliwos$é rotacji rowna
wiele setek razy na sekunde! — do ponad dwudziestu sekund, w przypadku tzw.
magnetaréw, czyli gwiazd neutronowych o znaczaco duzym polu magnetycznym.

Z tego, co przez ponad 50 lat od okrycia pulsaréw radiowych (przez Jocelyn
Bell w 1967 roku) udato si¢ zrozumie¢ na temat mechanizmu ich dzialania,
wynika, ze w miare ewolucji i coraz wolniejszej rotacji ich emisja radiowa

* w pewnym momencie zanika. Dzieje sie tak dlatego, ze kazdy obiekt

traci energie kinetyczna rotacji z powodu emisji pulséw promieniowania
elektromagnetycznego.

Pulsar charakteryzuje si¢ przede wszystkim okresem pulsacji P, a takze

zmiang okresu w czasie, dP/dt = P, czasami nawet P. Pozycja pulsara na
diagramie P — P umozliwia miedzy innymi oszacowanie wielkosci jego pola
magnetycznego, ktére w pierwszym przyblizeniu mozna uwazaé za dipol. Mierzac
P i P, czyli obserwujac, jak szybko pulsar traci energie rotacyjna, otrzymamy

B x VPP.

Dostatecznie szybka rotacja gwiazdy neutronowej, w potaczeniu z jej bardzo
silnym polem magnetycznym (B > 10% Gs = 10* T w przypadku mlodych
pulsaréw B =~ 108 T, a w przypadku magnetaréw nawet B > 100 T), prowadzi
do powstania poteznej réznicy potencjalu pola elektrycznego, ktére wyrywa

z powierzchni gwiazdy i przyspiesza czastki naladowane do bardzo wysokich
energii. Te ,pierwotne” czastki emituja promieniowanie 7, ktérego fotony
nastepnie zamieniaja sie we ,wtérne” pary ete™, a emisja radiowa jest
powodowana przez ruch tych czastek w polu magnetycznym. Klopot polega na
tym, ze cho¢ w ogdlnosci panuje zgoda co do tego, ze pulsarowa emisja radiowa
jest wywolywana jakims$ mechanizmem emisji z udzialem relatywistycznych
czastek, to nie ma zgody co do tego, jaki w szczegdlach jest 6w konkretny
mechanizm. Okazuje sig, ze mimo dziesiatek lat i niezliczonych obserwacji
magnetosfera pulsaréw pozostaje tajemnica; na pewno nie jest po prostu
préznia z polem magnetycznym, wokél ktérego poruszaja sie nieliczne czastki,
tylko raczej skomplikowana i zapewne zmienna w czasie konfiguracja linii pola
magnetycznego i réznorako natladowanej plazmy.

7 diagramu P — P widzimy, ze w prawej dolnej é¢wiartce wykresu
pulsaréw radiowych nie obserwuje sie. Jest to tzw. cmentarz, w ktorym
znajduja sie gwiazdy neutronowe rotujace zbyt wolno, by dac¢ o sobie
zna¢ w postaci pulséw.

7 wielka radoscia przyjeto zatem odkrycie pulsara radiowego PSR J0901-4046
o niezwykle dtugim okresie: az P~ 76 s i P~ 2-10713 s/s. Taki dziwolag
stawia pod znakiem zapytania wiele dotychczasowych teorii ttumaczacych
mechanizm powstawania pulsu. Obserwacje poszczegdlnych pulséw

ujawniaja skomplikowana ich morfologie, wielos¢ pikéw pobocznych, a czasem
nawet kwazi-periodyczne oscylacje wewnatrz pulsu, co jeszcze bardziej
konsternuje teoretykow, ktorzy, jak to zwykle bywa w takich sytuacjach,
przywoluja na pomoc hipotezy alternatywne, np. o drganiach skorupy gwiazdy
neutronowej bedacych przyczyna emisji, badz zastepuja gwiazde neutronowsq
bialym karlem (co tlumaczyloby obserwowany okres, ale niestety jak na razie
nie znajduje potwierdzenia w obserwacjach w innych dlugosciach fal).

Michat BEJGER

Narodowe Centrum Badan Jadrowych,
Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtlochy
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Klub 44 M
1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2023

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 839 (WT = 1,46) i 840 (WT = 1,96)
z numeru 4/2022

Michal Adamaszek Kopenhaga 45,18
Kacper Morawski Warszawa 45,02
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Jerzy Cisto Wroctaw 40,47
Stanistaw Bednarek  1L6dz 38,92
Pawel Najman Krakéw 38,88
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,36
Marcin Kasperski Warszawa 36,80
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Radostaw Kujawa Wroctaw 33,74

Dwukrotny Weteran, pan Michat
Adamaszek, nie spoczal — wtasnie zalicza
siédme przekroczenie linii 44p.; za$ pan
Kacper Morawski — to nowa postaé

w Klubie 44; witamy!

Zadania z matematyki nr 849, 850
Redaguje Marcin E. KUCZMA

849. Rozwiazaé réwnanie 4% + 4Y + 1 = z* w liczbach calkowitych dodatnich
x,Y, 2.

850. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest srodkiem boku BC. Punkt P
lezy na odcinku AM. Proste BP i C'P przecinajg boki AC i AB odpowiednio
w punktach D i E. Te same proste przecinajg okrag opisany na tréjkacie ABC
odpowiednio w punktach X i Y, réznych od B i C. Udowodnié, ze okregi
opisane na tréjkatach AX D i AY E przecinajg sie w punkcie ré6znym od A,
lezacym na odcinku AM .

Zadanie 850 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Zadania z fizyki nr 746, 747
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

746. Miedzy okladkami kondensatora ptaskiego odlegtymi o d, ktérych
powierzchnia wynosi S, porusza sie z predkoécia v ptaskorownolegla,
przewodzaca plyta o grubosci d/2. Wektor v jest réwnolegly do okladek
kondensatora, rozmiary plyty sa duzo wieksze od
rozmiaréw okladek. Rownolegle do powierzchni plyty

i prostopadle do v dziala stale pole magnetyczne — e

o indukgeji B (rys. 1). Znalez¢ napiecie na = alkd
kondensatorze o pojemnosci ¢ polaczonym z oktadkami
KIUb 44 F pierwszego kondensatora jak na rysunku. Rys. 1

747. Przez nieruchoma, pozioma belke przerzucony jest

L sznurek (rys. 2). Aby utrzymaé ciezar o masie m = 6 kg

| zawieszony na koncu sznurka, trzeba ciagna¢ drugi koniec

minimalng sita F; =40 N (rys. 2). Jaka minimalna sila Fb m
trzeba ciagnaé sznurek, aby ciezar zaczal sie podnosi¢? Rys.2 11

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna

to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

Niebo w listopadzie

W przedostatnim miesiacu roku Storice wyhamowuje
swoja szybka wedréwke na potudnie. Géruje ono coraz
nizej, zblizajac si¢ do grudniowego przesilenia zimowego,
ale tempo tych zmian jest mniejsze niz w poprzednich
miesiacach. Storice 21 listopada przekroczy réownoleznik
—20° deklinacji, rozpoczynajac dwumiesieczny okres
najkrétszych dni i najdtuzszych nocy w ciagu roku.

Do konca miesiaca dlugo$é¢ dnia skroci sie do nieco
ponad 8 godzin.

W listopadzie planety wewnetrzne przebywaja blisko
Slonica i sa niewidoczne. Nadal natomiast dostrzec
mozna wszystkie planety zewnetrzne oraz planetoide
(4) Westa. Ich warunki obserwacyjne w wigkszo$ci
przypadkéw zmienia sie niewiele. Co prawda
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wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0séb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytut Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

wszystkie przesuwaja sie na zachéd i wedruja po
niebosklonie coraz wczedniej, ale ich wczesniejszy
zachod kompensowany jest coraz szybciej zapadajacym
zmierzchem. W rezultacie planety utrzymuja stale
polozenie wzgledem widnokregu o tej samej porze po
zachodzie Stonca.

Pierwsza polowa miesiaca uptynie w silnym blasku
Srebrnego Globu. Ksiezyc przejdzie przez I kwadre

1 listopada rano i spotka sie z Saturnem oraz Westa.
Wieczorem Ksiezyc zblizy sie na nieco ponad 6° do
Saturna, Westy za$ nalezy szukaé¢ 11° na wschéd od
niego. W trakcie miesigca Saturn oddali sie od gwiazdy
t Aqr na odleglos$é prawie 2°. Westa w tym czasie
przesunie si¢ o ponad 7° na péinocny wschod, zblizajac



sie na 6° do gwiazdy Skat (§ Aqr). Po drodze

minie w odleglosci 3° mglawice planetarna Slimak
(NGC 7293). Do konica listopada Saturn zmniejszy
blask do +0,8™ i $rednice tarczy do 16”. Jasno$é Westy
w tym samym czasie spadnie do 48", stanie sie zatem
stabsza od odleglego o 26° Neptuna.

Ostatnia z planet tworzy pare o rozpietosci 6° z jasnym
Jowiszem. Obie planety goruja okoto godziny 20 na
wysokosci przekraczajacej 30°. W listopadzie Neptun
porusza sie ruchem wstecznym na tle gwiazdozbioru
Wodnika. Jowisz natomiast przebywa w granicach
sasiednich Ryb i przez wigkszo$¢ miesiaca takze
przesuwa sie ze wschodu na zachéd tuz na péinoc od
charakterystycznego uktadu gwiazd 5. i 6. wielko$ci
przypominajacych miniaturowy Maly Woz, na ktéry
skladaja sie gwiazdy 20, 24, 27, 29, 30 i 33 Psc, ale

24 dnia miesiaca zmieni kierunek ruchu na prosty.
Neptun przez caly miesiac utrzyma jasnosé +7,9™,
podczas gdy Jowisz zmniejszy jasnosé¢ do —2,6™

i érednice tarczy do 44”. Ksiezyc w fazie 86% odwiedzi
obie planety 4 listopada.

Cztery dni pézniej w potudnie naszego czasu Ksiezyc
przejdzie przez pelnie i dwa tygodnie po zaé¢mieniu
Slonca wejdzie w cien naszej planety, co oznacza jego
za¢mienie. Tym razem dojdzie do trwajacego 85 minut
za¢mienia calkowitego. Niestety poludnie w Europie
sprawia, ze zjawisko da si¢ dostrzec jedynie w basenie
Oceanu Spokojnego oraz z pograzonej w nocy polarnej
Arktyki.

Jakie$ 20 godzin po za¢mieniu Ksiezyca planeta Uran
znajdzie sie¢ w opozycji wzgledem Storica. Oznacza
to, ze listopad jest okresem jej najlepszej widocznosci
w tym roku. Planeta przebywa na tle gwiazdozbioru
Barana i przecina poludnik lokalny przed péinoca na
wysokoéci ponad 55°, $wiecac z jasnoscia okoto +5,7™.

Pelnia Ksiezyca i opozycja planety oznacza ich bliskie
spotkanie. Do lutego przyszlego roku trwa sezon
zakry¢é Urana przez Ksiezyc i dojdzie do niego réwniez
tym razem. A mozliwos¢ obserwacji zjawiska stanie

sie udzialem mieszkancéow péinocno-wschodniej

Azji, Alaski, péinocno-zachodniej Kanady i Arktyki.
Pechowo podczas fazy calkowitej za¢mienia Ksiezyc

i Urana przedzieli dystans kilkudziesieciu minut
katowych, a do zakrycia planety dojdzie juz po
wyjséciu Srebrnego Globu z cienia Ziemi, podczas fazy
pélcieniowej zjawiska. Do konca sezonu dojdzie jeszcze
do czterech takich zakryé. Grudniowe i styczniowe
zjawiska da si¢ dostrzec z Polski, o czym napisze wigcej
w kolejnych numerach.

Kilka godzin po pelni Merkury przejdzie przez
koniunkcje gorna ze Stonicem. Tego dnia 5 ciat Ukladu
Stonecznego: Merkury, Stonce, Ziemia, Ksiezyc i Uran,
znajdzie si¢ prawie na jednej linii. Niestety nikomu nie
uda sie dostrzec tej konfiguracji, bo nawet przebywajac
w poblizu Merkurego czy Urana, pozostale ciala znajda
sie bardzo blisko Stonca albo wrecz za nim lub przed
nim. Jedyna szanse na zobaczenie tego zjawiska mialtby
kto$ przebywajacy daleko nad lub pod ekliptyka.
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Planeta Mars szybko zbliza si¢ do grudniowej opozycji
wzgledem Stonca. Od poczatku listopada porusza

sie ona ruchem wstecznym i pokona w ten sposéb
prawie 7° na tle gwiazdozbioru Byka, zaczynajac
miesigc niewiele ponad 2° od Mglawicy Kraba i konczac
1° od gwiazdy 103 Tauri. Do konca listopada Czerwona
Planeta zwigkszy blask do —1,8™ i $rednice tarczy

do 17”. Najlepiej obserwowaé ja po godzinie 1, gdy
géruje na wysokosci ponad 60°. Ksiezyc spotka sie

z Marsem w nocy z 11 na 12 listopada. Wieczorem
Srebrny Glob wzejdzie oddalony od niego o 3°.

W kolejnych dniach Ksigzyc odwiedzi gwiazdozbidr
BliZnigt. I tak 12 listopada w fazie 82% przejdzie mniej
niz 2° od Mebsuty, gwiazdy 3. wielkosci, oznaczanej

na mapach nieba grecka literg €. Dobe péZniej w fazie
zmniejszonej do 73% przetnie prawie w polowie linig
taczaca Polluksa, najjasniejsza gwiazde Blizniat,

z gwiazda k Gem.

W nocy z 14 na 15 listopada Ksiezyc przejdzie 4°

od gromady otwartej gwiazd M44 w Raku, 1,5 doby
pdzniej zad minie ostatnig kwadre w Lwie. Srebrny
Glob odwiedzi Regulusa 17 listopada, mijajac go

w odleglodci takze 4°, a potem podazy ku nowiu, ktéry
przypada 23 listopada i réwniez tym razem stanie sie
ozdoba porannego nieba, prezentujac tarcze w fazie
cienkiego sierpa. Juz nastepnej nocy Ksiezyc przejdzie
11° od Deneboli, majac tarcze oswietlona w 34%.
Regulus i Deneboli to dwie najjaéniejsze gwiazdy Lwa.

Ksiezyc w fazie 16% 20 listopada przejdzie blisko
Porrimy w Pannie. Mieszkancy poludniowo-zachodniej
Europy i péinocno-zachodniej Afryki moga staé sie
swiadkami jej zakrycia przez Ksiezyc. Dobe pdzniej
sierp Ksiezyca w fazie 9% minie Spike, najjasniejsza
gwiazde Panny, w odleglosdci 3°. Natomiast jakies

28 godzin przed nowiem, 22 listopada rano, Ksiezyc

w fazie 4% pokaze sie na wysokosci 7°, a zatem nadal
da sie go tatwo dostrzec gotym okiem.

Po nowiu Ksiezyc przeniesie si¢ na potudnie od
niekorzystnie nachylonej ekliptyki. Stad do konca
miesiaca nie wzniesie si¢ wyzej niz 25°. Warto

tutaj odnotowaé jedynie jego spotkanie z Saturnem
29 listopada w fazie 39% i I kwadre nastepnego dnia.

W listopadzie promieniuja dwa stynne roje meteorow:
Taurydy Poétnocne, z maksimum aktywnoéci

12 listopada, i Leonidy z maksimum 5 dni pdzniej.
Radiant Taurydéw Péinocnych znajduje sie tuz pod
Plejadami. Nie jest to rdj obfity, zdarza sie tylko

kilka zjawisk na godzine, ale czesto sa to bardzo jasne
bolidy. W przypadku Leonidéw, ktérych radiant jest
wewnatrz sierpa Lwa, mozna liczyé¢ na kilkadziesiat
zjawisk na godzine. Oba roje réznia sie tez predkoscia.
Pierwszy r6j nalezy do tych powolnych. Wpada w nasza
atmosfere z predkoscia 30 km/s. Drugi jest natomiast
bardzo szybki, zderza si¢ z Ziemia z predkoscia

ponad 70 km/s. Niestety w obserwacjach obu rojéow
przeszkodzi w tym roku Ksiezyc: najpierw bliski pelni,
a potem w ostatniej kwadrze.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Kiedy chtéd za oknem

Kazdemu zdarza si¢ marznaé o tej porze roku. Widziane  Taka definicja temperatury jest jeszcze dalece

okiem fizyka zjawisko, ktorego wtedy doswiadczamy, niepraktyczna. Wiemy bowiem, ze kiedy miedzy
polega na przeptywie pewnego rodzaju energii od ciata cialami o réznych temperaturach przeplywa energia
»cieptego” — naszego ciata! — do ciala ,,zimnego”, (niebedaca zreszta makroskopowa energia mechaniczna,
w tym przypadku naszego otoczenia. Jezeli odczekamy dlatego mamy dla niej specjalng nazwe — , ciepto”),
dostatecznie dtugo, nie przeciwdzialajac marznieciu, to przeplyw ten jest ukierunkowany. Dobrze

to zacznie ziszczaé sie regula, ktora ma postaé zasady byloby wiec wprowadzi¢ skale temperatury, ktéra
fizycznej. Jesli dwa uklady oddzielone przegroda pozwalataby na okreslenie tego kierunku, tzn. ciepto
nieprzepuszczalna dla materii, ale pozwalajaca »plynetoby” od ciala o wyzszej temperaturze do ciata
na przeplyw energii, pozostawié¢ na dostatecznie dlugi charakteryzujacego sie nizsza temperatura. Zadamy
czas, to przeplyw energii miedzy tymi ukladami ustanie — zatem, aby temperature dalo sie wyrazi¢ w taki sam
uktady beda w réwnowadze termodynamicznej. sposob jak dhugosé. Kiedy méwimy, ze samochdéd ma

dtugosé pieciu metréw, podajemy wielkosé liczbowa,
wraz z jednostka. Chcieliby$my mie¢ taka mozliwosé
takze w przypadku temperatury.

Mozemy zatem mowié o relacji pozostawania

w réownowadze termodynamicznej. Fakt, ze jest to
relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia, pozwala
na okreslenie tzw. klas abstrakcji tej relacji, czyli zbiorow Systematyczne omdwienie sposobu na okreslenie skali

ukladéw fizycznych pozostajacych w rownowadze temperatury nie zmiescitoby sie w tym numerze Delty.
termodynamicznej. Wyrdznik takiej klasy abstrakeji Mozemy jednak podaé gléwne pomysty, ktére to
mozemy nazywaé temperaturg. umozliwiaja.

Punktem wyjscia jest tzw. silnik cieplny, czyli urzadzenie stykajace sie z dwoma
bardzo duzymi ukltadami fizycznymi, ktére nie zmieniaja swojej temperatury.
Silnik taki pobiera pewne cieplo Q. z jednego ukladu (zwanego grzejnikiem)

i zamienia je na pewng uzyteczna prace mechaniczna W, a pozostaly iloéé
ciepta @, oddaje do drugiego ukladu (zwanego chlodnica). Mozemy okresli¢
sprawnosc takiego silnika jako stosunek pracy uzytecznej do pobranego ciepta:

(1) n=t=1- @
Qe Qe

W drugiej z tych rownosci skorzystaliSmy z zasady zachowania energii, ktéra
przeciez nie moze gina¢ w takim silniku. Z drugiej zasady termodynamiki ptynie
wniosek, zwany twierdzeniem Carnota, ze wszystkie silniki cieplne, w ktérych
zachodza procesy odwracalne, majg te sama sprawnosé. Nietrudne, ale nieco
zmudne rozwazania prowadza do wniosku, ze zaleznosé mozna zapisaé jako:

TZ
(2) 77 - 1 Tc,
gdzie T, i T, sa temperaturami, odpowiednio, grzejnika i chlodnicy. Stosunek
temperatur zostal zatem powiagzany z wielko$ciami potencjalnie mierzalnymi
— cho¢ w schemacie wyidealizowanym, to jednak mozliwym do zrealizowania
w praktyce z rozsadnym przyblizeniem.

Aby wprowadzi¢ skale temperatury, musimy teraz tylko okresli¢ jedna
temperature odniesienia, a wszystkie pozostate odczytamy z relacji . To
rozumowanie, zaproponowane w 1848 roku przez Williama Thomsona (lorda
Kelvina), zostalo w 1954 roku usankcjonowane przez Generalna Konferencje
Miar i Wag, ktéra zdecydowala, ze temperatura punktu potréjnego wody
(stanu, w ktérym wspoélistnieja fazy stala, ciekla i gazowa) wynosi 273,16 K,
gdzie K jest jednostka temperatury noszaca miano kelwina. Trzy lata temu to
samo zgromadzenie wywrocilo definicje do goéry nogami i, cho¢ we wszystkich
praktycznych zastosowaniach wartosci liczbowe pozostaly niezmienione, to teraz
punkt odniesienia definiowany jest zupelnie inaczej. To jednak jest temat na
zupelnie inng — dluga! — opowiesé.

Kiedy zatem w jesienny czy zimowy poranek psioczymy z cicha, widzac
wskazania termometru, mozemy sie cho¢ troche pocieszaé, myslac o tym,

ze za dzialaniem tego urzadzenia stoi kawalek fascynujacej fizyki i pouczajacej
historii.

Kraysztof TURZYNSKI
24



Twierdzenie 1

Twierdzenie 2

7 1 3 Apjund [o1U eu

®zor] (7 ®ysord eoklerotmez ‘gy  [ogsoxd
op eipedojsord euzAzozserd alorugst

oz ‘exudm qO TGV wsorpedoysord 7 ¢
g/r = |V a*]

oz ‘o[nzexod moyky ounyoel

forep © ‘|.zeg| = log| = lov| = |Ly | #2
‘9hzemnez AzoleN " gV T.LS Pes Lwepy
'@ gy Auzhzozseid op eruepez z K19Js
osouzoKys wayund o1zpdq ., YIBIN g
“whuzofaausd03.40

AuremAzeu weIOSOIOMZD 1R], ‘otoxjund
wiupal m 3drs kleurozid nuerngoiomzo
10§0NOSAM 97 ‘NP AUZRMOUMOIL

1so[ souniem AzszAmodJ -exrsomexqar)

‘orpedojsoxd ks a1zpdmery

o18ormr00z1d ormp opzey SIURIISOIOMZD
wik) m 9z ‘QezeAm Aqe ‘g eruazplaimj) z
peyshzions AzofeN "OgVy eibilon
1osoxosAm klersimez Hgy duzAzozserd
vU D 1 g ‘v yoLysoiad Anzyg 1
Uepez Op IMOZBISM

Zadania

1. Sciana ABC' czworoécianu ABC'D ma te wlasnosé,
ze jej ortocentrum jest spodkiem wysokosci tego
czworoscianu, opuszczonej na te Sciane. Udowodnié,
ze wszystkie Sciany tego czworodcianu maja te

wlasno$c.

2. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym
|xBCA| = |xBAD|, a sfera o érodku S, dopisana

Prostopadlos$é prostych w przestrzeni
Barttomiej BZDEGA

Zaczniemy skromnie — od kata miedzy prostymi na plaszczyznie. Jesli

proste £1 i £5 przecinaja sie, to dziela plaszczyzne na cztery katy: dwa

o mierze ¢ € (0,7/2] i pozostale dwa o mierze m — ¢ € [7/2,7). Na ogdl przyjmuje
sie |x(¢1,42)| = ¢, chociaz druga mozliwoéé tez jest dopuszczalna. Kat miedzy
prostymi rownoleglymi umownie ma miare 0. Proste ¢; i ¢5 sa prostopadte, gdy
p=m—p=m/2.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W przestrzeni, jezeli proste ¢; i {2 leza na wspélnej plaszczyznie (co ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy przecinaja sie lub sa réwnolegle), to kat miedzy nimi
definiujemy jak wyzej. W przeciwnym razie nazywamy je prostymi skosnymi.
Zauwazmy, ze na plaszczyznie przesunigcie réwnolegle prostych ¢; i ¢ nie
zmienia kata miedzy nimi. To motywuje do wprowadzenia definicji miary kata
pomiedzy prostymi skoSnymi — przesuwamy jedna z nich rownolegle, tak by
przeciela druga, i postepujemy jak wyzej.

Dalsze rozwazania rozpoczniemy od nastepujacego, bardzo mocnego,
twierdzenia. Jesli opisany w nim przypadek ma miejsce, to méwimy, ze prosta k
i plaszczyzna 11 sa prostopadte.

Twierdzenie 1. Jedli prosta k jest prostopadla do pewnych dwéch
nieré6wnoleglych prostych ¢1, {5 lezacych na plaszczyznie 11, to prosta k jest
prostopadla do kazdej prostej lezacej na tej plaszczyznie.

Dowdéd. Wybierzmy na plaszczyznie II dowolng prosta ¢ i przesunmy ja
réwnolegle, tak by przechodzila przez punkt P przeciecia prostych £; i £5.
Niech L # P lezy na prostej £. Punkty L; i Lo na prostych, odpowiednio,

01 1 ¢5 dobieramy tak, by punkt L byl srodkiem odcinka L;Ls (mozna

nawet skonstruowadé te punkty za pomoca cyrkla i liniatu, czego nietrudny
dowéd pozostawiam Czytelnikowi). Wybieramy punkty K i K’ lezace na
prostej k, tak by punkt P byl $rodkiem odcinka K K’. Punkty K i K’ sg
symetryczne wzgledem prostych ¢1 i f5, bo kL{1, 5. Z tego wynikaja réwnosci
‘KL1| = |K/L1| i |KL2| = |K’L2|, a zatem tréJk@ty L1L2K i LlLQK/ Sq
przystajace. Wobec tego |LK| = |LK’|, gdyz sa to $rodkowe odpowiednich bokéw
tych tréjkatow. Z tego wynika, ze tréjkaty LPK i LPK' s przystajace, wigc
|<xKPL|=|«xK'PL|=m/2. |

Kacik o takim tytule nie moze oby¢ sie bez bodaj najstynniejszego twierdzenia
o prostopadlosci w przestrzeni:

Twierdzenie 2 (o trzech prostopadlych). Prosta ¢ lezaca na plaszczyznie
IT jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do
rzutu k' prostej k na plaszczyzne II.

Dowdd. Jedli k || k', to nie ma czego dowodzié. W przeciwnym razie proste k i &k’
przecinaja si¢ w jednym punkcie P na plaszczyznie II. Wybierzmy punkt K # P
na prostej k i niech K’ bedzie jego rzutem na plaszczyzne II. Przez II' oznaczmy
plaszczyzne PKK', a przez k" — prosta KK'. Z prostopadlosci k" LII wynika,
ze k" 14, gdyz £ C 1.

Jesli 41k lub LK, to prosta £ jest prostopadia do dwdch sposréd prostych:

k, k', k”. Wobec twierdzenia 1 jest ona rowniez prostopadla do trzeciej sposrod
tych prostych. a
do tego czworoscianu, jest styczna do Sciany ABC

w $rodku O okregu opisanego na tej Scianie.
Udowodnié, ze |x<DAS| = m/2.

3. Wysokoéci poprowadzone z wierzchotkéw A i B
czworoscianu ABC'D maja wspélny spodek S
na krawedzi C'D. Punkty K i L sa rzutami punktu S
na Sciany ABC i ABD. Dowie$¢, ze okrag opisany
na K LS przecina odcinek AB.
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Nawijanie miodu - 17

Na stronach 17-18 niniejszego numeru Delty autorzy

zastanawiajg sie nad... naktadaniem miodu przy pomocy

drewnianego urzadzenia nazwanego ,miodownikiem”.

Jak to mozliwe, ze midd pozostaje na miodowniku? L

-

R

Ponizej zamieszczamy zdjecia urzadzenia, ktore skonstruowano
specjalnie do eksperymentu przeprowadzonego w ramach prac
druzyny reprezentacji Polski nad zadaniem ,Saving Honey".
Zadanie to byto czescig Miedzynarodowego Turnieju Mtodych
Fizykow 2022.

Ryc. A.

Uktad doswiadczalny do obracania pretem z lepka ciecza. Pret obracany jest silnikiem pradu statego

z przektadnia, co umozliwia tatwa zmiane predkosci katowej preta w. W uktadzie mozna wymieniac prety
w celu zmiany promienia preta oraz uzywac cieczy o roznej lepkosci p i gestosci p.

Ryc. B.
Kontur utworzony przez miod natozony na uktad doswiadczalny.
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