Rys. 1. Miodownik, na ktérym utrzymana
jest znaczna ilos¢ miodu

Rys. 2. Sity dziatajace na miéd na réwni
pochytej
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Narzedzie, ktére nie ma nazwy

Medownoceuys po ukrainsku, honey dipper po angielsku — zgodnie z nazwa
narzedzie (sztuciec?) do nakladania miodu, ktére w jezyku polskim (wedle
wiedzy autora) nie ma dokladnego tlumaczenia. Kandydatem jest ewentualnie
miodownik, chociaz miodownik to jednak przede wszystkim rodzaj ciasta.

W naszym artykule bedzie to sztuciec o nietypowej symetrii, ktérej, w kuchennej
szufladzie autora, dorownuje jedynie walek do ciasta; nie przydaje sie jednak
ona do toczenia, tylko do utrzymywania miodu na miodowniku przy uzyciu jego
lepkosci. Jak to mozliwe, ze miéd pozostaje na miodowniku? Przeciez z jednej
strony miodownika popychamy miéd w doél, a z drugiej pociagamy go do géry —
czy te efekty nie powinny sie znosi¢?

Rzeki z miodu i tarcie wewnetrzne cieczy

Zeby zrozumieé, w jaki sposéb miéd zachowuje sie na obracajacym sie
miodowniku, rozwazmy prostsza sytuacje: nieskoniczona rownie pochyta pod
katem «, po ktérej splywa warstwa miodu o grubosci h. Skoro predkosé cieczy
jest stala, to sily dzialajace na nia musza sie¢ réwnowazy¢. Wiemy, ze grawitacja
ciagnie ciecz do dolu (z gestoscia sily proporcjonalna do gestosci miodu p
i przyspieszenia grawitacyjnego ¢), a wiec musi dzialaé¢ jakas dodatkowa
rownowazaca sila, dzialajaca w gére rowni. Sktadowa sity grawitacji prostopadia
do réwni réwnowazy gradient ci$nienia (taki sam jak w hydrostatyce:
p = pgzcos ). Z racji symetrii ciSnienie nie zmienia si¢ w kierunku réwnoleglym
do réwni, nie moze w takim razie zrownowazy¢ tej sktadowej sity grawitacji.
Sktadowa sily grawitacji rownolegla do réwni jest réwnowazona przez tarcie
wewnetrzne cieczy. Warstwy miodu blizej wierzchu poruszaja sie szybciej niz
te w poblizu réwni, a sita przeciwdzialajaca tej réznicy predkosci to lepkosé.
Réznica sit pochodzacych od warstwy ponizej i powyzej bedzie wypadkowa
sila od tarcia wewnetrznego dzialajaca na warstwe posrodku — ta sila zalezy
wobec tego od ,réznicy réznic” predkosdci. W rzeczywistosci predkosé cieczy u
zmienia sie w sposéb ciagly wraz ze wzrostem odleglosci z od réowni, i gesto$é
sity wynikajacej z lepko$ci mozemy wyrazié¢ jako u%u(z), gdzie p jest stala
materialowa okreélajaca ,nieche¢” cieczy do réznic predkosci, nazywanag
lepkoscia dynamiczna. Stala p (oznaczana czasem tez 1) mozna zmierzy¢ na
przyklad metoda zaproponowana w artykule Stanistawa Bednarka Wyznaczamy
wspdlezynnik lepkosci cieczy w ADs. Balans sil dzialajacych na ciecz w ogélnym
przypadku wyraza réwnanie Naviera—Stokesa (o tym mozna przeczytaé¢ np. w
artykule Witolda Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa w A17). W naszym
szczegblnym przypadku, w ktérym u zalezy wylacznie od wspoélrzednej z, balans
sit w kierunku réwnoleglym do rowni mozna zapisaé wyjatkowo prosto jako
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(1) u%u(z) = pgsina.

Wprawny Czytelnik zauwazy bez trudu analogie w réwnaniu do réwnania
ruchu jednostajnie przyspieszonego. Tym razem jednak, zamiast polozenia

w czasie, badamy predko$¢ w zaleznosci od odlegtosci od réwni. Mozna zatem
wywnioskowadé, ze musi ona zaleze¢ kwadratowo od wspoélrzednej z i pozostaje
nam ustali¢ dwie stale. Dwa brakujace warunki opisuja zachowanie cieczy na
dnie i na powierzchni. Na dnie ciecz nie porusza sie wzgledem Scianki: u(0) = 0,
z kolei na powierzchni znajdziemy warstwe cieczy, na ktéra lepkosé dziala tylko
z jednej strony, wiec zeby sily pozostaly w rownowadze, sita lepkosci dzialajaca
na warstwe musi by¢ zerowa: %u(h) = 0. Otrzymujemy nastepujace réwnanie na
predkosé w zaleznoéci od wysokoéci:

@) u(z) = 2250

o z(z — 2h).
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http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/plyny/2011/02/02/Wyznaczamy_wspolczynnik_lepkosci/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2014/11/27/Rownanie_Naviera_Stokesa/
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Rys. 3. Typowe rozktady predkosci dla réznych grubodci warstwy
miodu na pochylonej réwni. Krzywe narysowano dla lepkosci
kinematycznej p/p réwnej 3,5 - 1074 m2/s, przy przechyleniu $cianki
wynoszacym « = 45°. Grube warstwy odpowiadaja duzemu gradientowi
predkosci w okolicy dna, a wiec tez duzej sile dzialajacej na miéd

miod

Rys. 4. Wycinek preta o szerokosci da. Mozna zauwazy¢é, ze wycinek
wyglada jak réwnia pochyla analizowana w poprzednim akapicie

Miodociagg tasmowy

Korzystajac z rownania , mozemy znalezé rozklad
predkosci dookota obracajacego sie preta, podobnie jak
w artykule [2]. Maly wycinek da takiego preta wyglada
przeciez jak pochylony plaski tasmociag (poruszajacy
sie ze stalg predkoscia v réwna iloczynowi promienia
preta a i predkosci katowej preta w, rys. 4). W takim
razie rozktad predkosci wzglednej w zaleznosci od
odlegtosci od $écianki bedzie dany przez réwnanie (2)).

Naturalnym pytaniem w tej sytuacji jest: jaka objetosé
miodu mozna przetransportowaé¢ takim miodociagiem
tasmowym? Strumien objetosci @ podrézujacy do
gbéry miodociagiem o szerokos$ci w bedzie wiec calka
rozkladu predkosci :

pgh? sin o )

(3) Q= /hu(z)dz = wh <v e

Jesli chcemy uzyskaé stabilny rozktad miodu dookota
naszego obracajacego sie miodownika, to dla kazdego
takiego malego tasmociagu o dtugosci da ilosé miodu
wplywajacego na niego i wypltywajacego z niego musi
by¢ identyczna. W takim razie Q(a) = Qq, co w
polaczeniu z réwnaniem daje nam rozktad grubosci
w zaleznosci od kata. Rysujac kontur Q(a, h) = Qo

dla kilku wartosci Qo (rys. 5), mozna zauwazy¢

dwa rodzaje konturéw — zamkniete, dajace fizyczne
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rozwiazania, i otwarte, ktére daza do nieskonczonosci
dla pewnych « i nie maja fizycznej interpretacji. Druga
obserwacja jest taka, ze dla fizycznych rozwigzan
grubos$é warstwy ros$nie wraz z Qo (istotnie, dla na
przyklad o = 0 funkcja Q(h) jest monotoniczna, bo
jest wielomianem o dodatnich wspétczynnikach).

Znalezienie najwigkszej objetosci miodu, dla ktérej
istnieje stabilny rozklad dookola preta, okazuje sie
zatem réwnowazne ze znalezieniem najwigkszego Qo,
dla ktérego istnieje zamkniety kontur Q(h, o) = Q.
Warunkiem koniecznym dla istnienia takiego konturu
jest istnienie h, dla ktorego @ = @ dla kazdego «. Dla
ustalonego o mozemy znalezé h = he,it, dla ktérego
Q(h, a) jest najwieksze. Rézniczkujac réwnanie (3)) ze
wzgledu na h przy stalym «, otrzymujemy warunek

na herig:
2 .
hcritpg SI1 Ol)

(4) Ow(v ’

Jedli sin @ > 0, mozemy rozwiazaé réwnanie (4) na heris
i wstawiajac do (3]), otrzymujemy maksymalng wartosé
Q = Quit dla ustalonego « (dla sina < 0 wszystkie
wartodci @ sa osiagalne):

2 Qv
5 cri =5 - . -
(5) erie 3vw \/ pgsina

Qcrit Osiaga najmniejsza wartosé dla o = /2, kiedy
sina = 1. Wynika stad, ze maksymalna warto$¢ @,
dla ktérej istnieje zamkniety kontur Q(h, a) = Qo,
wynosi co najwyzej Qmax = %vw\/’ng . Okazuje sig,

ze Qo = Qmax rzeczywiscie daje szukany kontur

(co wynika z ciaglosci Q(h, a)), zaznaczylidémy go
kolorem na wykresie 5. Zaskakujace jest to, ze dla
tego konturu pojawia sie dziébek (ang. cusp) dla

a = m/2, co jest bardzo rzadka sytuacja w mechanice
plynéw. W naszym przypadku osobliwo$é¢ ta znika,
gdy uwzglednimy napiecie powierzchniowe (co niestety
znacznie komplikuje obliczenia).
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Rys. 5. Kontury dla Qo = {1,5, 2,5, 3, 3,4, 3,8, 4,7} Cmg/s, czesé
daje fizyczne rozwigzania, cze$¢ dazy do nieskonczonosci. PrzyjeliSmy
w/p=3,5-10"*m?/s, w=1cm, v =9cm/s
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Rys. 6. Wyniki naszych pomiaréw maksymalnej grubosci warstwy
wyrazonej w wielokrotnosciach promienia preta. Punkty pomiarowe sg
rezultatem zmiany wszystkich trzech istotnych parametréw uktadu
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. Wracajac do rownania , widzimy, ze dla naszego
;%’ problemu istotna jest wielkosé pg/p i, o ile utrzymamy
ja stala, mozemy zmieniaé p, g, u bez zmiany
rozkladu predkosci cieczy. Popularna technika
w hydrodynamice jest wyrazanie rownan we
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© /p=2,9-10""m?s, a=15,7mm, preta v, a odlegtos¢ od powierzchni preta jako
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bezwymiarowa predkosé katowa (k) [1072]

cieczy utrzymujaca si¢ na miodowniku, mierzona
w wielokrotnodciach grubosci preta, zalezy tylko od
jednego parametru k = uw/(pga), ktéry mozemy
interpretowac jako bezwymiarowa predko$é¢ katows.

Sprawdzamy nasze przewidywania

Na ile przyblizenie walca przez wiele krétkich rowni pochytych ma sens? Czy
napiecie powierzchniowe istotnie zaburza nasze obserwacje? Mozemy to sprawdzié
eksperymentalnie, badajac zachowanie lepkiej cieczy (mieszaniny gliceryny z woda
o lepkoéci u/p € (3-107%,7,5-107%) m?/s) na obracajacym sie walcu (zobacz
rysunek A na okladce). Pret jest obracany za pomocs silnika pradu stalego

z przekladnia, co umozliwia tatwa zmiane predkosci katowej preta w. W ukladzie
mozna wymienia¢ prety w celu zmiany promienia preta a oraz uzywac cieczy o roznej
lepkosci p i gestosci p. W pomiarach wyznaczano maksymalny mozliwy promien
konturu na pionowym fragmencie preta dla danej wartosci k.

Okazuje sie, ze nasza teoria oparta na tasmociagach dziala calkiem niezle

(rys. 6), ale wciaz mozna ja znacznie poprawié¢. Przyjrzyjmy sie jeszcze raz
pretowi z miodem (rys. 4). Warstwy cieczy blizej srodka preta maja na rysunku
mniejszy obwdd niz te dalej od preta, co wplywa na wartosé sity lepkosci.
Analize uwzgledniajaca wplyw krzywizny preta zaprezentowal M. Kelmanson

w artykule [1]. Zwieksza to znacznie poziom skomplikowania rozwiazania, jednak
zapewnia jeszcze lepsze wyniki (przerywana czarna linia). Tak jak mozna by sie
spodziewaé, wplyw krzywizny staje si¢ bardziej istotny dla malych promieni
obracajacego si¢ preta (male a), czyli dla duzych wartosci k.

Na okladce (rys. B) mozna zobaczy¢ kontur utworzony przez miéd nalozony na
nasz uklad doswiadczalny.
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