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Zadania z matematyki nr 847, 848
Redaguje Marcin E. KUCZMA

847. Dana jest funkcja ciagla f: R — R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej
pary liczb a, b, gdzie a < b, istnieja liczby u, v takie, ze a < u < v < b oraz
flw) < f(z) < f(v) dla x € [a,b]. Udowodnié, ze funkcja f jest niemalejaca.

848. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalna, n > 3. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich ciagéw nieskoriczonych (z1,xa,...) o wyrazach z; € {1,...,n}

i niech B bedzie zbiorem wszystkich ciagéw nieskoniczonych (by,bs,...) o wyrazach
b; € {0,1}. Wyjadnié¢, czy istnieje réznowartosciowe odwzorowanie zbioru X na
caly zbior B takie, ze (dla kazdej liczby naturalnej k): jezeli dwa ciagi (x;), (y;)

ze zbioru X pokrywaja sie na odcinku poczatkowym dlugosci k (tzn. z; = y;
dla i < k), to ich obrazy takze pokrywaja sie na odcinku poczatkowym

dhugosci k.

Zadanie 848 zaproponowal pan Adam Woryna z Rudy Slaskiej.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

843. Po krawedziach wypuklego wieloscianu petlza zuk.

W kazdym wierzchotku wielo$cianu schodza si¢ trzy krawedzie.
Po dojsciu do wierzchotka zuk nie zawraca w krawedz, ktéra
przyszedi, lecz wybiera jedna z pozostalych dwéch krawedzi

— lewa lub prawa (orientacja: lewo/prawo — tak, jak wida¢,
patrzac z zewnatrz wielo$cianu). Gdy na jednym rozdrozu

zuk wybral wariant lewy, na nastepnym wybiera prawy — i na
odwrdét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk wréci do punktu,

843. Zuk startuje z wierzchotka O. Niech A, B,C (A # O)
bedzie dowolng tréjka kolejno przebytych wierzchotkéw.

7 krawedzi AB zuk wszedl w krawedz BC'; wiadomo wiec, czy
skrecil w lewo, czy w prawo. Zgodnie z przyjetymi regutami
daje to informacje, czy chwile wczesniej, w punkcie A, skrecit
w prawo, czy w lewo. Okresla to jednoznacznie wierzcholek
(na jego trasie) poprzedzajacy A. To znaczy, ze taka tréjka
wierzchotkéw A, B, C' wyznacza trajektorie w przod i w tyl.
Jest skoniczenie wiele takich tréjek, wiec musza sie one

z ktérego rozpoczat wedréwke.

844. Wyjasnié¢, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktérej suma

1P +37 +...+(2p—1)7°

jest szedcianem liczby naturalej.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
837 (WT = 2,15) i 838 (WT = 2,24)
z numeru 3/2022

Marek Spychala Warszawa 46,76
Kacper Morawski Warszawa 43,56
Michal Adamaszek Kopenhaga 41,76
Krzysztof Maziarz ~ Krakéw 40,67
Pawel Najman Krakéw 38,88
Jerzy Cisto Wroclaw 37,05
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Stanistaw Bednarek Lo6dz 35,50
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,92
Radostaw Kujawa Wroclaw 33,74

Pan Marek Spychala — juz po raz czwarty.

powtarzaé. Fragment trajektorii miedzy dwoma kolejnymi
powtorzeniami pewnej tréjki A, B, C' zawiera zatem wszystkie
wierzcholki poczatkowego fragmentu wedréwki (do pierwszego
wystapienia A) — w tym wierzcholek O.

844. Odpowiedz: nie istnieje. Dowdd: oznaczmy rozwazang sume przez Sp:
P P
Sp=> (2k—1)P = (2p+1—2k)".
k=1 k=1
So = 10 nie jest szescianem. Dalej przyjmujemy, ze p jest nieparzysta liczba
pierwszg. Przeksztalcamy 25, modulo p>:

25, = i((%—l)” + (2p+1—2k)p> =
k=1
= é((%—l)p - <§> (2p)%(2k—1)P~2 + @) (2p)(2k—1)P~1 — (ﬁ) (2k—1)P> _
= i<fp(p71) - 2p?(2k—1)P"2 4 p- 2p(2k:71)p71).
k=1

Dzielimy przez 2 (wolno, wobec nieparzystosci p) i otrzymujemy
S,=p* A, +p*-B, (modp?)

dla liczb catkowitych
p

P
Ap=(1-p)Y (k-1 B,=> (2k-1)"
k=1 k=1
Na mocy malego twierdzenia Fermata (2k —1)?~1 =1 (mod p), gdy
k#(p+1)/2 (1<k<p). Stad B, =p—1 (mod p), co pozwala przepisaé
uzyskane przedstawienie S, jako
S,=p*A, +p*(p—1) (mod p?).

Suma S, dzieli si¢ wigc przez p, ale nie przez p®. Wobec tego nie jest szescianem
zadnej liczby calkowitej.
Uwaga. Witold Bednarek, autor zadania (i podanego rozwiazania), zauwaza, ze
Sp nie jest potega zadnej liczby naturalnej o wyktadniku naturalnym wiekszym
od 2 (to samo rozumowanie) i stawia pytanie, czy S, jest (dla jakiejkolwiek
liczby pierwszej p) kwadratem liczby naturalnej.
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