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Przypominamy artykul, ktéry pierwotnie
ukazal sie w Agg.

Wojciech Kopczyniski (1946-2022) byt
fizykiem relatywista, przez cala kariere
naukowa zwigzanym z Katedra Teorii
Wzglednosci i Grawitacji na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Od
grudnia 1996 roku do kwietnia 2000 roku
byl zastepca redaktora naczelnego Delty.

i
([ ))GC')I.NOPOI.SKA //\{\31 'EMATYCZNA B{{@NFERENCJA STUDENTOW

@Rl

Serdecznie zapraszamy na tegoroczng

IX edycje Ogdlnopolskiej Matematycznej
Konferencji Studentéw OMatKo!!! Jest
ona skierowana do wszystkich studentéw
zainteresowanych matematyka. Kazdy
znajdzie cos dla siebie, od czystej teorii
po szeroki wachlarz zastosowan.

OMatKol!! jest jedng z najwigkszych
studenckich konferencji w Polsce.

To idealna okazja, by podzieli¢ sie swoja
wiedza z innymi, nawigzaé nowe
znajomosci i wspdélnie poszerzaé
horyzonty. Kazdy student moze zglosié¢
referat lub plakat i pochwali¢ si¢ tym,

co urzeklo go w teoretycznej czy
praktycznej stronie Krélowej Nauk. Do
prezentacji zapraszamy tez kota naukowe.

W tym roku spotkamy si¢ w murach
Politechniki Wroclawskiej w dniach
2627 listopada. Formularz zapisowy
mozna bedzie odnalezé pod koniec
pazdziernika na stronie konferencji:
http://im.pwr.edu.pl/ omatko/

Srodek ciezkosci czy masy?
Wojciech KOPCZYNSKI

Na poczgtku byto Stowo. . .

Z pojeciem Srodka ciezkosci zapoznatem sig¢ na szkolnych lekcjach fizyki.
Natomiast z — wypranym z tresci fizycznej — pojeciem srodka masy zetknalem sie
po raz pierwszy na wykladzie z matematyki, prowadzonym 34 lata temu przez
Pana Andrzeja Makowskiego i majacym na celu przygotowanie do egzaminu
wstepnego na Uniwersytet Warszawski. Studiowanie fizyki przekonalo mnie,

ze §rodek masy jest czyms$ niezmiernie waznym, a ze srodkiem ciezkosci ani

w czasie studiow, ani podczas lektury fizycznej literatury naukowej chyba sie
nawet nie zetknatem.

Zdziwil mnie ostatnio fakt, ze obecnie uczniowie dowiaduja sie o sSrodku masy
na lekcjach fizyki (nie we wszystkich szkolach), a o srodku ciezkosci wylacznie
od matematykéw: o ,,$rodku ciezkosci tréjkata” z podrecznikéw, a o innych
»Srodkach ciezkosci” z artykuléw naszego Redaktora Naczelnego. Po co, piszac
o jednym — jak sie wydaje — pojeciu, uzywaé¢ dwéch réznych okreslen? A moze
pojecia te czyms sie réznia? Jesli tak, to uzycie ktérego z nich jest wlasciwsze?

Okreslmy te pojecia, zaczynajac od $rodka masy. Umiesémy w punktach
zaznaczonych wektorami wodzacymi ry masy my > 0, k= 1,...,n. Wazona
masami miarg odlegtosci tego uktadu czastek (a jesli ktog woli, to punktéw
materialnych) od punktu zaznaczonego wektorem wodzacym r jest

Fr) = mp(r — i)
k=1

Srodek masy tego ukladu czgstek definiujemy jako punkt, w ktérym funkcja f
osiaga minimum. Jesli przez R oznaczymy promieri wodzacy tego punktu, to
warunek znikania pochodnej funkcji f wzgledem r daje

R = kark/M,
k=1

przy czym M = }'_ my jest catkowitg masg uktadu. Zadanie, aby my > 0

dla kazdego k, jest w przypadku tej funkcji warunkiem dostatecznym na

(ostre) minimum. (Nieco stabszy warunek ,dla kazdego k zachodzi my > 0

oraz istnieje k, dla ktérego my > 07 jest nie tylko dostateczny, ale i konieczny.)
Nie bede zaglebial sie w to, ze Srodek masy izolowanego ukladu fizycznego
porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym, ani w to, iz fakt ten
poprzez twierdzenie Noether wiaze sie z niezmienniczoscia lagranzjanu (patrz:
Delta 5/1998) wzgledem przeksztatceri Galileusza, ani w wiele innych ciekawych
faktéw zwiazanych z pojeciem srodka masy.

PrzejdZzmy do srodka ciezkosci. Nazwa ta sugeruje, ze jest to pojecie zwigzane

z ukladem sil grawitacyjnych. Niektorzy adepci fizyki sg sktonni przypuszczaé,
ze pojecie srodka dotyczy dowolnego ukladu sit. W Delcie podczas niedawnej
dyskusji nad zadaniem na temat sity Coriolisa jeden z jej uczestnikéw zauwazyt,
ze oprécz tej sity moga pojawié sie silty oporu i — o ile ich $rodek nie bedzie
pokrywal sie ze srodkiem masy — doprowadza one do obrotu rozwazanego

w zadaniu ciala. Mial racje w tym wzgledzie, ze sity oporu moga doprowadzié¢
(tacznie z sitami Coriolisa) do obrotu, ale i nie mial racji, bo sity oporu ani

sity Coriolisa na ogét nie maja srodka. Tak czy inaczej srodek uktadu sit Fy,
k=1,...,n, dzialajacych na uklad n czastek, wiaze sie z obrotem ukladu
czastek jako calosci, a o tym decyduje catkowity moment sit wzgledem punktu O
(poczatku ukladu kartezjariskiego):

n
MO = Z re X Fk.
k=1
Gdy przesuwamy poczatek uktadu kartezjanskiego do punktu O’, takiego,
ze 00" =r, to wtedy ry — rp — r, a calkowity moment sit przeksztalca sie
nastepujaco:

MO/—M()—I‘XF,
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http://im.pwr.edu.pl/~omatko/

Dwupunktowy rotator w ziemskim polu
grawitacyjnym

przy czym F = 22:1 Fy. jest catkowitg sitg dzialajaca na uklad czastek. Jesli
F = 0, to calkowity moment sil nie zalezy od punktu, wzgledem ktérego go
obliczamy. Jesli zas F # 0, to catkowity moment sil nie zmienia sie, gdy punkt,
wzgledem ktérego go obliczamy, pozostaje na prostej réwnoleglej do F; mamy
wiec prawo powiedzie¢, ze moment sit obliczamy wzgledem takiej prostej.
Ponadto obowiazuje

Twierdzenie (stuszne, gdy F # 0). Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1. Istnieje taki wybor prostej, wzgledem ktorej obliczamy catkowity moment sit,
ze ten ostatni znika.

2. Catkowity moment sit, obliczony wzgledem dowolnego punktu, jest prostopadty
do calkowitej sity.

Dowdd: Przy ustalonych Mo i F réwnanie
MO —rxF=0

da sie rozwigzaé¢ wzgledem r wtedy i tylko wtedy, gdy Mo L F. m

Wystapienie sytuacji opisanej w Twierdzeniu zdarza sie rzadko. Moze

ona zaistnie¢, gdy wszystkie sity F;, maja jednakowy kierunek — a wiec

w szczegblnosci gdy mamy do czynienia z jednorodnym polem grawitacyjnym
lub elektrycznym. Ale w przypadku jednorodnego pola elektrycznego sytuacja
ta nie wystapi, gdy catkowity tadunek ukladu czastek wynosi zero. Tylko

w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego — ze wzgledu na dodatniosé
masy — sytuacja taka wystapi zawsze. Mozna wiec méwié o prostej, wzdtuz
ktorej na uktad czgstek dziala sita grawitacji. Wraz ze zmiana polozenia czastek
prosta ta bedzie si¢ zmienia¢ wzgledem zewnetrznego ukladu odniesienia,
zachowujac przy tym swéj kierunek. Jesli mozemy zwiagzaé z ukladem czastek
uklad odniesienia, w ktérym czastki te spoczywaja (a wiec gdy czastki te
tworza cialo sztywne), to wzgledem tego uktadu odniesienia powyzsza prosta
bedzie sie wprawdzie zmieniaé, ale wszystkie tak otrzymane proste przetng

sie¢ w jednym punkcie ciala sztywnego. O punkcie tym obrazowo méwi sie,

ze jest punktem przytoZenia sily ciezkosci, albo krécej, iz jest Srodkiem ciezkosce.
Zauwazmy jeszcze, ze pojecie srodka ciezkosci mozna wprowadzié¢ nie tylko dla
ciala sztywnego sensu stricto, lecz takze dla rotatora, tj. dla ukladu co najmniej
dwéch czastek, ktérych wzajemne odleglosci pozostajg niezmienne i ktoére leza
na jednej prostej. Srodek ciezkosci rotatora tez znajdzie sie na tej proste;.

Odradzatbym nauczycielom obszerne omawianie pojecia srodka ciezkosci

na lekcjach fizyki, gdyz brak na to czasu. Odradzalbym tez krétkie
wyttumaczenie, ze jest to punkt przylozenia sily cigzkosci, gdyz to skadinad
poprawne okreslenie sugeruje, iz istnieje jakis punkt przytozenia dowolnego
uktadu sit. Uzycie okreslenia ,,Srodek cigzkosci” bez jakiegokolwiek
wytlumaczenia tez jest ryzykowne, gdyz pozwala domniemywagé, ze okreslenie
to stosuje si¢ do dowolnego, a nie tylko jednorodnego, pola grawitacyjnego.
A to nie jest prawdg.

Rozwazmy bowiem rotator, skladajacy sie z dwoéch czastek o jednakowych
masach m, oddalonych o 2a. Umiesémy ten rotator w ziemskim polu
grawitacyjnym (ktére w rozsadnym przyblizeniu uznamy za sferycznie
symetryczne), tak ze jego srodek geometryczny znajduje si¢ w odleglosci r od
srodka Ziemi O, a jego os nachylona jest pod katem « do prostej laczacej oba
srodki geometryczne (patrz rysunek). Poniewaz w polu sferycznie symetrycznym
mamy Fy, || rg, wiec catkowity moment sit dzialajacych na rotator, obliczany
wzgledem srodka Ziemi, znika: Mo =r; X F; + 13 x F3 = 0.

Mimo ze nie mamy tu do czynienia z polem jednorodnym, istnieje jednak prosta,
wzdhuz ktérej dziala na rotator sila grawitacyjna: jest ona skierowana réwnolegle
do calkowitej sity dzialajacej na rotator i przechodzi przez srodek Ziemi. Chcac
obliczy¢ catkowity sile dzialajaca na rotator, F = F; + F5, obliczmy najpierw
sity F1 1 Fy, dzialajace na jego czastki. Jesli przez ry oznaczymy promien Ziemi,
przez g zas przyspieszenie grawitacyjne na jej powierzchni i zalozymy, ze rotator
nie wnika w Ziemig, to

(r — acosa, asin )
(r2 — 2ar cos a + a?)3/2

1
Py = —mor 2 = —mort
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i analogicznie
F. 5 (r+acosa,—asina)

2 =TT (r2 + 2ar cos a + a2)3/2’
Latwo zauwazy¢, ze gdy a # 01 « # 7/2, to wtedy sktadowa y sily F jest rézna
od zera. A to znaczy, ze prosta, wzdluz ktorej na rotator dziala sila grawitacyjna,
nie przechodzi na og6t przez jego geometryczny srodek. Rotator w ziemskim
polu grawitacyjnym nie ma srodka ciezkosci. Nie ma tez srodka ciezkosci ocean
ziemski w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca. Czy gdyby go mial, mozliwe
bylyby pltywy?

Czy istnieja pole grawitacyjne i cialo sztywne, ktére umieszczone w tym polu
ma srodek ciezkosci, lecz srodek ten nie pokrywa sie ze srodkiem masy? Na to
pytanie nie umiem znalezé¢ zadowalajacej odpowiedzi, sklonny jestem jednak
sadzi¢, ze jest ona pozytywna.

Matematyk, piszac lub méwigc o srodku ciezkosci, nie ttumaczy, czym on jest.
On go definiuje, a nastepnie uzywa. Moze to dobrze, ze prowokuje ucznia do
zadania pytania: — A jaki jest zwiazek tego srodka z ciezarem? Zle bedzie
dopiero wtedy, gdy to pytanie padnie, a matematyk nie bedzie umial na nie
odpowiedzie¢, nawet odwolujac si¢ do lekcyj fizyki. Dlatego radzg, by w szkole
stowu ,,Srodek” — jesli zostanie uzyte — zamiast ,ciezkosci” towarzyszylo zawsze
stowo ,,masy”.

Przyklady:

1. Umiesémy dwupunktowy rotator, opisany w niniejszym artykule, w cylindrycznie
symetrycznym polu grawitacyjnym. (Abstrahujemy od jego niefizycznosci.) Czy zawsze
bedzie dla niego istnieé prosta, wzdluz ktorej dziata sita grawitacji?

Nie. Umiesémy czastki rotatora w réwnej odleglosci od osi cylindra i po przeciwleglych
jego stronach, cho¢ niekoniecznie na réwnej ,wysokosci”. W takiej sytuacji catkowita
sita, dzialajaca na rotator, wynosi zero. (W analogicznej sytuacji w polu sferycznie
symetrycznym, poniewaz calkowity moment sit znika, ciggle mozemy moéwic¢ o tym,

ze sila grawitacji dziala wzdluz prostej — choé¢ nie umiemy przypisa¢ jej zwrotu.) Jesli
czastki rotatora sa istotnie na réznej ,;wysokosci”, to catkowity moment sil nie bedzie
znikal. Proponuje opisa¢ wzorami calkowita site i catkowity moment sit przy dowolnym

potozeniu rotatora.

2. Jesli do uproszczonej, sferycznie symetrycznej, ziemskiej sity grawitacyjnej dodaé
site odsrodkowg — wywolang obrotem Ziemi wokdl jej osi — to otrzyma sie efektywng
site grawitacyjng, lepiej (choé niedoskonale) opisujgcg ziemskie pole grawitacyjne. Czy
w takim modelowym polu bedzie zawsze istnieé prosta, wzdtuz ktdrej na dwupunktowy
rotator dziata sita grawitacji?

Nie, bo sytuacja ta jest mieszaning sytuacji opisanej w artykule i w przyktadzie 1.
Opisanie jej wzorami pomoze przekonaé¢ niedowiarkéw.

[Szkice rozwiazan zadan z artykutu Poznaymy topologie przez dotyk|

Zadanie 1. Jesli X rozklada si¢ na sume AU B jak w definicji
niespéjnosci, to funkcja réwna 0 na A i 1 na B okazuje sie
ciggla. I odwrotnie, jesli obie te wartosci sa przyjmowane, to ich
przeciwobrazy zadaja odpowiedni rozklad.

Zadanie 2. Odleglosci te sa tatwo poréwnywalne: doo < d2 < d; <
< 2-dx (dla dowolnej pary punktéw p, q). Oznacza to na przyklad,
ze jesli szukamy punktu ¢ € A spehiajacego di(p, q) < %, to
wystarczy spelni¢ warunek doo (p, q) < ﬁ

Zadanie 3. Pomirimy (jako nieco rutynowe) sprawdzenie, ze s jest
bijekcja oraz warunek z definicji homeomorfizmu jest speliony
dla wszystkich par punktéw (z, s(x)) poza ((0,1),00). Dla tych
dwdéch punktéw zauwazmy natomiast, ze (0, 1) dotyka zbioru

A C S (niezawierajacego (0, 1)) dokladnie wtedy, gdy s(A) jest
nieograniczonym podzbiorem R, czyli wtedy, gdy oo dotyka s(A).
Jesli zbiér A C S zawiera (0, 1), taka réwnowazno$¢ wynika wprost
z (D2).
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Zadanie 4. Jednoznacznosé jest jasna, bo kazdy element X/~
jest postaci [z] dla pewnego x € X. Jednoczesnie podany warunek
jest niesprzeczny, bo jesli jakas klasa abstrakcji jest jednoczes$nie
réwna [z] i [y], to z ~ y, a wiec f(z) = f(y). To gwarantuje
istnienie funkcji. Zeby sprawdzié¢ ciaglos$é, zalézmy, ze punkt

Z € X/~ dotyka zbioru A C X/~. Zgodnie z definicja topologii
ilorazowej mozemy zalozy¢, ze & = [z] oraz A = q(A) dla pewnych
r € X i AC X, aponadto z dotyka A. Z ciagtosci f wnioskujemy
wtedy, ze f(z) dotyka f(A), czyli ze f(Z) dotyka ?(A)

Zadanie 5. Zalézmy aksjomat (CO0) i podstawmy w nim kolejno
rézne wybory A i B:

~ A:=0, B:=0 daje (C1) i w konsekwencji AUAUB = AU B;
— A:= 0 daje (C4’) i w konsekwencji AUAUB = AU B;

— B :=( daje (C2) i w konsekwencji (C3).

Wynikanie (C0) z zestawu (C1,2,3,4") jest bezposrednie.




