Wezmy zbiér C = {0,1} z topologia dyskretng. Sprawdzi¢, ze

przestrzenn X jest niespdjna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niestala funkcja

ciggla f: X — C.

Przekonaé sie, ze w definicji dotykania na R? uzycie dowolnego

ze wzoréw na odleglosé:

da(p,q) = \/(pl—(h)2+(p2—¢h)2, di(p,q) == |p1—q1|+Ip2—a2|,

homeomorfizmem.
Rzut stereograficzny z zadania 3

deo (p, q) := max(|p1 —q1|, |p2 —gq2|), prowadzi do tej samej relacji dotykania (choé
mozliwe, ze dla tych samych p i n trzeba inaczej dobra¢ punkt q).

Niech M = R U {oo} bedzie zbiorem R wzbogaconym o dodatkowy
element oznaczony wymownym symbolem co. Przyjmijmy, ze co dotyka

wszystkich nieograniczonych podzbioréw A C R oraz (wylacznie) wszystkich
zbioréw zawierajacych oo. Ponadto kazdy z punktéw x € R dotyka tych zbioréw,
ktére posiadaja punkty dowolnie blisko x (podobnie jak dla R). Uzasadnié,

ze rzut stereograficzny s: S — M (posylajacy punkt (0,1) na punkt co) jest

Niech f: X — Y bedzie funkcjg ciggly speliajaceg warunek
z ~y= f(z) = f(y). Wykaza¢ istnienie (dokladnie jednej) funkcji cigglej

f: X/~ =Y takiej, ze f(z) = f([z]) dla wszystkich z € X.
Wykazaé, ze pojedynczy aksjomat

Szkice rozwiazan zadai zamieszczamy

na str. [[51

(CO) AUAUB=AUB~0

jest réwnowazny zestawowi aksjomatéw (C1,2,3,4") (jak réwniez (C1,2,3,4)).

O ksigzce Matematyka z roznych stron widziana

Pawet STRZELECKI*

Dawno nie mialem w reku ksiazki, ktérej tytut tak
dobrze oddawalby jej zawarto$é i charakter. W niezbyt
diugim tekscie trudno oddaé jej pelnag sprawiedliwosé
(nalezy ja po prostu przeczytaé i przezy¢, najlepiej
stopniowo, nie od razu).

Matematyka z roznych stron widziana jest zbiorem
kilkudziesieciu artykuléw i esejéw, stanowigcych

w wigkszosci zapisy wybranych odczytéw wyglaszanych
przez ponad 30 lat na Szkotach Matematyki Pogladowe;j.
Szkoty organizowane sa przez Osrodek Kultury
Matematycznej zalozony przez grupe oddanych
matematyce entuzjastéw skupiong wokot prof. Marka
Kordosa. Ksiazka jest wiec, po pierwsze, dokumentem
niezwyklej wieloletniej dziatalnosci zwiazanej z najlepiej
pojetym upowszechnianiem nauki. Otéz nauka nie moze
istnieé¢ bez rozmowy — i to zaréwno rozmowy uczonych
tej samej specjalnosci miedzy sobg, jak i z kolezankami
i kolegami z odleglejszych rejonéw swiata nauki, a takze
z tymi, ktérzy do nich za chwile dolacza, z tymi,

ktorzy po prostu zostang szeregowymi uzytkownikami
matematyki (lub innej dyscypliny), a wreszcie cala
rzeszg rozsadnych ludzi, ktérzy z licznych wzgledow
chcieliby wiedzieé, co w naukowej trawie piszczy.

Nie jest wcale rzecza jasna, jak takie dialogi maja
wygladaé i jak je prowadzi¢. Jak pisze sam Marek
Kordos w tekscie, ktéry zamyka ksigzke — prowadzac
Czytelnika od Lewisa Carrolla i jego Alicji po hipoteze
geometryzacyjng Thurstona i medal Fieldsa Griszy
Perelmana — i jest zapisem jego odczytu w Nowym Saczu
z okazji pierwszego wreczenia dyploméw absolwentom
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tamtejszego Kolegium Nauczycielskiego: trudnoscia,
z ktérg musiatl sie jako prelegent zmierzy¢,

... byt fakt, ze nalezato mowié o matematyce,

a w uroczystosci mieli wzigé udziat (i wzieli)
ludzie o bardzo rézinym stopniu oswojenia z tg
dyscypling. Byli wybitni matematycy polscy

(w tej liczbie dwezesny Rektor Uniwersytetu
Jagiellotiskiego), ale tez sgdeccy parlamentarzysci
1 najznakomitst przedstawiciele nowosgdeckiego
Ratusza (z Prezydentem Miasta na czele), sgdecka
Hierarchia Koscielna, wyktadowcy Kolegium

(a wiece takie muzycy, sportowcy, psychologowie,
anglisci itd. ), nauczyciele szkolni, studenci i liczna
gawiedZ (bo rzecz odbywata si¢ w bardzo pojemnej
ratuszowej auli, tej z przepieknym piecem kaflowym,).
Jak powiedzieé cos, czego bez znudzenia mogliby
wystuchaé oni wszyscy?

Ksiazka w istocie jest Swiadectwem wielowatkowej,
wielowymiarowej, zespotowo udzielonej i, co wazne,
spéjnej odpowiedzi na ostatnie pytanie. Jak pisze jeden
z autoréw, Zbigniew Marciniak:

Matematyka jest dla mnie czescig przyrody. Podobnie
jak ludzie zajmugjgcy sie innymi dyscyplinami nauks,
matematyk stara sie odkryé prawa opisujgce ten
fragment rzeczywistosci. Matematyka posiada przy
tym szczegolny urok: odkrywcy dana jest od razu
,cata” prawda. Twierdzenie, poprawnie udowodnione
dwa tysigcee lat temu, pozostaje do dzis tak samo
prawdziwe.



1r6inyeh stron
widziana

L. .}

Rozwigzanie zadania F 1058.

W momencie rozpoczecia opuszczania
deski cigzarek naciska na nig z sila

F = m(g — a). Od deski oderwie si¢, gdy
wartosc¢ sity, z jaka sprezyna ciagnie go
w gére, zréowna sie z sila F', to znaczy,
gdy wydtuzenie x sprezyny osiagnie
wartos¢ © = m(g — a)/k. Nastapi to po

czasie
2m(g — a)
to =) —>——.
ak

W chwili tg ciezarek porusza sie

z predkoscia v = atg w détl, tzn.

w kierunku wzrostu wydluzenia sprezyny,
po czym wykonuje drgania wzgledem
polozenia réwnowagi xo = mg/k

z czgstoscia w = /k/m:

z(t) = o + Asin (w (t — to) + ¢).
Znamy polozenie z(tp) = Asin(p) = xo
i predkosé v(tp) = Aw cos(p) = ato.

Po podstawieniu obliczonych wczesniej
wartosci xg oraz to i skorzystaniu

z tozsamosci trygonometrycznej
otrzymujemy:

A= %’l\/a(‘Zg —a).

To prawda, niemniej ludzie dziela sie swoim widzeniem matematyki.

To konieczne, stad miedzy innymi bierze sie postep w nauce, zdolnosé
abstrahowania, formutowania probleméw i ich rozwigzywania. Kazde twierdzenie
poprawnie udowodnione, pézniej zas doglebnie zrozumiane i przetrawione, mozna
w badaniach stosowaé rozmaicie i w réznych kontekstach; aby tego doswiadczy¢,
potrzebna jest miedzy innymi rozmowa. Obszerno$é matematyki wiaze sie wszak
z trudnoscia wyboru wlasnej drogi naukowej lub (gdy sie ja juz raz wybierze)
podjecia decyzji o jej zmianie; zwiezly imperatyw Hilberta — moéwiacy, ze
motorem rozwoju nauk matematycznych jest rozwiazywanie probleméw — moze
nie wystarczy¢. Ta ksigzka go wspomaga i dostarcza inspiracji do przemysleri

i poszukiwari.

Teksty skladajace sie na ksigzke dziela sie na kilka grup, a moze raczej daloby
sie je oznaczy¢ réznymi etykietkami (zwykle wybor etykietki nie jest ani w pelni
oczywisty, ani jednoznaczny). Mnie podczas lektury i notatek pojawilta sie piatka
takich roboczych etykiet. Oto one, z przykladami tekstéw, ktérym gotéw bytbym
je przydzielié¢.

Po pierwsze klasyka matematyki. Do tej grupy zaliczam m.in.:

e Cztery teksty Zbigniewa Marciniaka: stosunkowo elementarny i bardzo
klasyczny Wzdr Eulera; drugi — Skad to si¢ wzigto? (tekst o licznych mostach
miedzy geometria i fizyka, ktéry pozwala Czytelnikowi spojrzeé z lotu ptaka
na panorame obejmujacg prace Rydberga i Balmera z jednej strony, z drugiej
zas$ — idealy, algebry funkcji ciaglych i twierdzenie Gelfanda—Najmarka,
przyprawiajace czasem o bol glowy adeptéw analizy funkcjonalnej);
trzeci — Wielkie Twierdzenie Fermata (przyblizajacy klarownie, w sposéb
zrozumialy dla studentéw matematyki, kulisy i pojecia kryjace sie za hipoteza
Taniyamy—Shimury i stynnym dowodem Wilesa); i wreszcie czwarty — o teorii
grup jako przykladzie teorii aksjomatycznej

e Jacka Debka przeklad wizjonerskiego wyktadu habilitacyjnego Riemanna

e Tekst Michala Hellera i Zdzistawa Pogody o geometrii i kosmologii

e Pawta Traczyka Kolorowe wezly i sploty oraz Krzysztofa Ciesielskiego
Topologiczne uktady dynamiczne

e Michala Adamaszka 1, 2, 4, 8 i Tomasza Kochanka O metodzie
probabilistycznej Paula Erddsa

o Jacka Swiatkowskiego O brytach i parkietazach platoriskich i Tadeusza Nadziei
Czy mozemy ustyszeé wymiar przestrzeni?

Wspélnym mianownikiem tekstéw z etykieta klasyka jest dla mnie to, ze

od najprostszych definicji i przykladéw, opowiedzianych bardzo czesto ze
swada, w sposéb genialnie zrozumialy prowadza Czytelnikéw do osiagnieé
nowoczesnej matematyki pokazanych panoramicznie i pogladowo, w sposéb,
ktérego nie wstydziliby sie autorzy najlepszych tekstéow przegladowych

w Notices of the American Mathematical Society. Dwa zdania zaczerpniete

z tych tekstow, nie do korica na chybit trafil, moga stuzyé za motto przekazu
tej warstwy ksiazki: Matematyka wzigta sie ze zmagan z rzeczywisto$cig
pozamatematyczng (Marciniak), Wszystko wskazuje na to, ze przysztosé nalezy do
badari interdyscyplinarnych (Heller, Pogoda). Nie ma w tekstach istotnie nowych
wynikéw matematycznych, niemniej bez watpienia maja one wybitnie naukowy
charakter.

Druga z moich roboczych etykiet to na pozor ciekawostki © drobiazgi, ale

w istocie nie tylko. Wiele tekstéw, ktérym byltbym gotéw jg przydzielié, dotyczy
m.in. matematyki dyskretnej i kombinatoryki (prominentni autorzy w tej klasie
to Joanna Jaszuiiska i Jarostaw Wréblewski), choé nie tylko: znajdzie sie tu tez
matematyka wigzania krawatow i sznuréwek (brzmi jak nieszkodliwe dziwactwo,
ktére — jednak! — trafilo m.in. na tamy Nature), opowiesci o izometriach

i liczbach chromatycznych etc. W tej grupie tekstéw jeden ze wspélnych
mianownikéw to ilustracja przenikania sie bardzo réznych subdyscyplin
matematyki, czesto w zupelnie nieoczekiwany sposéb.
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Rozwigzanie zadania F 1057.
Para nad powierzchnia cieczy zachowuje
sig jak gaz doskonaly. W czasie At do
jednostki powierzchni cieczy docieraja
czasteczki o predkosci ¥ wypelniajace
walec o objetosci S|7| cos(0)At, przy czym
6 oznacza kat, jaki predkosé U tworzy
z prosta prostopadla do elementu
powierzchni S. Dla otrzymania
liczby AN czasteczek docierajacych do
elementu S powierzchni nalezy to
wyrazenie wysumowaé¢ po wszystkich
predkosciach, dla ktérych kat 6
odpowiada ruchowi w kierunku
powierzchni — dla gazu (pary) o gestosci
n czasteczek w jednostce objetosci
otrzymujemy wyrazenie:

AN = Bnvs.SAL,

gdzie warto$é¢ parametru 3 wynika
z postaci rozkladu predkosci czasteczek
gazu (rozkladu Maxwella), a vg, jest
pierwiastkiem ze Sredniego kwadratu
predkosci. Z zasady ekwipartycji energii
otrzymujemy zwiazek Trwjr = 3kT,
w ktérym k oznacza stala Boltzmanna.
Zgodnie z réwnaniem stanu gazu
doskonatego o ci$nieniu p:
-

kT

n

Otrzymujemy:

3
AN = BpSAt\| ——.
mkT

Tylko utamek « tych czastek ,dotacza” do
cieczy: AN, = aAN — reszta odbija sie od
powierzchni, pozostajac czasteczkami
pary. Z drugiej strony, w wyniku

ruchéw termicznych, czesé czasteczek
cieczy odrywa sie od jej powierzchni

i staja si¢ one czasteczkami pary.

W temperaturze 7', gdy ci$nienie pary
wynosi pg, tyle samo czasteczek cieczy
przechodzi z pary do cieczy, co z cieczy
do pary. Oznacza to, ze

w temperaturze T w czasie At:

AN, = afipsSAt\| ——
» pp mkT
czasteczek cieczy staje sie czasteczkami
pary. Otrzymujemy wigc, ze w czasie At
masa pary wzrasta o:

3

AM, = af(ps — p)mSAt =
» = af(ps —p) T

3m
=af(ps — p)SAt,/%.

Dla rozkltadu Maxwella predkosci
czasteczek pary 82 = 1/(67)
i otrzymujemy tzw. wzor
Hertza—Knudsena:
1 dM, m
5@~ s =P oo
I. W. Eames, N. J. Marr and H. Sabir,
Int. J. Heat Mass Transfer, 40, 2963
(1997).

Kolejna etykieta to nieoczekiwane zastosowania i polgczenia na wskros dyscyplin
nauki. Prominentnym autorem w tej grupie tekstéw jest znakomity wroctawski
probabilista i statystyk, Andrzej Dabrowski, a za dobry przyktad tego, czego
dotyczy przekaz takich tekstéw, niech postuzy jego zdanie: Problemy geometrii
stochastycznej majg swoje Zrédta w astronomii, fizyce atomowej, biologii,
rozpoznawaniu obrazow, poszukiwaniu zt6zZ geologicznych — wszedzie tam, gdzie
oglgdamy tylko fragmentaryczny kadr rzeczywistosci, jakby kilka klatek pewnego
filmu.

Czwarta etykietka to historia i filozofia matematyki; obie te bohaterki wystepuja
m.in. w tekstach Marka Kordosa i Romana Murawskiego, napisanych z wielka
erudycja. Szczegdlng uwage zwraca esej Powrdt do Natury, czyli zwyciestwo
pokory nad pychg, mowa w nim m.in. o zdobywaniu wiedzy przez kumulacje
doswiadczen i kontekstowe analogie, co w epoce burzliwego rozwoju uczenia
maszynowego w réznych odmianach i wszelkich jego zastosowari powinno
prowokowaé kazdego do refleksji i wlasnych poszukiwan.

Ostatnia z moich roboczych etykiet nosi nazwe spoteczna rola matematyki,
edukacja i kultura. Przydzielitbym jg m.in.:

e Tekstom Malgorzaty Mikolajczyk Czy mozna nauczyé pomystowosci? oraz
Kogo ksztatcimy? (mowa w nich m.in. o potrzebie budowania nawyku bycia
aktywnym u studentéw i uczniéw, a takze u przysztych nauczycieli). Oba one
Swiadcza o tym, ze dobrze uczona matematyka — widziana jako integralna
czesé kultury i edukacji w ogdle! — znakomicie stuzy wyrabianiu jakze
potrzebnych w kazdej dzialalnosci zyciowej nawykéw tworczej aktywnosci
i najszerzej pojetego krytycyzmu, poszukiwania nowych rozwiazan i pomystéw,
gotowosci do wymiany doswiadczeri etc.

o Tekstowi Jana Waszkiewicza i Agnieszki Wojciechowskiej o zwiazku
przemian w kulturze z nauczaniem matematyki, stanowiagcemu jedng z préb
przemyslanych odpowiedzi, dlaczego (i jakiej) matematyki trzeba uczyé
w szkole

e Tekstowi Ryszarda Janiszewskiego o inspiracjach matematycznych
w architekturze (w ktérym z osobista radoscia matematyka odnalaztem m.in.
znamienne nawigzanie do powierzchni minimalnych jako ksztaltéw lekkich
pokryé dachowych)

e Dos¢ osobistym esejom Tomasza Nowickiego Pod prgd oraz Zofii Miechowicz
Czy Pitagoras byla kobietq?

Za streszczenie tej czesci przekazu Matematyki z roznych stron widzianej niech
postuza zdania Tomasza Nowickiego, dzi§ matematyka w Thomas Watson IBM
Research Center w USA, ktéremu w swoim czasie przyszto mowi¢ zaréwno do
studentow, ktérzy poza matematyka Swiata nie widzieli, jak i do studentéw,
ktérzy — ku swemu przykremu zaskoczeniu — jednak musieli mie¢ z nig choéby
minimalny kontakt:

Belfer musi byé showmanem, ale show powinien miec solidng osnowe.
Nie mozna opowiadaé przez cale zajecia anegdotek. [...]

Zadaniem matematyki nie jest bowiem dowodzenie twierdzen, ani
poznawanie swiata, choé stuig temu w innych naukach narzedzia
matematyczne. Zadaniem matematyki jest lepiej swiat zrozumiec.

Ostatnie zdanie Nowickiego mogloby wedlug mnie stuzyé¢ za motto calej ksiazki.
* * *

Wspomneg jeszcze dla porzadku, ze Matematyka z rozinych stron widziana
napisana jest niezwykle starannie i pieknie zilustrowana; korekta, redakcja, sktad
i tamanie (kt6z jeszcze dzi$ wie np., co to jest zywa pagina?) budza szacunek.

Podsumowujac, stwierdzam z glebokim przekonaniem, ze ksiazka Matematyka
z réznych stron widziana ma olbrzymia warto$é naukowa, kulturowa

i popularyzatorska. Bedzie z pewnos$cig chetnie czytana, a w licznych
bibliotekach znajdzie miejsce obok Co to jest matematyka?, Couranta

i Robbinsa, jako $wietna, zespolowa, polska odpowiedz.
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