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Czy dobrze rysuje obwarzanki?

Michal MISKIEWICZ

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW; Instytut Matematyczny PAN

Tworzac odreczne rysunki, wiekszos¢ znanych mi
matematykow rzadko siega po cyrkiel i linijke.

W zwiazku z tym ich typowy rysunek okregu wyglada
tak:

Moze i blizej temu do elipsy, moze i petla sie nie
domyka, ale przeciez nie o to chodzi, prawda?

Takie nieréwne kétko zazwyczaj w zupelnosci nam
wystarczy podczas rozwiazywania zadania olimpijskiego.
Czasem moze nawet postuzy¢ do zilustrowania sfery

w nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni, czemu nie.

(Precyzyjne rysunki oczywiscie majg swoje zalety, ale nie o tym tutaj).

W tym wtasnie duchu nauczono mnie kiedy$ rysowania
torusa, czyli typowego obwarzanka. Zaczynam od
elipsy (takiej szerszej niz wyzszej), rysuje w jej srodku
,2usmiech” w ksztalcie tuku, a wreszcie nad usmiechem
dodaje krotszy tuk — czapeczke”. O tak:

To bardzo typowy obrazek, ktory Czytelnik najpewniej
juz gdzie$ widzial. Niedawno nabralem jednak
watpliwodci, czy aby ten ostry kat miedzy usmiechem
a czapeczka nie jest wynikiem pomytki. Tego typu
bledy naprawde sie ludziom zdarzaja — popularnym
przykladem jest nastepujacy szkic kuli:

\—

Taki szkic stara sie przedstawi¢ rzut prostokatny kuli na
plaszczyzne kartki (ew. ekranu, zaleznie od medium
wybranego przez Czytelnika). Poniewaz sam rzut

ma ksztalt kola, dla podkreslenia trojwymiarowosci
zaznaczono tez réwnik (czyli pojedyncze kolo wielkie).
Zeby dobrze oddaé¢ réwnik na rysunku, nalezy
odpowiedzie¢ sobie na pytanie, jak wyglada jego rzut
prostokatny. Poza zdegenerowanym przypadkiem — gdy
punkt obserwacji znajduje sie w pltaszczyznie réwnika —
zawsze ma on ksztalt elipsy. Elipsa taka moze by¢
bardzo sptaszczona (gdy patrzymy tuz znad plaszczyzny
réwnika), i woéwczas ,zakrety” na koricach dlugiej osi
mogg by¢ dowolnie ciasne, ale jednak zawsze gtadkie.
Rysunek wyzej jest wiec pod tym jednym wzgledem
zwodniczy.

Zakladamy tu, ze punkt obserwacji znajduje si¢ (nieskonczenie) daleko

od obserwowanego obiektu — inaczej widziany obraz nie jest rzutem
prostokatnym, lecz sSrodkowym. Zreszta zalozenie to zwyczajowo
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obowigzuje przy rysowaniu szeécianu na lekcjach matematyki.
Na lekcjach plastyki juz niekoniecznie (na ten temat pisal Marek
Kordos w A$4 i A?g)

Wr6émy do torusa. Moje watpliwosci podsycit obraz
torusa widzianego ,,z gory”, czyli na wprost dziury:

Sa tu dwa koncentryczne okregi i o zadnych kantach nie
moze byé mowy. Co$ wiec jest na rzeczy!

Zeby rozstrzygnaé zagadke, nie unikniemy formalnego
opisu. Zacznijmy od znajdujacego sie w przestrzeni
trojwymiarowej okregu o (o promieniu R > 0). Ustalajac
drugi promien r, mozemy wprowadzi¢ (pelny) torus 7
jako zbidr tych wszystkich punktéw, ktére sg odlegle

od 0 o co najwyzej r; inaczej méwiac, jako r-otoczke o.
Oczywiscie dobieramy 0 < r < R, by powstaly obwarzanek
mial dodatnig grubo$é, a jednoczesnie, by jego dziurka
nie byla zaklejona ciastem.

Mozna — cho¢ nie trzeba — przekonac sig, ze dla okregu

o={(z,9,0): z? + y2 = RZ} odpowiada to dokladnie zbiorowi

T={(zv.2): (Va? +y° — R)> + 2° <r°}.

Rozwazmy rzut prostokatny na wybrana przez nas
plaszczyzne P, oznaczajac przy tym obrazy punktéw

i figur znakiem prim (’). Obraz T przy rzutowaniu

jest wtedy niczym innym jak r-otoczka o’ (obrazu o)
rozumiang jako podzbiér P. To stwierdzenie brzmi

jak tautologia, jednak nalezy je uzasadnié¢. Ot6z jesli
punkt p nalezy do torusa T, to zgodnie z definicja
istnieje punkt q € o spelniajacy |p — q| < r. Rzutowanie
nie zwieksza odleglodci (moze ja najwyzej zmniejszy¢,
zob. rysunek nizej), wiec punkty p’ € T’ i q’ € o’ réwniez
sa odlegle o r lub mniej. To dowodzi zawierania 7"’

w r-otoczce o'. Dowdd przeciwnego zawierania jest
podobny. Zaczynamy od punktu pg € P w r-otoczce

o' oraz odpowiadajacego mu punktu qg € o’ (takiego,

ze |po — qo| < ), a nastepnie rozwazamy punkt q € o
spelniajacy q’ = qg oraz punkt p := pg + (q — qq) (czyli
dopelniajacy po, qo,q do prostokata). Pozostaje wowczas
sprawdzié, ze p’ = pg oraz |p — q| < 7.

P
\‘1 Pﬁ‘i

M \}/ 5 ¢
p' q' Po 40

Podsumujmy: T’ jest r-otoczka o'. Od stworzenia
poprawnego rysunku 7' dzielg nas wiec dwa kroki,
musimy ustalié:

(1) Jaki ksztalt ma o'?

(2) Jak wyglada otoczka tego zbioru?

Szczesliwie na pierwsze pytanie odpowiedzieliSmy juz
przy okazji analizy blednego rysunku sfery — mianowicie
o' jest rzutem prostokatnym okregu, a wiec elipsa.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2016/03/31/Tam_gdzie_przecinaja_sie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2013/04/27/Dziewiec_twarzy_plaszczyzny_rzutowej/
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Rys. 1. r-otoczki elipsy dla réznych r

Rys. 2. Kolo rowerowe toczone po
nieréwnym terenie

RO

o

=

Rys. 3. Oznaczenie kata obserwacji

Odpowiedz na drugie pytanie brzmi: na dwoje babka wroézyta. Polecam
Czytelnikowi naszkicowaé sobie r-otoczki wybranej elipsy dla réznych wartosci r.
Okazuje sie, ze dla matych r > 0 figura ta przypomina pierécien o gltadkim brzegu
— studenci matematyki ucza sie nawet twierdzenia o otoczeniu tubularnym,
ktorego jest to szczegdlny przypadek. Dla wiekszych r brzeg przestaje byé
gladki po swojej wewnetrznej stronie — powstaja kanty podobne do tych, ktore
nauczono mnie kiedy$ rysowaé (rys. 1). Dobrze wiedzieé, ze nie zylem w bledzie!

Fenomen powstawania takich kantow jest znany wszystkim amatorom jazdy
rowerem. Wyobrazmy sobie, ze kolo o promieniu r toczymy po podlozu

w ksztalcie elipsy — tor érodka kola wyznacza wtedy zarys r-otoczki elipsy.
Oczywiscie po zewnetrznej stronie elipsy koto jedzie gltadko. Gdy jednak
toczymy je po stronie wewnetrznej, bywa réznie: odpowiednio duze koto
moze ,zaklinowaé sie” przy koncach dlugiej osi (punkt styku kota z podlozem
robi wéwczas skok). Z tego tez powodu rowery o mniejszych kotach lepiej sie
sprawdzajg w nieréwnym terenie.

Czytelnik znajacy pojecie krzywizny (o ktérej mozna przeczytaé¢ u Jerzego
Konarskiego w A%y) zapewne rozpozna, ze to krzywizna elipsy decyduje

o klinowaniu sie lub nie. Konkretnie: ze r-otoczka jest gtadka doktadnie wtedy,
gdy krzywizna jest wszedzie mniejsza od 1/r. W polaczeniu z informacja, ze
elipsa o pétosiach a, b ma krzywizne pomiedzy a/b? i b/a? (zaleznie od punktu,
w ktérym mierzymy), pomaga nam to rozstrzygnaé, kiedy obserwowany przez
nas obwarzanek wydaje sie mie¢ kanty. Ot6z jesli kierunek obserwacji jest
odchylony od osi torusa o kat « (jak na rys. 3), to elipsa o’ ma pélosie R

i Rcosa, a maksimum jej krzywizny wynosi Krytyczny kat a — powyzej

Rcos?2a*

. ktérego tracimy gladkosé — spelnia wige réwnosé cos® o = .
Zadania
1. Wykazaé, ze jesli patrzymy na torus pod katem «, to dziure 4. Wykazaé, ze zewnetrzny zarys torusa — tj. ksztatt, od
widzimy doktadnie wtedy, gdy cosa < 3. ktérego zaczynamy rysunek — tak naprawde nigdy nie jest
2. Jaki ksztalt ma torus widziany z boku (czyli z kata «=90°)7? elipsa, z oczywistym wyjatkiem obserwacji pod katem a=0°.
3. Nasz rysunek torusa rézni si¢ nieznacznie od otrzymanej 5. W przypadku r > R powstaje ,torus” T z zaklejona
otoczki elipsy, a mianowicie ,,uémiech” wystaje nieco poza dziurka, wiec jego dowolny rzut jest gladki. Czy oznacza to,

~czapeczke”. Jakie jest matematyczne uzasadnienie wystajacej ze sama bryta 7 ma gltadks powierzchnie?

czesci usmiechu?

Rozwiazania na str. [f]

Wuja stuchaé¢ bedziesz! Wojciech CZERWINSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Ssaki majg dos¢ dobrze rozwinigte
systemy intuicyjnego wyczuwania
pokrewienstwa po zapachu. Swietny
wyktad Roberta Sapolsky’ego ze Stanford
University na ten temat mozna obejrzec
tu: https://youtu.be/P388gUPSq_I|

Przeczytatem jaki$ czas temu w znakomitej ksigzce Jareda Diamonda The
World Until Yesterday, ze w pewnej kulturze tradycyjnej matym chlopcem
opiekuje sie raczej wuj (brat matki) niz ojciec. Uzasadnieniem tego zwyczaju
ma by¢ fakt, Zze ojciec nigdy nie jest pewny, natomiast wuj jako krewny ze strony
matki z pewnoscig dzieli z chtopcem wspdlne geny. Z pewnoscig zgodzitby sie

z taka teza Sienkiewiczowski Onufry Zagloba, ttumaczyl przeciez Rochowi
Kowalskiemu, ze ,,gdzie ojca nie ma, tam, pismo méwi, wuja stuchaé bedziesz...”.
Mimo wszystko trudno nie zapytaé¢ — czy taki zwyczaj faktycznie ma jakis sens?
A moze lepiej — kiedy taki zwyczaj mozna uzasadni¢ z genetycznego punktu
widzenia?

Wydaje sie ewolucyjnie korzystne, zeby chlopcem opiekowal sie mezczyzna,
ktory dzieli z nim mozliwie najwiecej gendéw. Taki mezczyzna jest najbardziej
podobny do chlopca, wigc moze mu przekazaé schematy zachowania najbardziej
adekwatne dla danego zestawu cech. Ale, co pewnie o wiele wazniejsze, taki
mezezyzna wyczuwa, ze jest z chlopcem spokrewniony (patrz uwaga na
marginesie). A zatem mozna sie spodziewaé, ze wyczuwajac to pokrewienstwo,
w wielu przypadkach bedzie okazywal chtopcu wiecej uwagi, co bedzie
oczywiscie korzystne. Mozna wiec zapytaé: w jakich sytuacjach nalezy zakladad,
ze raczej wuj jest blizej spokrewniony z chlopcem niz ojciec? Latwo zauwazy¢, ze
takie zatozenie ma sens jedynie, jesli naprawde wiele dzieci nie jest genetycznymi
dzie¢mi swoich domniemanych ojcow. Troche dla intelektualnej rozrywki,

a troche dla préby zrozumienia tej tradycyjnej spotecznosci sprobujemy
wyznaczy¢ liczbe p taka, ze: jesli mniej niz dla frakcji p dzieci domniemany
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2019/03/28/Geometria_rozniczkowa/
https://youtu.be/P388gUPSq_I
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Rozwigzanie zadania F 1055.

W duzej odlegtoéci od naladowanej kulki
pole elektryczne E pochodzace od
tadunku ¢ ma wartosé:

= qr
T dmegrd’
€0 oznacza przenikalnos¢ elektryczna
prézni. Pole to spowoduje polaryzacje
dielektryka drugiej kulki i wyindukowanie
w niej momentu dipolowego p o wartosci
proporcjonalnej do wartosci pola E :
p= oE.
Energia £ dipola p wyindukowanego
polem E w polu E wynosi &€ = —p - E/2,

czyli
1

a o

E=—-——FE" x .

2 r4
Poszukiwana sita F' jest réwna
. . = 5 .

gradientowi £: F = —VE x 1/r”, a wiec
k-krotne zwigkszenie r spowoduje
zmniejszenie sily przyciaggania kulek
k® razy.

@

Rozwigzanie zadania F 1056.

Po potlaczeniu kul przez drucik prad
bedzie ptynal dotad, az przeplyw tadunku
nie doprowadzi do wyréwnania
potencjatéw obu kul. Podczas przeplywu
pradu catkowity tadunek zgromadzony na
obu kulach pozostaje staly. Ladunki
zgromadzone poczatkowo na
przewodnikach wynosity: Q1 = 4megr1Uy,
Q2 = 4megraUsz. Po ustaniu przeplywu
pradu potencjaly obu kul bedag réwne.
Przyjmijmy, ze w stanie koricowym na
kuli 72 zgromadzony jest tadunek @
(tadunek zgromadzony na cienkim druciku
jest zaniedbywalnie maly). Mamy:

Q _@+@-Q

Amegrs Amegry
Oznacza to, ze
Q= (Q1+ Q2)r2
N ritry

Podczas przeplywu pradu w druciku

wydzieli si¢ ciepto AE réwne réznicy

energii poczatkowej tadunkéw i ich energii

konicowej:

QU1 | QU2

2 2

QUA (@4 Q- QU

5 =

AE =

+

= 27eg <T1 Uf —+ rsz p——
1 2

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy AE = 2,8uJ.

(riUy + r2U2)2>

ojciec jest genetycznym ojcem, to wychowywanie chlopca przez wuja mozna
wytlumaczyé mechanizmami ewolucji.

W tym miejscu powinni$my uécisli¢ nieco terminologie: ojcem bedziemy od tej
pory nazywaé faktycznego genetycznego ojca dziecka, natomiast domniemanym
ojcem bedziemy nazywaé meza matki, czyli cztowieka, ktéry moze byé lub nie
by¢ genetycznym ojcem. Zakladamy, ze matka zawsze jest pewna, bo urodzita
dziecko i dzieci nie sa podmieniane po urodzeniu. Zaktadamy réwniez dla
uproszczenia, ze w rozwazanej spolecznosci zawsze istnieje domniemany ojciec,
co wydaje sie dosy¢ naturalnym zalozeniem.

Dla obliczenia, ile $rednio procent genéw chlopiec ma wspdlnych

z domniemanym ojcem, a ile z wujem, bedziemy stosowaé nastepujacy model,
ktory jest zreszta bardzo bliski rzeczywistosci. Zakladamy, ze dziecko otrzymuje
dokladnie polowe swoich genéw od matki i dokladnie polowe swoich genéw od
ojca. To, ktére geny matki i ojca odziedziczy dziecko, jest losowe, czyli pewna
losowo wybrana polowa genéw matki jest przekazywana dziecku, podobnie
dzieje sie z genami od ojca. A zatem dziecko dzieli zawsze 50% genéw z matka
i 50% genéw z ojcem. Mozemy w pewnym uproszczeniu my€$leé, ze kazdy gen
rodzica jest z prawdopodobienstwem 50% przekazywany dziecku i ze dla kazdego
genu jest to losowane niezaleznie. Nim zajmiemy sie bardziej skomplikowanymi
pokrewienstwami, obliczmy najpierw, ile genéw dzieli pomigdzy soba rodzenstwo.
Jedli Ania i Bartek sg rodzenstwem, to wsréd genéw Ani odziedziczonych

po matce srednio 50% jest wspdlnych z Bartkiem oraz wéréd genéw Ani
odziedziczonych po ojcu $rednio réwniez 50% jest wspdlnych z Bartkiem.

A wiec rodzenistwo dzieli §rednio 50% swoich genéw. Co ciekawe, o ile ze swoimi
rodzicami dzielimy zawsze dokladnie 50% genéw, to z rodzenstwem dzielimy
$rednio 50% gendw, ale mozemy dzielié mniej (powiedzmy 45%) lub wiecej
(powiedzmy 55%). A ile genéw dzieli miedzy soba przyrodnie rodzenstwo?
Srednio 25%, bo jest to $rednio polowa genéw pochodzacych od wspdlnego
rodzica, a te od drugiego rodzica sa rézne.

Liczac pokrewienistwo z domniemanymi ojcem i wujem, przyjrzyjmy sie najpierw
przypadkom skrajnym. W spoteczenstwie, w ktérym domniemany ojciec to
zawsze genetyczny ojciec, chlopiec dzieli zawsze 50% genéw z domniemanym
ojcem, 50% gendéw z matka, a wiec 25% gendéw z wujem (skoro matka i wuj
sa rodzenistwem, to dziela 50% genéw). Z kolei w spoleczenistwie, w ktérym
domniemany ojciec nigdy nie jest genetycznym ojcem, chlopiec oczywiscie
dzieli 0% genéw z domniemanym ojcem. W takim spoteczeristwie natomiast
chlopiec dzieli 12,5% genéw z wujem: istotnie, chlopiec dzieli 50% genéw ze
swojg matka, a ta dzieli 25% gendéw ze swoim przyrodnim bratem, czyli wujem
chlopca (pomijamy tu malo prawdopodobny przypadek, ze matka i wuj maja
tego samego ojca, ktéry nie jest ich domniemanym ojcem). Widaé wiec, ze
w zaleznosci od tego, dla ilu procent dzieci ich domniemany ojciec jest ich
genetycznym ojcem, blizej spokrewniony moze byé¢ albo domniemany ojciec,
albo wuj. Niech p € [0, 1] oznacza frakcje dzieci, dla ktérych domniemany
ojciec to ojciec. Chlopiec dzieli wiec $rednio p/2 swoich genéw z domniemanym
ojcem. Chlopiec dzieli tez 50% genéw ze swoja matka. Jedli matka oraz
wuj maja wspélnego ojca (co jest prawda z prawdopodobienistwem p?), to
dzielg 50% gendéw, natomiast jesli nie, to jako przyrodnie rodzenstwo dzielg
25% gendéw. A wiec matka dzieli érednio ze swoim domniemanym bratem
frakcje 1/4 + p?/4 genéw, co oznacza, ze $rednio chlopiec dzieli frakcje
1/2-(1/4+p?/4) = 1/8 + p?/8 genéw z wujem. A wiec zeby wuj byl érednio
bardziej spokrewniony z chtopcem niz domniemany ojciec, musi zachodzi¢
1/8 + p?/8 > p/2, czyli innymi stowy p? — 4p + 1 > 0. Réwnanie 22 — 42 +1 =10
rozwiazujemy, obliczajac A = 16 — 4 = 12, a wiec mamy

e {(4+V12)/2,(4 - V12)/2} = {2+ V3,2 — V3}.
Poniewaz p € [0, 1], to dostajemy p < 2 — /3 < 0,268, czyli dla co najwyzej
26,8% dzieci ich domniemany ojciec byt ich ojcem genetycznym. Czy tak
byto naprawde w tej spolecznosci — trudno powiedzie¢, ale to najlepsze
wyttumaczenie, jakie zdolalem znalezé. Matematyka, ktérej uzylidmy, jest
stosunkowo prosta, ale, jak widaé, i taka czasem warto zastosowaé dla ciekawych
moim zdaniem wnioskéw na temat Swiata, w ktérym zyjemy.
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Kontrolowalne uktady kilkuatomowe  Damian WEODZYNSKI*

* Doktorant w Instytucie Fizyki PAN

Wigcej o kondensacie Bosego—Einsteina
pisali Krzysztof Pawlowski w A%g
i Kazimierz Rzazewski w A?G.

O putapkach optycznych i innych
narzedziach zrobionych ze $§wiatta pisat
Piotr Fita w Ago i Ago.

Na przetomie XX i XXI wieku nastapil ogromny postep w przygotowywaniu
uktadéw atomowych i manipulowaniu nimi. Z jednej strony rozwinigte zostaty
techniki pulapkowania gazéw atomowych w matej przestrzeni za pomoca

pél magnetycznych i laseréw. Z drugiej strony wynaleziono i udoskonalono
chlodzenie laserowe, pozwalajace na schladzanie atoméw do temperatur
bardzo bliskich zera bezwzglednego (tak niskich, ze nazwano je ultrazimnymi).
Postep ten umozliwil otrzymanie stynnego kondensatu Bosego—Einsteina

(a pé7niej réwniez tzw. zdegenerowanego gazu Fermiego) dla réznych
pierwiastkow. Co wiecej, uzywajac pol magnetycznych, mozna réwniez
zmienia¢ efektywna sile oddzialywan pomiedzy atomami (opisuje to tzw.
rezonans Feshbacha). Wszystko to pozwala na daleko idaca kontrole nad
stanem i wladciwoéciami uktadu wieloatomowego. Parametrem, ktory nie byt
precyzyjnie kontrolowany w przeprowadzanych w przesztoéci eksperymentach,
byta liczba atoméw. Zmienilo sie to w roku 2011, kiedy grupa profesora Selima
Jochima z Heidelbergu opublikowata wyniki eksperymentu, w ktérym badacze
putapkowali kilka atoméw (do 10), $cile kontrolujac ich liczbe.

Aby wyjasnié, jak uzyskano kontrole nad liczba atoméw w pulapce,
potrzebujemy wprowadzi¢ pojecie atomow fermionowych. Okazuje sie,

ze wszystkie atomy mozna podzieli¢ na dwa typy, posiadajace zupelnie

rézne wlasnosci statystyczne, ktére mozna obserwowaé w bardzo niskich
temperaturach. O typie atomu decyduje parzystos¢ sumarycznej liczby protonéw,
neutronéw i elektronéw. Jezeli calkowita liczba tych czastek, z ktérych sklada
sie atom, jest parzysta, to wtedy wiele identycznych atomoéw moze znajdowaé sie
w tym samym stanie. Tego typu atomy, zwane bozonowyms, tworza w bardzo
niskiej temperaturze kondensat Bosego—Einsteina. Jezeli catkowita liczba
czastek jest nieparzysta, to identyczne atomy podlegaja zakazowi Pauliego

— podobnie jak elektrony w atomie — nie moga znajdowac si¢ w tym samym
stanie kwantowym. Takie atomy nazywamy fermionowymi. W bardzo niskiej
temperaturze atomy fermionowe z duzym prawdopodobienstwem zajmuja stany
o najnizszych mozliwych energiach (po jednym atomie na stan). Taki uktad
nazywa sie zdegenerowanym gazem Fermiego. Nazewnictwo, ,,gaz bozonowy”
oraz ,gaz fermionowy”, nawigzuje do dwoch rodzajéw czastek elementarnych:
bozonow i fermiondw, ktére posiadaja opisane wyzej wlasnosci statystyczne.

W eksperymencie grupy profesora Jochima uzyto atoméw izotopu litu ®Li
zlozonych z 3 protonéw, 3 neutronéw i 3 elektrondéw, czyli atomow
fermionowych. Co wiecej, ich stan wewnetrzny byl Scisle kontrolowany,

w szczegolnodci kazdy z atomdéw moégl znajdowac sie tylko w jednym z dwéch
rozréznialnych stanéw wewnetrznych. Atomy SLi w tym samym stanie
wewnetrznym sg identyczne, natomiast atomy w réznych stanach nie sa.
Oznacza to, ze w praktyce badacze pracowali z mieszaning dwoch rodzajéw
atomoéw fermionowych i mogli mie¢ co najwyzej dwa atomy w jednym stanie.
Sytuacja ta znowu przypomina problem elektronéw w atomie, poniewaz elektron
réwniez moze znajdowaé si¢ w jednym z dwdch standéw wewnetrznych (moze
mie¢ jedna z dwdch wartosci spinu).

Na poczatku eksperymentu badacze dysponowali rezerwuarem zawierajacym
duza liczbe schlodzonych atomoéw litu. Z tego rezerwuaru pobierali okoto

600 atomow i umieszczali je w mikropultapce utworzonej z pojedynczej skupionej
wiazki laserowej. Dzialanie tej mikroputapki polega na tym, ze oscylujace pole
elektryczne w wiazce laserowej polaryzuje atomy i jezeli czestotliwosé lasera
jest odpowiednio dobrana, to atomy sa wciagane do obszaru, gdzie natezenie
Swiatla jest wieksze, czyli do centrum wiazki. W takiej pulapce optycznej
szeroko$¢ putapkujacego potencjalu moze by¢ rézna w kierunkach réwnolegtych
i prostopadtych do osi wiazki lasera. Taka mozliwo$¢ zostata wykorzystana do
tego, aby przygotowaé¢ pulapke znacznie wezsza w kierunkach prostopadtych.
W konsekwencji uzyskano pulapke, ktéra dla malej liczby atomoéw efektywnie
byla jednowymiarowa (poszczegdlne stany okupowane przez atomy réznily sie
od siebie tylko w kierunku réwnolegltym do wiazki).
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cewki gradientowe

ultrazimne atomy

skupiona wigzka lasera

Atomy w pulapce przed i po uzyciu
cewek gradientowych

Na tym etapie eksperymentu atomy w mikroputapce mialy temperature

okolo 3 uK (mikrokelwinéw), a liczba atoméw w pulapce nadal nie byla
doktadnie okreslona. W nastepnym kroku wokél wiazki lasera wlaczano

cewki wytwarzajace gradient pola magnetycznego. Takie zmieniajace si¢
wzdtuz osi pole magnetyczne bylo odczuwane przez atomy jako dodatkowy,
liniowy potencjal, ktéry powodowal czesciowe otwarcie putapki, co
umozliwialo ucieczke wiekszosci atomow. Tylko kilka atoméw zajmujacych
najnizsze poziomy energetyczne pozostawato w putapce po wylaczeniu pola
magnetycznego. Poniewaz wszystkie najnizsze poziomy energetyczne w tak
niskich temperaturach sa zaj¢te z prawdopodobienistwem bliskim jednosci,
liczba pozostajacych w putapce atoméw mogla byé kontrolowana z duza
precyzja poprzez odpowiednie dobieranie parametrow pola magnetycznego.
Na koniec eksperymentu badacze potrzebowali zmierzy¢, ile atoméw pozostato
w mikropulapce. Robili to, oswietlajac atomy i mierzac fluorescencje, czyli
Swiatlo wyemitowane przez atomy po wzbudzeniu $wiattem padajacym, przy
uzyciu kamery CCD. Eksperyment i pomiar byly powtarzane wielokrotnie

w celu obliczenia prawdopodobienstwa wytworzenia ukladu o z géry zadanej
liczbie atomoéw. Prawdopodobienstwo sukcesu zmienialo sie z ta liczba. Jezeli
na przyktad zadana liczba atoméw w uktadzie byto 2, to taki uktad uzyskiwano
z prawdopodobienistwem 96%. Natomiast dla ukladu zlozonego z 8 atoméw bylo
to 87%. Uzyskane prawdopodobienistwa byly wiec bardzo wysokie, zwlaszcza
biorac po uwage, ze byl to pierwszy tego rodzaju eksperyment.

Tego typu techniki eksperymentalne moga znalezé zastosowanie w symulacjach
kwantowych. Idea takich symulacji polega na tym, aby wykorzysta¢ dobrze
kontrolowalne uktady kwantowe do symulowania innych uktadéw kwantowych,
takich ktore sa zbyt trudne do badania w laboratorium, albo do modelowania
na klasycznym komputerze. Uktady ultrazimnych atoméw, w ktorych mozna
precyzyjnie kontrolowa¢ zaréwno liczbe atoméw, jak i wlasnosci miedzyatomowych
oddzialywan, sa idealnym kandydatem na takie kwantowe symulatory.

m Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1720. Dodatnie liczby x1, x2, ..

34 .3 3
l‘1+$2—‘;...+$n oraz  Titaat.. 4, < xl—l—a:z—;...—&—xn

., Ty, spelniaja nieréwnosci

x%—i—x%—i—. . .+mi <

Udowodnié, ze n > 50.
Rozwiazanie na str. [T5]

M 1721. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych ciag liczb 1,2,...,p
(w tej kolejnoscei) mozna podzieli¢ na kilka (wigcej niz jeden) blokéw kolejnych
liczb tak, ze suma liczb w kazdym bloku jest taka sama.

Rozwiazanie na str.

M 1722. Dany jest wielokat wypukly F = A1 A5 ... A,. Dla dowolnego

punktu P wewnatrz wielokata punkty B; to punkty przeciecia prostych PA;

z obwodem F (rézne od A;). Wielokat F nazwiemy zbalansowanym, jesli dla
pewnego punktu P w jego wnetrzu punkty Bi, Ba, ..., B, leza wewnatrz réznych
bokéw F. Rozstrzygnaé, czy F musi by¢ zbalansowany dla (a) parzystego n,
(b) nieparzystego n.

Rozwiazanie na str. 21]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1055. Dwie identyczne, niewielkie kulki, kazda o srednicy d, wykonane sg

z dielektryka. Odleglo$¢ srodkéw kulek wynosi r > d. Jedng z kulek natadowano
tadunkiem q. Ile razy zmaleje sita wzajemnego przyciggania kulek, gdy odlegtosé
ich $rodkéw zostanie zwigkszona k razy?

Rozwigzanie na str. [3]

F 1056. Dwa izolowane, oddalone od siebie, kuliste przewodniki o promieniach
ry =3 cm iry =9 cm natadowano do potencjatéw Uy = 1,5 kV i Uy = 3 kV,

a nastepnie polaczono cienkim drucikiem. Ile ciepla wydzieli sie w druciku?
Przenikalno$é elektryczna prézni eg = 8,854 - 10712 F/m.

Rozwigzanie na str. [3]
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O podciggach i palindromach stéw kilka Radostaw ZAK*

*Student, Wydzial Matematyki

i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski

Autor prezentuje cze$é wynikéw ze swojej

pracy Podciqgi, nagrodzonej ztotym
medalem (ex aequo z praca Szczegdlne

podgrupy skoriczonego indeksu w grupie

warkoczy Bs autorstwa Bartlomieja

Bychawskiego) w 43. Konkursie

Uczniowskich Prac z Matematyki
im. Pawla Domariskiego. (przyp. red.)

Rozwigzania [zadan| z artykulu

Czy dobrze rysuje obwarzanki?

1. Dziury nie widzimy dokladnie wtedy,
gdy r-otoczka elipsy o’ wypelnia cale jej
wnetrze, co z kolei ma miejsce, jedli r jest
nie mniejsze od krétszej potosi o’. Elipsa
ta ma poélosie dlugosci R i R cos «, wiec

otrzymujemy warunek r > R cos «.

2. W takim przypadku plaszczyzna
rzutu P jest prostopadla do pltaszczyzny
okregu o, wigc obserwowany obraz o jest

odcinkiem. A r-otoczka odcinka ma

ksztalt paréwki — prostokata
zakoriczonego pétkolami.

3. Punkty po przeciwnych stronach

»wystajacej czeéci usmiechu” leza na

rysunku blisko siebie, ale odpowiadajace
im punkty na wlasciwym torusie sa
daleko. Chodzi o to, ze jedna cze$¢ torusa

niejako zastania nam druga.

4. Nalezy uzasadnié, ze zewnetrzny zarys

r-otoczki o’ nie moze by¢ elipsa.

Przyjmijmy, ze elipsa o’ ma pétosie a > b.
Wéwczas od wewnegtrznej strony toczy sig

L. . o2
po niej bez uskokéw kolo o promieniu =-.
Po jej r-otoczce toczy si¢ wigc koto

. . L 2
o r wigksze, czyli o promieniu r + % -

najlatwiej to zauwazy¢, taczac dwa takie
kola na sztywno i toczac razem (jedno po

elipsie, drugie po otoczce, jak n

a

rysunku). Z drugiej strony, gdyby ta

r-otoczka byla elipsa, to musiataby mieé

potosie a + r i b+ r, wiec najwicksze

toczace si¢ koto mialoby promien
Ta warto$é jest jednak ostro mniejsza od

2
r+%.

5. Nie wynika — w dwéch punktach na osi
,torusa” powstajg wkleste dziébki. Taki

(b+1)?2

a+r

»torus” nadal jest bryla obrotowa, wiec

dziébki tatwo zobaczyé w przekroju

dowolng plaszczyzng zawierajaca os.

z

Na I etapie XX VI Olimpiady Informatycznej pojawilo sie zadanie o mniej wiecej
takiej tresci:

Zadanie. Dla liczby naturalnej N < 10'® wypisaé stowo o dokladnie N réznych
podciagach i nie wiecej niz 1000 znakach.

Stowem jest tu dowolny ciag znakéw, zas jego podcigg to dowolny ciag, ktory
mozemy dostaé, usuwajac z naszego stowa pewne znaki, nie zmieniajac przy tym
kolejnoéci pozostatych.

Dla wyrobienia sobie intuicji przed wyruszeniem w dalsza wedréwke przedstawie
kilka przyktadéw. Pojedyncza litera ,,a” ma dwa podciagi — siebie sama oraz
slowo puste, czyli ,,” (bedziemy je oznaczaé przez 0). Stowo ,baca” ma ich juz 14
— w kolejnoéci leksykograficznej sg to: 0, a, aa, ac, aca, b, ba, baa, bac, baca, bc,
bca, ¢, ca. Musimy uwazaé, by podciagdéw nie myli¢ z pojeciem, ktore nazywa
sie czasem podstowamsi badz po prostu podciagami spojnymi, dla ktérych znaki
brane do podciagu musza tworzyé¢ spdjny fragment stowa. Zerkajac na nasz
przyktad — chociazby ,bc” jest podciagiem, ale juz nie podstowem, stowa ,,baca”.

Wréémy do naszego zadania. Informatycy rozwiazali je informatycznie. Ja tak
nie umiatem, wiec wymyslitem inny sposéb — zajatem si¢ stowami zawierajacymi
tylko dwa rézne znaki A, B (i tylko takie bedziemy rozwazaé¢ w tym artykule).

Definicja. Dla dwéch wzglednie pierwszych liczb a,b > 1 niech slowo gen(a, b)
bedzie zdefiniowane w nastepujacy, rekurencyjny sposob:

0, jesia=b=1,
gen(a,b) = ¢ Aogen(a —b,b), jedlia >0,
Bogen(a,b—a), jeslib> a,
gdzie o oznacza konkatenacje (czyli zwykle zlaczenie) stéw.

W pewnym sensie stowo gen(a,b) jest zapisem algorytmu Euklidesa dla liczb a

i b — w kazdym momencie zapisujemy, od ktérej z liczb jest odejmowana druga.
Dla przykladu gen(11,7) to ABABB — dostajemy kolejno pary (4,7), (4,3), (1,3),
(1,2) oraz (1,1), na ktérej proces sie konczy. Warto w tym momencie zwrécié
uwage, ze przedstawiona procedure mozna odwroci¢: majac dowolne stowo
dwuliterowe, mozemy, czytajac je od konca, dojs¢ do generujacej to stowo pary
liczb wzglednie pierwszych. Na przyktad dla stowa BABA mamy

1L,)A 2323863 258,
skad gen(5,8) = BABA.

Moze nie by¢ jasne, do czego slowa gen(a, b) beda nam w ogdle przydatne, ale
pokazuje to nastepujaca wlasnosé:

Twierdzenie 1. Slowo gen(a,b) ma dokladnie a + b — 1 podciggéw. Ponadto
doktadnie a — 1 z nich zaczyna sie od A, zasb—1 od B.

Dowadd. Pierwsze zdanie wynika z drugiego, ktére znowuz jest symetryczne —
wystarczy wiec, ze pokazemy czesé¢ o liczbie podciagéw zaczynajacych sie od A.
Dowodzimy indukeyjnie po dtugosci gen(a, b), dla stowa pustego nietrudno

to sprawdzié. Jesli b > a, to gen(a,b) ma na poczatku B, i usunigcie tej litery
nie zmieni liczby podciagéw zaczynajacych sie od A, pozostawi za$ stowo
gen(a,b — a), ktére ma ich dokladnie a — 1 z zalozenia indukcyjnego. Jesli zas

a > b, to pierwsza litera gen(a,b) jest A. Kazdy podciag zaczynajacy sie od A
mozna zapisaé tak, by sktadat si¢ z tej wlasnie pierwszej litery oraz jakiejs
pozostalej czedei — ktéra, jako iz gen(a,b) = A o gen(a — b, b), bedzie podciagiem
gen(a — b, b). Ich jest za$, z zalozenia indukcyjnego, (a —b) +b—1=a — 1, czyli
doktadnie tyle, ile chcemy. |

A zatem nasze zadanie ma bardzo proste rozwiazanie — dla danego N wybierzmy
dowolne a wzglednie pierwsze z N + 1 i zapiszmy gen(a, N + 1 — a). I to prawie
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wszystko. Prawie, bo musimy zatroszczy¢ sie jeszcze o dlugosé stowa, co w teorii
jest trudniejsze niz w praktyce — da si¢ wykazaé, ze wiekszos¢ stéw otrzymanych
w ten sposéb ma dlugo$é O(log N loglog N), ale dowdd jest bardzo trudny.

Teraz jednak rozejrzyjmy sie po nowych mozliwosciach, jakie otwiera przed nami
powyzsze twierdzenie. WprowadZmy garsé oznaczen: P(s) bedzie oznaczalo

po prostu liczbe podciagéw stowa s. PA(s) oraz PB(s) beda oznaczaty liczbe
podciagéw slowa s zaczynajacych sie odpowiednio od A i od B, za$ gdy
bedziemy zapisywali litere w indeksie dolnym: Pa(s) i Pg(s), bedziemy zliczali
podciagi konczace sie na odpowiednia litere — we wszystkich tych przypadkach
wliczamy stowo puste. Nasze twierdzenie mozemy teraz zgrabnie zapisaé

jako PA(gen(a,b)) = a. W ten sposéb dostajemy bijekcje miedzy stowami

o N podciagach a elementami Z}, , |, czyli resztami z dzielenia przez N + 1
wzglednie pierwszymi z N 4+ 1. W jedna strong jest to PA(-), w druga zas

a > gen(a, N + 1 — a). Za darmo dostajemy wiec, ze stéw o N podciagach
zawierajacych co najwyzej dwa rézne znaki jest doktadnie (N + 1).

Przyktad dla N = 8:
1 <+ gen(1,8) = BBBBBBBB
2 <> gen(2,7) = BBBA
4 <> gen(4,5) = BAAA
5 <> gen(5,4) = ABBB
7 <> gen(7,2) = AAAB
8 «» gen(7,2) = AAAAAAAA

Majac dane stowo s, mozemy zapisa¢ je od tylu i dosta¢ §. Mozemy takze
zamieni¢ wszystkie litery A na B i vice versa — powstale tak slowo oznaczymy
przez s*. Ostatnia opcja jest wykonanie obu tych operacji naraz; rezultat
bedziemy oznaczali przez 5. Wszystkie te dziatania, jak nietrudno zauwazyé,
zachowuja liczbe podciagéw slowa — te symetrie muszg zatem odpowiadaé
pewnym symetriom Z3,_ ;. Nie jest trudno zauwazy¢, ze jesli s = gen(a, b),

to s* = gen(b, a), ta sytuacja nie jest wiec az tak skomplikowana. Okazuje sie,
ze i w drugim przypadku odpowiednia symetria nie jest trudna do zapisania.

Twierdzenie 2.

PA(s)PAGB) =1 (mod N +1).

Dla przyktadu: dla naszego wczesniej wspomnianego stowa s = ABABB =

= gen(11,7), zapisujac je od tytu, dostaniemy BBABA = gen(5, 13). Te slowa
odpowiadaja resztom, odpowiednio, 11 i 5. Mamy 11 -5 =1 (mod 18), a zapisujac
inaczej: 1171 =5 (mod 18). Zatem odwracanie w znaczeniu potocznym

i liczbowym jest, w pewnym (dziwnym) sensie, tym samym.

Palindrom to stowo, ktére wyglada tak samo od przodu
jak i od tylu. Poprzedni fakt daje nam dobry opis takich
stéw — odpowiadaja resztom w Z};, |, ktére podniesione
do kwadratu daja 1. W ten sposob na przyktad dowiemy
sie, ze kazde stowo binarne o 23 podciagach jest
palindromem, i nie tak trudno pokazac, ze to najwiecksza
liczba o tej wlasnosci. Prawdopodobnie wydawatoby
nam sie to zaskakujace, gdyby$my ustyszeli o tym fakcie
przed rozpoczeciem lektury niniejszego artykutu, ale
teraz juz domyslamy sig, ze jest to spowodowane tym,
ze kazda odwracalna reszta modulo 24 podniesiona do
kwadratu daje reszte 1.

Podobnie antypalindromem nazwiemy takie stowo s, ze
5 =25 — po odwrdceniu go oraz zamianie liter A na B i wice
versa dostaniemy wyjsciowe stowo. Takimi stowami sg na
przykiad AABB czy ABBAAB. Nietrudno zauwazy¢, ze
kazdy antypalindrom ma parzysta liczbe liter — inaczej
bylby problem ze srodkowsg z nich — i ze mozemy go
zapisaé jako s = tot.

Potrzebujemy jeszcze jednej obserwacji: jak wyglada
liczba podciagéw ztaczenia dwéch stow? Odpowiedz na
to pytanie wyraza ponizszy wzor:

P(sot) +1=Pa(s)PB(t) + Pg(s)PA(t).
Dowdd opiera sie na przesuwaniu liter z t do s po kolei
i pokazaniu, ze prawa strona nie zmienia si¢ przy tej
operacji (co mozna zrobié, bo wiemy juz, jak zmienia sie
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liczba podciagéw odpowiedniego typu po dodaniu jednej
litery).

Czas na final. Wezmy dowolng liczbe pierwsza p
postaci 4k 4+ 1. Wiemy juz, ze istnieje dokladnie
p — 1 stéw binarnych o doktadnie p — 1 podciagach.
Mozemy pogrupowaé je w czworki {s,s*,5,5}. Taka
czwoérka moze sie zdegenerowad, jesli ktére$§ dwa z tych
stéw sa takie same, ale s # s*, czyli s do tego celu
musiatoby by¢ palindromem albo antypalindromem.
Palindromy mamy tylko dwa, tworzace jedna pare:
A...AiB...B, oba po p— 2 liter. Istotnie, palindromy
odpowiadaja rozwiagzaniom réwnania 22 = 1 (mod p),
czylip| (x — 1)(z + 1) — jedyne opcje to z = 1 lub

= —1 (mod p).

W takim razie, poniewaz wszystkich stéw jest 4k, dla
zachowania podzielnosci przez 4 musimy mieé jeszcze co
najmniej jedng zdegenerowana czworke, odpowiadajaca
s bedacemu antypalindromem. Taki antypalindrom
mozemy zapisa¢ jako s =t ot, i ze wzoru powyzej
dostajemy

p = Pa(t)PE(®) + Pe()PA(t) = Pa(t)® + Pa(t)?,

co oznacza, iz p jest sumag dwdoch kwadratow.
Nie jest to moze ani oryginalny, ani niespodziewany

wynik, ale ciekawe, ze mozna go otrzymac¢, wychodzac
od czysto kombinatorycznych rozwazan.



O klasach permutacji

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

W tym artykule bedziemy rozwazali permutacje zbioru n-elementowego, czyli
funkcje o : {1,...,n} = {1,...,n}, ktére sa bijekcjami. Dla ustalonego n zbiér
wszystkich takich funkcji bedziemy oznaczaé przez S,,. Dana permutacje mozna
reprezentowaé na rézne sposoby, na przykltad poprzez wypisanie jej wartosci na
kolejnych elementach. Permutacje o € Sy taka, ze 6(1) =2,0(2) =4,0(3) =3

i 0(4) = 1, mozemy zapisaé jako 2431. W ten sposéb mozemy utozsamiaé
permutacje w S, z n-elementowymi ciagami o réznych wyrazach ze zbioru
{1,...,n}, dostajac |Sp|=n-(n—1)-...- 1 =mnl

Inny pomyst polega na narysowaniu dwoéch rzedéw liczb i polaczeniu
krawedziami kazdej liczby z gérnego rzedu z przyporzadkowans jej liczba
z dolnego rzedu. Rysunek 1 przedstawia permutacje 2431.

Taki graficzny sposéb prezentowania permutacji ma kilka zalet. Na przyktad
pozwala tatwo obliczy¢ zlozenie permutacji, tj. dla danych permutacji o, 7 € S,
obliczy¢ permutacje 7 o o, ktéra ma te wlasnosé, ze 7 o o(k) = 7(o(k)). Inna
jego zaleta jest mozliwo$¢ zdefiniowania naturalnej relacji zawierania jednej
permutacji przez druga, w dos¢ podobny sposéb do relacji bycia podgrafem.
Zastandéwmy sig, co sie stanie, jesli z rysunku 1 usuniemy jakas$ krawedz wraz

z jej konicami (na przyktad te miedzy 1 na gorze i 2 na dole). Dostaniemy
wtedy rysunek 2. Teraz przenumerujmy po kolei wierzchotki na goérze i na dole.
Widzimy, ze rysunek 3 przedstawia permutacje 321 € S3. Mozemy wigc stwierdzic,
ze permutacja 2431 zawiera permutacje 321, co bedziemy zapisywaé¢ 321 < 2431.
Te obrazkowsa definicje mozemy sformalizowac.

Definicja 1. Niech k < n bedg dwoma dodatnimi liczbami calkowitymi

i niech o € S, i 7 € S, bedg dwoma permutacjami. Jesli istniejg takie

1<z <. ... <z < n, Ze dla kazdych 1 < i < j < k warunek (i) < o(j)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek 7(z;) < 7(z;), to powiemy, ze
T zawiera o, co zapiszemy o =X T.

Czytelnik Zaznajomiony z definicja czeSciowego porzadku natychmiast dostrzeze,
ze relacja = spelnia jego aksjomaty. W szczegélnosci zaznaczmy, ze relacja =< jest
przechodnia, tj. jesli dla pewnych permutacji zachodzi ¢ < 71 7 < %, to takze

o = 1. Dowdd tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Warto tutaj dodaé, ze wedlug Vaughana Pratta (informatyka, ktérego Czytelnik
Zainteresowany algorytmika kojarzy na pewno z algorytmu KMP) < zdaje

sie byc jedynym porzgdkiem czesciowym na permutacjach, ktéry pojawia sie

w prosty i naturalny sposcb. W tym artykule zajmiemy si¢ pewnym problemem

informatycznym, w ktérym pojecie zawierania sie permutacji okaze si¢ pomocne.

Permutacje na stosie

Zalézmy, ze mamy na wejsciu permutacje z .S, zapisang jako ciag 123...n

(te permutacje bedziemy nazywaé identycznoscia i oznaczaé przez id,). Chcemy
za pomoca jednego stosu przeksztalci¢ ja w jakad inna permutacje. W tym celu
w kazdym ruchu mozemy:

o zdjaé liczbe ze szczytu stosu i dopisaé ja do wyjéciowej permutacji albo
e wziaé liczbe z poczatku wejsSciowej permutacji i umiesci¢ ja na szczycie stosu.

Wykonujemy ruchy tak dlugo, az wszystkie liczby z wejéciowej permutacji
zostana przeniesione do wyjéciowej permutacji. Przyktadowy proces
przeksztalcania 123 w 231 jest przedstawiony na rysunkach na marginesie.

W swojej ksiazce Sztuka programowania Donald Knuth zadal nastepujace
pytanie — jakie permutacje mozemy uzyska¢ w opisany powyzej sposob

z permutacji id,,? Wiemy pdki co, ze z permutacji 123 mozemy uzyskaé 231.
Zachecam Czytelnika do recznego sprawdzenia, ze mozemy uzyskac takze
permutacje 123, 213, 132 i 321, ale nie mozemy uzyskaé¢ 312. Okazuje sig, ze
te obserwacje da sie uogdlnié¢, ujmujac w nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Permutacje o € S, da sie uzyskac z permutacji id,, przy uzyciu
jednego stosu w sposcb opisany powyzej wtedy i tylko wtedy, gdy 312 A o.
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(a) Zaczynamy z permutacja 123 na wejsciu

(b) Zdejmujemy 1 z wejécia na stos

(¢) Zdejmujemy 2 z wejécia na stos

(d) Przenosimy 2 ze stosu na wyjscie
(e) Zdejmujemy 3 z wejécia na stos
(f) Przenosimy 3 ze stosu na wyjscie

(g) Przenosimy 1 ze stosu na wyjscie

Dowdd tego twierdzenia nie jest szczegdlnie skomplikowany, ale wymaga
pewnych intuicji dotyczacych procesu przeksztalcania permutacji z uzyciem
stosu. Zachecam wiec Czytelnika do samodzielnej proby udowodnienia
powyzszego twierdzenia, a dopiero potem do przeczytania ponizszego dowodu.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze jesli 312 < ¢ € S,,, to ¢ nie da sie uzyskaé

w opisany sposob. Zalézmy nie wprost, ze o jednak da sie jako$ uzyskac.

Skoro 312 < o, to mamy takie 1 <i < j <k < n, ze 0(j) < (k) < o(i).

To daje nam, ze liczby o(j) i o(k) musza byé zdjete z wejscia przed o (i).

Z drugiej strony, skoro i < j < k, to (i) musi by¢ zdjeta ze stosu przed o(5)

i o(k). Nietrudno zauwazy¢, ze liczby na stosie leza posortowane, wiec kiedy
zdejmujemy o (i) ze stosu, to o(j) lezy pod (k). W zwiazku z tym o (k) bedzie
wypisana na wyjscie przed o(j), co jest w sprzecznosci z tym, ze j < k.

Teraz pokazemy, jak uzyskaé permutacje o € S, taka, ze 312 A 0. W tym

celu wystarczy zastosowaé nastepujacy algorytm. Po koleidla j =1,2,....,n
wkladamy na stos 0 lub wigcej kolejnych liczb z wejscia, az na jego wierzchotku
pojawi sie o(j). Wtedy liczbe te zdejmujemy ze stosu i zapisujemy na wyjsciu.
Zauwazmy, ze ten algorytm nie zadziata tylko wtedy, gdy dojdziemy do
jakiego$ j i liczba o(j) bedzie juz na stosie, ale nie na jego szczycie. To znaczy,
ze wyzej od o(j) bedzie jakie$ o(k) dla pewnego k > j. Ponadto musi tez byé¢
o(k) > o(j), bo liczby na stosie sa posortowane. Liczba o(k) zostala umieszczona
na stosie, kiedy rozwazaliSmy pewne ¢ < j i zachodzilo o(k) < o(¢). Laczac te
nieréwnosci, dostajemy i < j < k oraz o(j) < o(k) < (i), czyli 312 < 0. To koniczy
dowodd drugiej implikacji. (Il

Klasy permutacji

Niech C bedzie dowolnym zbiorem permutacji. Powiemy, ze C jest klasq
permutacji, jesli jest zamkniety w dol, tj. spelnia nastepujacy warunek:
dla kazdego o € C jesli 7 < o, to 7 € C.

Pierwszym przykladem klasy permutacji jest po prostu zbior wszystkich
permutacji. Taka klase permutacji nazwiemy niewladciwa, zas kazda inna
bedziemy nazywaé wlasciwa.

Naturalnym przyktadem wtasciwych klas permutacji sa zbiory permutacji,
ktére nie zawieraja ustalonej permutacji (czasem moéwi sie unikajg ustalonego
wzorca). Dla ustalonej permutacji 7 przez Av, (1) (od angielskiego avoid)
definiujemy zbiér tych wszystkich permutacji z S,,, ktére nie zawierajg 7.
Formalnie Av, (1) = {0 € S,, : 7 A 0}. Przez Av(7) oznaczamy sume Av, (7) po
wszystkich n, tj. Av(7) = [J,2; Av,(7). Nietrudno zobaczy¢, ze dla dowolnego 7
zbiér Av(r) jest wlasnie klasa permutacii.

To podejscie mozna uogdlni¢ i dla dowolnego zbioru permutacji T' (by¢

moze nawet nieskoniczonego) przez Av,, (T') oznaczamy wszystkie te

permutacje z S,,, ktore nie zawieraja zadnej permutacji z T'. Formalnie

Av,(T) ={o € Sy : VrerT A 0}. Znéw mozemy napisaé: Av(T) = (Jo—; Av,(T).
Jako zadanie dla Czytelnika pozostawiamy sprawdzenie nastepujacej obserwacji —
jesli C jest klasa permutacji, zag T jest zbiorem wszystkich tych permutacji,
ktére nie nalezg do C, to C = Av(T).

Na koniec tej czesci zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie |1 méwi, ze zbior
permutacji, ktére przy uzyciu jednego stosu da sie uzyskaé z id,,, to doktadnie
Av,,(312).

Zliczamy permutacje

Dosé ciekawym problemem kombinatorycznym jest zbadanie, jak dla
ustalonego zbioru permutacji T rosnie |Av,,(T")| wraz ze wzrostem n. Obliczmy
teraz dokladnie |Av,(312)|, wykorzystujac nasze poprzednie rozwazania

o przetwarzaniu permutacji przy uzyciu jednego stosu.

Zastandéwmy sie, jak w zwiezly sposéb mozna opisaé¢ procedure uzyskiwania
permutacji 231 z permutacji 123. MieliSmy do dyspozycji dwie operacje —
wkladania z wejscia na stos (S) i zdejmowania ze stosu na wyjscie (X). Ciag
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Zauwazmy, ze jesli zamiast S i X
pisaliby$my ( i ), to poprawne ciagi
operacji odpowiadaja poprawnym
nawiasowaniom.

O liczbach Catalana pisaliSmy w A?%

w artykule ,,Jak zaparkowaé¢ samochod?”
iw A(fi w artykule ,Bardzo oszcz¢dne
drzewa”.

Rozwigzanie zadania M 1721.

Latwo przekonaé sie, ze p > 2. Oznaczmy
przez b, gdzie 1 < b < p, liczb¢ blokéw, na
jakie podzieliliSmy nasz ciag, i zal6zmy,
ze suma w kazdym takim bloku jest
réwna S. Wtedy

bS=142+...+p=

1
% =0 (mod p),

skad p | S, gdyz p > b.

Wezmy teraz pod uwage pierwszy blok
liczb: 1,2,...,k, dla pewnego k < p o
sumie S réwnej k(l.%rl) W tej sytuacji

p | S wtedy i tylko wtedy, gdy p | (k+ 1)
(gdyz k < p), a zatem, ponownie
korzystajac z nieréwnosci k < p,
dostajemy k = p — 1. W zwigzku z tym
nastepny blok moze zawieraé tylko liczbe
p, skad i z réwnosci sum wynika

p= w, a zatem musi byé p = 3.
Latwo sprawdzié, ze nastepujacy podzial
{1,2}, {3} liczb 1, 2, 3 spelnia warunki
zadania.

operacji, ktéry wykonaliSmy, mozemy zapisac jako ciag dtugosci 6 skladajacy
si¢ z 3 operacji S i 3 operacji X, konkretnie SSXSXX. Latwo zauwazy¢, ze
procedure uzyskiwania permutacji o € S, z permutacji id,, mozemy zapisaé
jako ciag dlugoéci 2n sktadajacy sie z n operacji S i n operacji X. Ponadto nie
mozemy wykonaé operacji X, kiedy stos jest pusty. W zwiazku z tym w zadnym
prefiksie takiego ciagu (czyli podciagu dlugosci k skladajacego sie z k pierwszych
operacji) liczba X 6w nie jest wieksza od liczby S’éw. Ciagi spelniajace te
warunki nazwiemy poprawnymi. Zauwazmy, ze oczywiscie kazdy poprawny ciag
operacji opisuje jakas procedure, ktéra da sie wykonac i ktéra wyprodukuje
jakas permutacje.

Rozwazmy teraz dwa rézne poprawne ciagi c1, ce i spéjrzmy na pierwsza od
lewej pozycje, na ktérej sie réznia. Jeden z nich ma wtedy operacje X, drugi
za$ operacje S. Ten z X’em wypisze na wyjscie jakas liczbe, ktéra zostanie

w tym drugim przykryta na wierzchotku stosu przez inna, co pokazuje, ze

c1 1 ¢g generuja rézne permutacje. Skoro kazde dwa poprawne ciagi generuja
r6ézne permutacje, to zeby obliczyé |Av,,(312)|, musimy policzy¢, ile jest
poprawnych ciggéw dlugosci 2n. Przedstawimy tutaj tylko wskazdéwki, jak
wykonaé¢ odpowiednie obliczenia, pozostawiajac Czytelnikowi doprecyzowanie
szczegdlow (lub siegniecie do artykulu Tozsamosé Cauchy’ego, iloczyn Wallisa
i wzor Stirlinga z AS,, gdzie szczegoly te sa dokladnie przedstawione).

Oczywiscie mamy (27:‘) wszystkich ciagéw dlugosci 2n zawierajacych
n operacji X i n operacji S. Policzymy, ile sposréd nich nie jest poprawnych.
W kazdym takim ciagu mozemy znalezé pierwszg pozycje k z operacja X
taka, ze do pozycji k (wlacznie z nia) liczba X 6w jest wieksza od liczby S éw.
Zamienmy w prefiksie danego ciaggu do tego X’a wlacznie wszystkie X’y na S’y,
a wszystkie S’y na X’y. W ten sposéb dostajemy ciag, ktéry zawiera dokladnie
(n+ 1) operacji S'i (n — 1) operacji X. Zauwazmy, ze ten proces mozna odwrdcié
— dla kazdego ciagu z (n+ 1) S’ami i (n — 1) X’ ami mozemy znalezé niepoprawny
ciag, w ktérym jest po n operacji X i S, z ktérego on powstal. Na przyktad
ciag X XSXSSSXXSSS musial powsta¢ z ciagu SSXSXXXXXSSS. To daje
nam, ze wszystkich poprawnych ciagéw jest:
2n 2n 2n n 2n 1 2n

<n) (n—l) (n) n—&-l(n)_n-l—l(n)'
Jako ciekawostke powiedzmy, ze otrzymany wzor opisuje n-ta liczbe Catalana,
oznaczang C,,. Liczby te pojawiaja sie w naturalny sposéb w réznych
problemach kombinatorycznych, o ktérych mozna by napisa¢ wiele kolejnych
artykutéw.

Hipoteza Stanleya—Wilfa

Udalo nam sie juz udowodnié, ze |Av,(312)| = C,,. Okazuje sie, co pokazali
Donald Knuth i Percy MacMahon, ze dla dowolnej permutacji o € Ss (nie

tylko 312) zachodzi |Av, (0)| = C),. Ogdlnie jednak dla wiekszych n nie ma
analogicznych réwnoéci dla wszystkich permutacji z S, — juz dla Sy mamy

|Avg(1342)] = 512 # 513 = |Ave(1234))].

Wracajac do S3 i liczb Catalana, mozna latwo wykazaé, ze:

4dn + 2

n+ 9 ny

co daje nam C,, < 4™. Mamy wiec |Av, ()| < 4™ dla kazdego o € S3. Zwr6émy
uwage, ze wszystkich permutacji w S, jest n! zas 4™ < o(n!), wiec jest to znaczaco
lepsze oszacowanie od oszacowania naiwnego, przez liczbe wszystkich permutacji
wS,.

W péznych latach 80. XX wieku Richard Stanley i Herbert Wilf niezaleznie
postawili hipoteze, ze dla dowolnego k i dowolnej permutacji o € Sy istnieje
stala K taka, ze |Av,(0)| < K™ dla kazdego n. Hipoteza ta byla otwarta

przez kilkanascie lat, az w koncu zostala udowodniona w 2004 roku przez
Adama Marcusa i Gadbora Tardosa. Mimo tak dlugiego czasu, ktéry uptynal

od postawienia hipotezy do jej rozwiazania, dowod przedstawiony przez Marcusa
i Tardosa okazal si¢ zaskakujaco prosty i elegancki. Bedzie on tematem kolejnej
czescl tego artykutu, ktéra zostanie opublikowana w nastepnym numerze Delty.
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Zyclie na
ZY \~A®137

Biotechnolog na wakacjach

Co roku nadchodzi ten sam krytyczny moment: wyjezdzam na wakacje
w miejsce nieodleglte od Warszawy, ale do domku w gtebokiej dolince, bez
internetowego zasiegu. Trzeba wiec pisaé¢ z glowy, czyli z niczego. Za rok

bede miala polaczenie $wiatlowodowe, to moze jakies dodatkowe informacje

do mnie dotra. ..

W latach 70. poprzedniego stulecia umoéwitam sie

sama ze soba, ze jestem biologiem molekularnym,
wymiennie z biotechnolozka, cho¢ studia skonczytam
jako. .. fizjolog zwierzat! ,Molekularny” jest nadal
aktualny, okazuje sie jednak, ze biotechnologia moze
mie¢ duzo nowych znaczen. W 1976 roku zadzwonitam
do jedynego wéwczas w Polsce wydawnictwa ksiazek
popularnonaukowych z pytaniem, czy nie interesowataby
ich ksiazka o biotechnologii. Pani redaktor zapytala: a co
to takiego, a mnie min¢ta ochota na plany wydawnicze.
7Z satysfakcja odebralam po roku telefon z tego samego
wydawnictwa podejmujacego moja oferte. Ksiazeczka
nosi niewyszukany tytul , Biotechnologia”, jest zielona,
a na oktadce ma szeSciennego pomidora. . .

W tamtych czasach bio- oznaczalo gtéwnie pomysty,
jak skonstruowa¢ odmiane jakiegos mikroorganizmu
wytwarzajacego pozyteczng substancje, a -technologia to
byl przepis na wytwarzanie jej na duza skale. Pierwszy
przypadek: do bakterii E. coli biotechnolodzy-genetycy
wprowadzili gen ludzkiej insuliny, dzieki czemu
bakteria wytwarzala ten hormon na skale przemystowa
(Genentech, Eli Lilly, 1978). Mineto duzo dni, tygodni

i lat, zmienialy sie ustroje, swoj interes komercyjny
zauwazyly wielkie koncerny, ale tez male firmy,

i oczywiscie liczne i réznorodne uczelnie wyzsze.
Ludzka insuling leczono miliony ludzi. Stopniowo,
wykorzystujac te doswiadczenia, opracowano wiele
protokoléw uzyskiwania lekéw biatkowych w hodowlach

réznych bakterii i drozdzy, np. Saccharomyces cerevisiae.

Publicznoéci procedura wydawala si¢ bezpieczna.
Biotechnologia stata si¢ wspanialym, podniecajacym
osiagnieciem nauki i techniki.

Kolejne sensacyjne wyniki pojawily sie wraz

z opracowaniem roélin, do ktérych w do$wiadczalnych
laboratoriach wprowadzono obce geny, nadajace

np. ceche odpornoéci na patogeny lub szkodniki.
Szybko te nowe gatunki ochrzczono nazwa genetycznie
modyfikowanych organizméw (GMO). Podstawy
naukowe komplikowal fakt, ze struktura genow
roslinnych byla inna niz genéw wprowadzonych przy
konstruowaniu przez producenta. Ta nowa w przyrodzie
kombinacja u podejrzliwych, ale niewyksztalconych

w zakresie biologii konsumentéw sprowokowala
watpliwoéci i strach. Czy te obce geny podzialaja
negatywnie na zdrowie spozywajacych? moze zmienia
ich genotypy? moze przeniosg sie spontanicznie na
chwasty?... Scenariuszy bylo duzo, takze najbardziej
nonsensowne. GMO wzbudzily nawet rozruchy
uliczne, debaty parlamentarne, zmiany w prawie.
Stopniowo wprowadzano w tej dziedzinie ograniczenia,
wymogi zachowania bezpieczenstwa, a jednoczesnie
nie obserwowano zadnych skutkéw negatywnych dla
konsumentow i biosfery. Pozostalodcia z tamtego okresu
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(przelom wiekéw) sa dopiski na etykietach zywnosci ,nie
zawiera GMO?”. Soja odporna na herbicyd stosowana
w paszach jest aktualnie tansza od soi niemodyfikowane;j.

Jednak, co latwo przewidzie¢, powazne watpliwosci
biologiczne i etyczne wzbudzity wyniki badan mozliwoéci
modyfikacji genomu czlowieka dziedziczonych lub
ograniczonych do zycia okreslonego osobnika. Te ostatnie
to latwiej akceptowane publicznie procedury lecznicze
w wielu schorzeniach (sama jestem leczona w zakresie
okulistycznym). W przypadku choréb genetycznych,
dziedzicznych, poszukuje sie technik umozliwiajacych
terapie danego pacjenta i wykluczajacych przekazywanie
kolejnym pokoleniom danej mutacji wywolujacej zmiany
chorobowe. W tych badaniach opér wielu biologéw

i etykéw w krajach anglosaskich i Unii Europejskiej jest
znaczny i badania te nie wychodza poza eksperymenty
na modelowych zwierzetach i izolowanych ludzkich
komoérkach i tkankach. Inna jest sytuacja w strefie
zaawansowanych projektéow azjatyckich, w Chinach,
Korei Potudniowej, Japonii, poddawanych mniej
rygorystycznym niz w USA i UE restrykcjom. Mysle,

ze sfera ta bedzie nadal sie rozwijaé, ale tez podlegaé
dalszej kontroli.

Rozpoczyna sie formulowanie zakresu dopuszczalnych
doswiadczen nad kontrola aktywnosci genotypow ludzi
i perspektyw ich modyfikacji. Ten etap wymaga dalszego
rozwoju wielu nauk: biologii, technologii, informatyki
czy filozofii. Pragne zasygnalizowaé pojawienie sig

na polskim rynku ksiazki profesora Uniwersytetu
Jagielloniskiego, Lukasza Kaminskiego, ,,Mimowolne
cyborgi” (Wydawnictwo Czarne) opisujacej postepy

i wyzwania wspolczesnej biotechnologii. W skrocie,
mozliwa do realizacji jest konstrukcja interfejsu
mozg—komputer tak, zeby algorytm mogt kierowac
dzialaniem czlowieka (nie wiem, czy jeszcze sapiens).
Specjaliéci w dziedzinie sztucznej inteligencji buduja
takze mikroskopijne twory (Xenoboty), ktére mozna by
nazwaé zywymi robotami: wpuszczone do naszego ciata
moglyby diagnozowaé¢ lokalng sytuacje biochemiczna,
naprawia¢ lub wrecz zmieniaé przebieg zachodzacych

w nim reakcji.

Strach sie¢ baé¢! Komu podobne konstrukty moglyby

sie przydaé¢? Najczescie] uwaza sie, ze najbardziej
zainteresowani sa wojskowi. W uproszczeniu moéowi sie

o projektowaniu hybryd ludzi i sieci informatycznych.
Takie istoty bylyby maksymalnie wydajne, sterowalne

i sprawne. Co z nimi robi¢, gdy konflikt wojenny sie
skonczy. Czy dalyby sobie wymontowaé¢ niepotrzebne juz
czipy?

Biotechnologu, wracaj z wakacji.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Zagadkowe i ztowrézbne komety

Lech FALANDYSZ

Pojawiaja sie na niebie — niektére w czasie, gdy sie

ich spodziewamy, a inne zupelnie nieoczekiwanie.
Najpiekniejsze sg te, ktore maja duza jasnosé i dlugi
warkocz. Komety — skad przybywaja i dokad zmierzaja?
Poéwiczmy na poczatku nasza wyobraznie.

Zalézmy, ze chcieliby$my wykonaé¢ model Uktadu
Stonecznego z zachowaniem skali odlegtosci

pomiedzy poszczegdlnymi planetami. W centrum
modelu jest Stonce bedace kula o érednicy 1,09 m.

W odlegtosci 117 m od tej kuli znajduje si¢ model
Ziemi o érednicy 1 cm. Ta odleglos¢ odpowiada wiec
teraz jednostce astronomicznej (1 AU). Gdyby kule
,stoneczna” w opisanej przez nas skali umiesci¢ posrodku
pitkarskiego stadionu, to kulka ziemska okrazataby ja
gdzie$ na trybunach, pomiedzy miejscami dla kibicéw.
W rzeczywistosci jednostka astronomiczna réwna jest dokladnie

149 597 870 700 m. Jest to Srednia odleglodci Ziemi od Stonca.
Planetka Pluton jest w tym modelu kulka o $rednicy
okoto 2 mm krazaca w odlegtosci okoto 4,5 km od
$rodka stadionu. Przyjmujac, ze analizowanym przez
nas stadionem jest PGE Narodowy w Warszawie, to
pomiedzy parkiem Morskie Oko (w ktérym chwilowo
przebywa Pluton) a parkiem Arkadia (ok. 6,5 km od
centrum stadionu) znajdziemy pas przestrzeni zwany
Pasem Kuipera. Obszar ten wypelniony jest drobnymi
ciatami niebieskimi, czes$¢ z nich to komety. Pod ta dos¢
potoczna nazwa kryja sie zamrozone relikty materii,
ktora formowala si¢ w poczatkach istnienia Ukladu
Stonecznego.

Czym sg komety?

Komety znajdujace si¢ w Pasie Kuipera (w liczbie setek
milionéw) maja zazwyczaj $rednice od kilku do kilkuset
kilometréw.

Ciekawostka. Kometa jest cialem stalym przy temperaturze ponizej
okoto —240°C.

Sa cialami stalymi skladajacymi si¢ ze skalnych bryt
zespolonych w cato$é¢ lodem wodnym, amoniakalnym

i metanowym oraz w niewielkich iloSciach lodem

z réznych innych zwigzkéw chemicznych.

Komety maja zréznicowane orbity. Te o orbitach

w ksztalcie elipsy zblizajg sie do wewnetrznych obszaréw
Ukladu Stonecznego, gdzie znajduja sie planety
najblizsze Stoficu (w tym i Ziemia). Nazywamy je
kometami okresowymi, majg zamkniete orbity, a ich
pojawienie sie przewaznie mozna przewidzie¢. Inne
komety maja orbity w ksztalcie paraboli (orbity
otwarte) i po okrazeniu Slonica oddalaja sie w przestrzen
kosmiczna. Tych nigdy wiecej juz nie zobaczymy —
nazywane sa kometami jednopojawieniowymi. Pozostale
komety przebywaja stale w pasie Kuipera i nie wykazuja
»ochoty” do odwiedzin okolic Slonca.

Ale zdarza sie, ze na skutek zblizenia lub zderzenia
sie dwoch komet ich orbity zmieniaja sig¢. Po takim
incydencie nowa orbita poprowadzi komete w strone
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przestrzeni bliskiej Storica, i po kilku wiekach by¢ moze
zobaczymy ja na niebie.

Poza Pasem Kuipera niezmiernie rzadko mozna
napotkaé¢ komete. Jednak prawie stukrotnie dalej istnieje
ich kolejne nagromadzenie. Jest to kometarny Obtlok
Oorta. W naszym modelu znajduje sie¢ on w odlegtosci
okoto 1100 km od metrowej kuli (naszego modelowego
Stonica) polozonej posrodku stadionu.

Zakladajac, ze Stonce o $rednicy 1,09 m wcigz jest na stadionie

Narodowym w Warszawie, oblok Oorta zobaczymy mniej wiecej tam,
gdzie lezy Moskwa lub Luksemburg.

Sa tam setki miliardéw komet, ale rzadko zdarza sie, aby
ktéras z nich przybyla w okolice Stonca.

Komety zblizajace sie do Stonca

W miare jak kometa zbliza si¢ do Stonca, otrzymuje
coraz wiecej energii promieniowania i coraz intensywniej
dziata na nig wiatr stoneczny. W odleglosci od Storica
mniejszej niz 2 AU zaczyna sublimowaé 16d kometarny.
Wokél komety gromadzi sie, powigksza i gestnieje
gazowa otoczka. Z czasem moze osiagnac¢ ona duze
rozmiary, nawet wieksze od Stonca! Stoneczne $wiatlo
oraz wiatr dzialaja na pyt i czasteczki gazu otaczajace
komete. Cisnienie wywierane na pyl powoduje, ze oddala
sig on od otoczki, tworzac dlugi i wygiety warkocz.
Zjonizowane Swiatlem czasteczki rowniez oddalaja sie
od otoczki, tworzac drugi, dtuzszy warkocz (widziano tez
komety z kilkoma warkoczami). W ten sposéb powstaje
znany nam obraz komety. Jasna otoczka zwana jest
gltowa komety. W jej centrum znajduje sie jadro komety.
Od gtowy komety rozciagaja sie warkocze dltugoéci nawet
do kilkudziesieciu milionéw kilometrow.

Niektérzy zamiast stowa ,warkocz” uzywaja okreslenia ,,ogon

komety”. Ale jesli kometa ma ogon, to zamiast glowy nalezatoby uzy¢

innej nazwy. Wole, gdy kometa ma gtowe z warkoczem, a nie ,,co§”
7 ogonem.

Zdarza sie, ze jadro komety rozluznia sie, gdy lodowe
spoiwo zaczyna si¢ topi¢. Wtedy mnéstwo maltych

skal luzno pedzi obok siebie, otaczajac skalne jadro
komety. Po ominieciu Stonica kometa stygnie, jej glowa

i warkocz zmniejszaja si¢ i wreszcie, gdzie$ poza orbitg
Marsa, zanikaja. Przy nastepnym powrocie komety luzne
skaliste brylki sa juz daleko od siebie i czesé z nich pod
wplywem pola grawitacyjnego Ziemi wpada do atmosfery
ziemskiej. Powstaje wowczas piekny efekt ,spadajacych
gwiazd”. Sa to tzw. roje meteorytéw.

Jako jeden z pierwszych potaczyt te zjawiska austriacki
milosnik astronomii Wilhelm Biela. W 1826 roku odkryt
on komete. Gdy kometa ta powrdcita w 1846 roku,
zaobserwowal jej podzial na dwie czeéci, ktére

powoli oddalaly sie od siebie, bedac prawie na takiej
samej orbicie. Kazda z tych czesci miata glowe

i warkocz. Przy jednym z nastepnych powrotéw komety
odleglos¢ miedzy nimi wynosita juz 2,4 mln km.

Pézniej rozpadly sig, a w roku 1877 zamiast powrotu



komety w ziemskiej atmosferze zaobserwowano gesty
»deszcz spadajacych gwiazd”.

Zwiastunki nieszczesé

W starozytnosci i w sredniowieczu nie wiedziano, czym
sa komety. Sadzono, ze sa to zjawiska zachodzace

w atmosferze. Co wigcej, obawiano si¢ ich, gdyz miaty
zapowiadac¢ nieszczedcia, kataklizmy, epidemie, napasci,
przegrane wojny oraz Smierci ksigzat i kroléw. Komety
mialy przepowiedzie¢ $mierci m.in. cesarza rzymskiego
Konstantyna, proroka Mahometa i kréla angielskiego
Ryszarda. I chociaz nieszczedcia zdarzaly sie réwnie
czesto, gdy komet nie widziano, to jednak ich widok
byl w przekonaniu ludzi wrézba zta. Dowodéw byto
niemalo. Dla przykladu juz w starozytnosci, w 373
roku p.n.e. na niebie wida¢ bylo komete podzielong

na 2 czeéci. Niedtugo po tym morze pochlonglo dwa
achajskie miasta — Bure i Helice. Pisat o tym grecki
historyk Eforos. Podczas pogrzebu Juliusza Cezara,
nad Rzymem widoczna byta duza kometa — niechybnie
zapowiadajaca nadchodzace nieszczescia. Rzymski poeta
Owidiusz pisal, iz Rzymianie widzac komete, wierzyli,
ze to dusza Juliusza Cezara zostala przeniesiona przez
Wenus na niebo.

W 837 roku, gdy we Francji panowal Ludwik

Pobozny, ukazala sie kometa, ktéra pozniej rozwineta
duzy warkocz. Wzbudzila powszechne przerazenie,

a niespokojny krél obawial sie utraty tronu, choroby,

a nawet $mierci. Radzil sie wiec biskupoéw, a ci kazali
mu modli¢ sie, budowaé koécioly i klasztory. Wszystko to
zrobil, ale i tak trzy lata pdzniej zmart.

Smier¢ zapowiedziana przez pojawienie sie komety nie
ominetla rowniez naszych kroléw. Polski dziejopisarz Jan
Dtugosz napisal o komecie widzianej w 1024 roku. Miata
ona zapowiadaé¢ $mieré¢ ksigcia Bolestawa Chrobrego. Jak
wiemy, krél zmart w 1025 roku, dwa miesiace po swojej
koronacji.

Jednak komety byly zwiastunami nie tylko nieszczesé
(a przynajmniej nie dla wszystkich). W 1066 roku
kometa mocno zaniepokoila ksiecia Normandii
Wilhelma I Zdobywce. Nadworni astrolodzy w trosce

o swoje glowy prognozowali ksieciu, ze kometa jest
dobrym dla niego znakiem. W tym samym roku ksiaze
wyruszyt do brzegéw Anglii, wygral bitwy, zajat Londyn
i w nastepnym roku koronowal sie¢ na kréla Anglii.
Jeszcze przez 20 lat sprawowal silne rzady. Kronikarze
wowczas pisali: ,Normanowie prowadzeni przez komete
podbili Anglie”.

Jedna z komet wplyneta dos¢ powaznie na bieg historii.
Karol V, cesarz niemiecki i krél Hiszpanii, przerazit

sie komety, ktora pojawila si¢ w 1556 roku. Ze strachu
wyrzek! sie korony. Tron cesarski Niemiec oddat bratu,
a Hiszpanie synowi. Sam za$ zamknat sie¢ w klasztorze,
oczekujac smierci. Zupelnie inna postawe wobec tej
samej komety przyjat portugalski krol Alfons VI,

ktory widzac ja w roku 1664, wcale si¢ nie przerazil.
Wyskoczyt przed patac, krzyczal na nia, wyzywat
najgorszymi stowami i grozil pistoletem. Widocznie
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odniosto to skutek, gdyz po pewnym czasie kometa
przestala si¢ ukazywaé, a krol zyt jeszcze dlugo.

Komet obawiano si¢ jeszcze w XX wieku. Gdy

w 1910 roku pojawila sie kometa Halleya, w Ameryce
sprytni ludzie postanowili zrobié¢ na niej interes.

W gazetach ukazaly sie opinie, ze Ziemia znajdzie

sie w warkoczu komety, a jej wyziewy beda trujace.
Reklamowano wtedy pastylki (po dolarze za sztuke),
ktore miaty chroni¢ przed kometarnym zatruciem.

Wspoblczesne badania komet

W czasach wspélczesnych wiemy, czym sa komety,

i nie obawiamy sie ich. Przeciwnie — spieszymy na
obserwacje komety, ktéra sie pojawila i wzbogaca

swym pieknem gwiezdny firmament. Tak jak to mialto
miejsce w 1986 roku, gdy ponownie na niebie pojawita
siec Kometa Halleya.

Kometa Halleya ma jadro o wymiarach 16 x 8 km. Pojawia si¢ co okoto

76 lat i po raz kolejny zobaczymy ja w lipcu 2061 roku. To od niej
pochodza roje meteorytéw o nazwach ,,Akwarydy” i ,,Orionidy”.

W 1986 roku w jej poblizu ,przelecialo” kilka sond
kosmicznych — 2 japonskie i 2 rosyjskie. Ale wiecej
danych o tej komecie uzyskano dzieki sondzie kosmicznej
,Giotto” wystanej przez Europejska Agencje Kosmiczna
(ESA) w 2009 roku. Sonda ta znalazla sic w odlegtosci
zaledwie 600 km od jadra komety! Okazalo sie, ze
powierzchnia jadra komety jest bardzo ciemna i odbija
zaledwie 3% $wiatla stonecznego. Kolejnym ogromnym
krokiem w badaniu komet bylo wystanie w 2014 roku
sondy kosmicznej Rosetta. Znalazta si¢ ona blisko
komety 67P, a jej ladownik osiadl na powierzchni komety
w celu przeprowadzenia do$wiadczen naukowych.

Mozemy tez obserwowaé komety spadajace na inne
planety. W 1994 roku 8 duzych odtamkéw komety
Shoemaker-Levy 9 uderzylo w atmosfere Jowisza.

By¢ moze kibice pitkarscy wyciagng z nazwy wniosek, ze jest to
kometa Lewandowskiego.

Kazde z tych uderzen byto spektakularna eksplozja.
Odlamki komety dostarczyly do atmosfery Jowisza
takich zwiazkéw chemicznych, jak: dwusiarczek wegla,
siarka, siarkowodor i amoniak.

Do dzisiaj komety sa nieco zagadkowe, a kolejne

misje kosmiczne staraja si¢ zbadac ich cechy fizyczne

i pochodzenie. Do tej pory nie przeanalizowano
wszystkich danych zebranych przez sonde Rosetta,

ale wydaje sie, ze komety to pozostatosci z poczatkéw
formowania si¢ Uktadu Stonecznego. Mozemy w takim
razie ,,uzy¢” komet jako kosmicznych $wiadkéw narodzin
naszego Uktadu. Jeszcze wciaz wiele badan i odkry¢
przed nami, jednak jedno jest pewne — komety mozemy
podziwiaé, badaé, ale nie musimy sie ich bacé.

Artykul powstal na podstawie ksigzek: A. Marks, ,Pod znakiem
komety”, Wyd. Slqsk, 1985, R. K. Janiczek, J. Mietelski, M. Zawilski,
,Kalendarz astronomiczny na XXI wiek”, str. 136, Wyd. Prészyniski

i S-ka, M. H. Malewicz, ,,Zjawiska przyrodnicze w relacjach
dziejopisarzy polskiego $§redniowiecza”, Polska Akademia Nauk, 1980,
P. Artymowicz, , Astrofizyka ukladéw planetarnych”, str. 326 i 327,

PWN, 1995; oraz czasopisma ,,Copernicus”, Wyd. Eaglemoss Polska sp.
z 00. Izabelin.
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Wir powietrzny (rurka wirowa)
w tornadzie

Ryba ptlaszczka i struktury weztowe rurek
wirowych w wodzie wywolane jej ruchem
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Pole wektorowe predkoéci ¥ wokét rurki
wirowej skierowanej prostopadle do
plaszczyzny (por. zdjecie tornada
powyzej)

Hydrodynamika i topologia
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Krzysztof MIZERSKI**

Hydrodynamika ma glebokie zwiazki z topologia, i to od dawna, zanim jeszcze
powstala nazwa ,topologia” (zob. Leonardo da Vinci i topologia, A3,). Celem
tego artykulu jest zwrécenie uwagi Czytelnika na wspoélczesne powiazania tych
dwoéch dziedzin, ktore sa wazna czescig badan hydrodynamicznych, majaca
wlasng nazwe — hydrodynamika topologiczna”.

Opowiemy o zwiazkach hydrodynamiki z teoria weztéw (dzi$ czescia
topologii), dla rozwoju ktérej powazne motywacje znajdujemy w rozwazaniach
dziewigtnastowiecznych uczonych (takich jak Kelvin, Maxwell, Tait), miedzy
innymi wlaénie w kontekécie badan ruchu ptynoéw, ale tez elektromagnetyzmu
i ogblniej — budowy materii (zwlaszcza wirowej teorii atomu Kelvina) [Epple].

Rozwazmy model plynu nielepkiego i niedcisliwego, o stalej gestosci,
wypelniajacego cala dostepna przestrzen. Mozna taki plyn rozwazaé w jezyku
pola wektorowego predkosci ptynu ¥ i ci$nienia ptynu p, badajac dynamike

pola predkosci plynu przy uzyciu réwnania Eulera (zob. artykul autoréw
w|A35.). Alternatywnie, plyn mozna opisaé poprzez pole wektorowe predkosci

¥ 1 pole wektorowe wirowosci ptynu & = rot @ (o ktérym nizej), siegajac

po réwnania opisujace dynamike tego ostatniego. Okazuje sie, ze to drugie
podejécie jest bardzo owocne i pozwala na zdefiniowanie pewnych niezmiennikéw
topologicznych ruchu ptynu. Zajmiemy sie tu jednym z nich, a mianowicie
skretnoscig (helicity).

Wirowo$éé¢ & pola wektorowego predkosci to nowe pole wektorowe, ktore opisuje
rotacje czasteczek plynu wywolang jego ruchem. Gdy stoimy na moscie nad
rzeka i patrzymy w dot jej nurtu, to mozemy zaobserwowaé, ze przy prawym
brzegu ruch jest wolniejszy niz w gltéwnym nurcie, stad czasteczki ptynu
obracaja si¢ tu w prawo, podobnie przy lewym brzegu, ale z ta réznica, ze tam
czasteczki obracaja si¢ w lewo. Wirowos¢ to po prostu dwukrotnosé predkosci
katowej obrotu czasteczek w plynie. Jest to wielko$¢ okreslona osobno dla
kazdego punktu obszaru przeptywu, a gdy predko$é¢ ptynu zmienia sie w czasie,
to rowniez wirowosé zalezy od czasu.

Sama wirowo$¢ ma bardzo wazne dla zrozumienia hydrodynamiki wtasnosci —

odkryte przez Williama Kelvina i Hermanna Helmholtza w potowie XIX wieku
— méwiace o niezmiennikach ruchu. Bedziemy z nich korzysta¢ w dalszej czesci
artykutu.

Odpowiednikiem pola wirowosci w elektromagnetyzmie jest pole magnetyczne E,
stad zainteresowanie nim Jamesa Maxwella i Williama Kelvina badajacych
analogie pomiedzy hydrodynamika a elektromagnetyzmem. Okazuje si¢, ze pola
wirowosci & oraz indukcji magnetycznej B w przypadku ptynéw przewodzacych
prad elektryczny (jak np. plynne zelazo czy plazma) spelniaja analogiczne
réwnania, zatem majac intuicje w zakresie dynamiki jednego z tych pol, mozna
lepiej zrozumieé¢ pewne aspekty dynamiki drugiego z nich.

Waznym pojeciem wiazacym hydrodynamike (magnetohydrodynamike)

z topologia jest skretnosé (odpowiednio: skretnosé magnetyczna) ruchu ptynu

w obszarze V', zdefiniowana jako

H= / - (skretnosé), Har = / A B (skretno$¢ magnetyczna).

A jest tu potenqalem wektorowym — analogonem wektora predkosci

w hydrodynamice — a pole magnetyczne B=rotA odpowiada wirowo$ci.
Wielkosci H i H s sa niezmiennikami ewolucji czasowe]j i, jak pokazemy
ponizej, wiaza si¢ z zachowywaniem topologicznych wlasnoéci linii wirowosci
w przeplywach.

Co mamy przez to rozumie¢? Skupmy si¢ na hydrodynamice.
Jesli np. ruch plynu jest plaski, @ = (v1, v2,0), to wektor wirowosci ma postaé

= (0,0,w), tzn. jest prostopadly do plaszczyzny ruchu i |w]| jest dwukrotnoscia
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http://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-01-lukaszewicz.pdf
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W lustrzanym Swiecie czqsteczek A?4,
Co zobaczyla Alicja po drugiej stronie
lustra? |AS,L

Jakie fale nas krecqa? Afg,

Jak zrobi¢ z fal pulapke? A‘;’S,

O chiralnosci Aéz,

Rurka wirowa unoszona przez przeplyw,
w chwilach t = t1 it = to

@

Rozwigzanie zadania M 1720.
Nieréwnosci mozna zapisaé w
réwnowaznej postaci

4(:1:? + ..+ ;I:i) <2zi14+...+zp) <
< ;I:i’ 4+ ...+ (l:i,

z ktérej wynika, ze przynajmniej jedna

z liczb x1, x2, ... x, (niech to bedzie 1)
spelnia nieréwnosé 4.’1:% < (l:f. Zatem

z1 > 4, skad

(222 — @) + ... 4 (222 —z,) <

<z — 2.’1:? <4—-2- 42 = —28.

Poniewaz minimum funkcji 2% — jest
réwne —1/8,ton —1 > 8-28 > 50.

wartosci predkoéci katowej obrotu hipotetycznej czasteczki znajdujacej sie
w danym punkcie przeptywu. Zauwazmy, ze w przypadku takiego ruchu
jego skretnosé jest zerowa niezaleznie od wielkosci |w|, gdyz iloczyn skalarny
wektoréw prostopadtych jest réwny zeru.

Prosty przyklad ruchu o niezerowej skretnosci opisuje pole predkosci zadane

w punkcie (x,y, z) jako ¥ = (—y,z,1). Sktadowa ruchu (—y, z,0) odpowiada za
obrét w plaszezyZnie xy, a skladowa (0,0,1) za jednostajny ruch prostopadle do
tej plaszczyzny. Ztozenie tych dwdch ruchéw daje ruch spiralny prawoskretny.
Jednocze$nie mozemy w tym przypadku obliczyé¢, ze & = (0,0, 2), wiec skretnosé
ruchu jest dodatnia (- & = 2). Gdybysmy rozwazyli ¥ = (—y,x,—1) z przeciwnym
znakiem na ostatniej wspélrzednej, to wéwczas ruch bylby lewoskretny,

a skretno$é ujemna. Ta geometryczna asymetria zostala zauwazona przez
Kelvina i nazwana chiralno$cig — obiekt chiralny to taki obiekt, ktory nie

jest identyczny ze swoim odbiciem zwierciadlanym. Zjawisko chiralnosci jest
powszechne w przyrodzie (i niejednokrotnie bylo opisywane na tamach Delty,
patrz lista artykuléw na marginesie). Warto zaznaczy¢, iz skretnosé jest
wyznacznikiem chiralnosci (czyli braku symetrii odbiciowej), innymi stowy
niezerowa skretno$¢ oznacza chiralnos¢ przepltywu.

Rozwazmy teraz pewien obszar V) wypelniony w chwili poczatkowej ptynem, np.
doé¢ duza kule o tej wlasnosci, ze na jej brzegu Sy wektor wirowosci jest styczny
do Sy. W dowolnej pézniejszej chwili ¢ obszar V) moze ulec znieksztalceniu do V;
(méwiac jezykiem technicznym, ruch poddaje obszar homeomorfizmowi Vo — V4),
ale twierdzenie Helmholtza méwi, ze wlasnoéé¢ stycznosci wektora wirowoéci do
obrazu Sy pozostanie zachowana. Korzystajac z tej wlasnosci oraz réwnania
Eulera, wraz z twierdzeniem Kelvina o transporcie i twierdzeniem Greena, da si¢
wykazaé, ze catkowita skretnosé th ‘H okredlona wyzej nie zalezy od czasu, czyli
jest niezmiennikiem ruchu.

Co ciekawe, zaobserwowaé to mogt juz sam Kelvin, dysponujac wspomnianymi
twierdzeniami, ale mimo to w literaturze pojecie skretnoéci pojawito sie dopiero
w 1958 roku, tez nie do konca zauwazone przez nastepne 10 lat. Jego znaczenie
jako niezmiennika topologicznego odkryt dopiero Keith Moffat w 1969 roku

w kontekscie ewolucji i oddziatywan struktur wirowych.

Wyobrazmy sobie rurki wirowosci, czyli struktury wirowe stworzone

z przylegajacych linii wirowosci (takie jak na rysunku obok lub rysunku

z plaszczka). Poniewaz linie wirowosci sa wmrozone w przeplyw, tzn. unoszone
przez przeplyw (zgodnie z twierdzeniem Helmholtza), rurki pozostaja rurkami
wirowosci w ewoluujacym przeplywie. Z wmrozenia wynika takze, ze rurki

z ,polaczeniami” oraz ,weztami” (czyli ,splecione”) sa takze wmrozone

i unoszone przez przeptyw poprzez homeomorfizmy, zatem zachowuja
przynalezno$é¢ do topologicznych klas rownowaznosci. Innymi stowy: typy wezléw
i polaczen nie zmieniaja si¢ — wykluczone jest na przyklad, by dwie splecione
rurki sie rozplotly. Ponadto z niescidliwosci przeplywu wynika zachowanie
objetosci (a wiee 1 masy) rurek strumieniowych, czyli objetos$é rurek jest réwniez
niezmiennikiem ewolucji. Kolejnym niezmiennikiem (bedacym trescia twierdzenia
Kelvina) jest strumieri wirowosci przez powierzchnie przekroju poprzecznego

w dowolnym punkcie. Stad nazwa — rurki strumieniowe. Do kolekcji fizycznych
niezmiennikéw poza wymienionymi (catkowita skretnosé, objeto$é i strumiert
wirowosci w rurkach) nalezy dodaé jeszcze calkowita energie — przy zalozeniu,
ze plyn jest idealny, brak w nim taré¢ lepkich powodujacych dyssypacje energii.
Naturalnie powstaje pytanie: w jaki sposéb te fizyczne niezmienniki sa zwigzane
z niezmiennikami topologicznymi, czyli np. rodzajami wezléw czy zlaczen lub
liczba zlaczen?

Badaniem ewolucji topologicznych struktur rurek wirowych zajmuje sie
wspomniana na poczatku hydrodynamika topologiczna. Najprostszym
przykladem jest rozciaganie — jesli mamy rurke w ksztalcie torusa, ktory
zostanie rozciagniety, czyli zwigkszy swoj obwdd, koniecznosé zachowania
strumienia i objetoéci rurki skutkuje zmniejszeniem si¢ pola poprzecznego torusa
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Rys. 1. Pojedyncze zlaczenie

P,

g

o5

Rys. 2. Zerowa liczba zlaczen

C2

Rys. 3. Pojedyncze samozlaczenie

Petle koronalne w atmosferze stonecznej

Uwaga dla mito$nikéw topologii:
hydrodynamika topologiczna opiera si¢
w duzej mierze na teorii homologii

i kohomologii, szczegdlnie w opisie
ewolucji bardziej skomplikowanych
struktur niz rurki wirowosci (kontury),
takich jak powierzchnie czy objetosci.
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i jednoczesnym zwiekszeniem natezenia pola wektorowego wirowosci. W ten
sposéb ewolucja struktur wirowych odbywa sie przy jednoczesnym zachowaniu
topologii oraz wielkosci fizycznych.

Istnieje twierdzenie wigzace catkowita skretnosé¢ uktadu rurek wirowych Hyot
z parametrem topologicznym zwanym ,liczba zlaczen” w nastepujacy sposob:

it =Y Z; ®7+2) 20,9,
i i#]

gdzie ®; to strumien wirowosci zwiazany z i-tg rurka, Z; to tzw. ,liczba samoztaczen’
(patrz rys. 3 i jego opis ponizej) osi i-tej rurki, za$ Z;; jest liczba zlaczenn pomiedzy
rurkami ¢ oraz j. Interpretacja geometryczna powyzszych parametréow topologicznych
Z,; oraz Z;; przedstawiona jest na rysunkach obok, pochodzacych z prac [Moffatt,
1969] oraz [Ricca, 1998] (zob. réwniez [Berger, 2009]), gdzie w spos6b przystepny
objaénionych jest wiele ciekawych dodatkowych przypadkéw. Przyktadowo dla

uktadu z rysunku 1 zaden ze ztaczonych pierécieni nie ma ,,samozlaczen”, zatem
mamy Z, = 29 =0, za$ Z15 = —1, poniewaz mamy jedno zlaczenie pierscieni,

a znak ujemny bierze si¢ z relacji zwrotéow strumieni wirowosci w obu pierscieniach
(orientacja konturu Cy ma przeciwny znak do strumienia wirowosci Cy wewnatrz C5).
Z kolei w sytuacji z rysunku 2 rurki wirowe réwniez nie maja samozlaczen, jednak
w tym przypadku mamy nietrywialne zlaczenie obu rurek, dla ktérego liczba ztaczen
wynosi zero, Z1o = 0, i catkowita skretno$¢ ukladu znika. Warto nadmienié, iz

z mozliwodci wystapienia takich sytuacji zdawal sobie sprawe juz Maxwell (1873,
tom II, str. 43) w swoich badaniach dotyczacych ztaczenn obwoddéw elektrycznych.

)

Zajmijmy si¢ teraz opisem samozlaczen dla jednej struktury wirowe;j.
Rozwazajac jedna rurke wirowoéci, samozlaczenia mozna zrozumieé, analizujac
wezel koniczynowy przedstawiony na rysunku 3. Aby okreslié¢ liczbe samoztaczen,
wprowadzamy dwa odcinki AB o réwnej co do wartosci, ale przeciwnej co
do znaku wirowoéci, co pozwala zachowaé cyrkulacje po konturze C, zgodnie
z twierdzeniem Kelvina. Wowczas widzimy, ze wydzielone w ten sposéb kontury
C1 oraz C5 sa ewidentnie niesplatane, ale zlaczone, i w rezultacie liczba
samoztaczen w wyjsciowym wezle to Z = 1. Liczbe samoztaczen konturu Z mozna
roztozy¢ na dwie sktadowe:

Z =Wr + Tw,
gdzie Wr (z ang. writhe) okresla zawijanie osi rurki, zas Tw (z ang. twist)
jej calkowite skrecenie (torsje). Chociaz suma Wr i Tw jest niezmiennikiem
topologicznym, to same te wielko$ci nimi nie sg. Oznacza to, ze ,,writhe”
i ,twist” zmieniaja si¢ pod wplywem ruchu ptynu (homeomorfizmu), tak
wymieniajac si¢ wartoscia, aby ich suma pozostawala stala. ,Writhe” zwigzany
jest z ilodcia samoprzecieé¢ rzutu osi rurki wirowej na pewna plaszczyzne, przy
uwzglednieniu zwrotu linii, czyli zwrotu wirowosci w rurce. Z kolei ,,twist”
sklada sie z dwoch czesci — opisuje torsje osi rurki wirowej oraz wewnetrzne
skrecenie linii wirowosci wewnatrz rurki wirowej.

Jako sukcesy hydrodynamiki topologicznej w opisie ewolucji rzeczywistych
uktadéw obserwowalnych nalezy wymieni¢ przede wszystkim dwa fakty. Wiemy
juz, ze ewolucja ptynéw idealnych odbywa sie przy wiezach polegajacych na
zachowaniu skretnosci, a w konsekwencji zachowaniu réwniez niezmiennika
topologicznego, jakim jest liczba zlaczen struktur wirowych. Otéz po pierwsze,
istnieje twierdzenie méwiace, ze taki wiaz nalozony na ewolucje prowadzi

do ,rozprostowywania” wszystkich punktow przegiecia osi rurek wirowych.
Innymi stowy w stanie koncowym ewolucji oczekujemy, ze rurki wirowe nie
beda mialy punktow przegiecia, i to niezaleznie od stanu poczatkowego
ewolucji. Jest to bardzo silny wynik, charakteryzujacy struktury wirowe stanow
ustalonych. Po drugie, powyzszego wiezu mozna uzy¢, by udowodnié¢, iz w stanie
koricowym enstrofia (czyli $redni kwadrat wirowosci) czy tez energia pola
magnetycznego musi by¢ nie mniejsza niz pewna warto$¢ minimalna, zalezna
od strumienia zwigzanego ze strukturami wirowymi badz magnetycznymi

(czyli ®;) i parametréw topologicznych tych struktur. Fakty te sa z powodzeniem
wykorzystywane w opisie produkcji oraz dyssypacji energii w koronie stonecznej,
gdzie splecione struktury magnetyczne formuja tzw. petle koronalne.
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Prosto z nieba: Earendel — Milo$énik Morza czy jednak Gwiazda Poranna?

Wiecej o przesunieciu ku czerwieni mozna
przeczytaé w A(ljg.

WHL—J2.4 3324-8.477
HST ACS & WFC3YIR
v =

. .
Rys. 1. Zdjecie Earendel — najdalszej
zaobserwowanej gwiazdy, oznaczonej
na zblizeniu strzaltka. Zdjecie pochodzi
z Kosmicznego Teleskopu Hubble’a.
Zrédio: NASA, ESA, B. Welch (JHU),
D. Coe (STScI), A. Pagan (STScI)

Rekordzistka z 2018 roku, MACS J1149
Lensed Star 1, gwiazda znana tez pod
pseudonimem Icarus, zostata takze
zaobserwowana przez Kosmiczny Telskop
Hubble’a. Icarus znajduje sie na
przesunigciu ku czerwieni réwnym 1,5
(czyli jest oddalony od nas o 9,4 mld lat).

W jednym z doniesien prasowych Brian
Welch przyznal, ze nazywajac gwiazde,
mial na mys$li Edrendila, postaé
stworzong przez J.R.R. Tolkiena. Historie
Eéarendila mozna znalez¢ w mitologii
Srédziemia, Silmarillionie. Gwiazde
Eéarendil ukochali szczegdlnie elfowie,

a flakonik z jej $wiatlem Galadriela
podarowata Frodowi.

A~
Earendel O »

i

I'_.uk Wschodu Stoica

\ o

L.uk WscHodu Stofica

Rys. 2. Inne ujecie Earendel oraz Luku
Wschodu Stonca w inwersji

Earendel, zwykta—niezwykla gwiazda, o ktérej pod koniec marca 2022 roku
mozna bylo przeczyta¢ w miesigczniku Nature, oddalona jest od nas

0 12,9 mld lat, co przeklada si¢ na warto$¢ przesuniecia ku czerwieni z = 6,2.
Earendel znajduje si¢ w galaktyce o pigknej nazwie L.uk Wschodu Stonca
(Sunrise Arc). Wlasnie w tej galaktyce podczas tzw. kosmicznego poranka, kiedy
widzialny Wszech$wiat wytaniat sie powoli z ciemnych wiekéw, narodzita sie
nasza bohaterka.

Swiatlo wyemitowane przez Earendel okolo 900 milionéw lat po tym, jak
Wszech$wiat rozpoczal swoja ekspansje, podrézowalo przez prawie 13 mld lat,
aby zosta¢ zauwazone przez Kosmiczny Teleskop Hubble’a. Dlaczego o tym
piszemy? Przeciez juz nie raz na lamach A pisaliSmy o bardzo odlegtych
galaktykach, o rekordzistach obserwowanych na skraju naszego Wszechswiata,
znajdujacych sie na przesunieciach ku czerwieni rzedu 11 (czyli okolo 13 mld lat
temu), ktére powstaly tuz po zakoriczeniu ciemnych wiekéw spowijajacych nasz
Wszechswiat.

Niezwykta w detekcji Earendel nie jest jedynie odleglosé, lecz sam obiekt,
ktory na tej odleglosci zostal zauwazony. Wszystkie odkrycia z poczatkéw
Wszechswiata dotycza galaktyk, czyli obiektéw zlozonych z miliardéw gwiazd,
badz tez niszczycielskich eksplozji, takich jak btyski gamma. Bardzo odlegte
galaktyki zwykle nie wygladaja efektownie — to jedynie mate plamki $wiatla
obserwowane przez wielkie teleskopy. Na te $wietlne plamy sktada sie energia
emitowana przez wszystkie zamieszkujace dang galaktyke gwiazdy. Tym
razem jest inaczej. Po raz pierwszy zaobserwowano pojedyncza gwiazde,

i to nie najnowszym Teleskopem Kosmicznym Jamesa Webba (JWST),

o ktorym wiemy, ze calkiem niedtugo przyniesie nauce wiele nowych odkryé,
ale poczciwym Kosmicznym Teleskopem Hubble’a, ktory od 32 lat monitoruje
nasz Wszechéwiat. Earendel to najodleglejsza pojedyncza gwiazda, jaka
kiedykolwiek zaobserwowal cztowiek. Zespdét naukowcédw pod kierownictwem
doktoranta (!) Briana Welcha z Uniwersytetu Johnsa Hopkinsa, ktéry odkryt
Earendel, oszacowal, ze gwiazda ta jest 50 do 100 razy masywniejsza i milion
razy jasniejsza od naszego Stonca.

Obserwacja i dalsze pomiary byly mozliwe dzieki soczewkowaniu
grawitacyjnemu. W tym zjawisku masywna gromada galaktyk zakrzywia
przestrzen wokot siebie, dziatajac jak soczewka. To zakrzywienie powoduje
powiekszanie, znieksztalcanie, a czasem nawet powielanie obiektéw znajdujacych
sie¢ za nia. Galaktyka macierzysta Earendel zostala powiekszona i znieksztalcona
w dlugi potksiezyc wlasnie przez soczewkowanie grawitacyjne wywolane

przez gromade galaktyk WHL0137-08 oddalona od nas jedynie o 5,6 mld lat
(przesuniecie ku czerwieni = 0,566). Sama galaktyke w 2016 roku odkryt

i nazwal pieknym imieniem Y.uku Wschodzacego Stonca promotor Welcha,

Dan Coe, a analize matlej plamki na tuku zlecil swojemu studentowi.

Jak na razie najbardziej ekscytujace jest samo odkrycie pojedynczej gwiazdy,
jednak juz teraz wiadomo, ze bedzie ona obserwowana w zakresie fal
podczerwonych przez JWST. Dzicki temu dowiemy sig, jakiego typu jest to
gwiazda i na jakim etapie zycia zostala zaobserwowana. Poniewaz §wiatlo tej
gwiazdy obserwujemy z okresu, gdy nasz Wszechswiat dopiero sie tworzyl,
wiec nie spodziewamy sie detekcji ciezkich pierwiastkow wytworzonych

pdzniej w procesach ewolucyjnych gwiazd. Jezeli nie zaobserwujemy ciezkich
pierwiastkéw, wowczas Earendel bedzie pierwszym dowodem na istnienie gwiazd
IIT populacji — hipotetycznych, masywnych gwiazd, sktadajacych sie z wodoru
i helu, z mozliwa bardzo niewielka domieszka litu (AY3, M. Figueira).

Czy Earendel jest faktycznie gwiazda III populacji? Mamy nadzieje dowiedzie¢
sie tego niebawem, wlasnie dzieki obserwacjom JWST.

Katarzyna MALEK

Wiecej na temat odkrycia Earendel mozna znalezé w pracy Welch, B., Coe, D., Diego, J.M. et al.
A highly magnified star at redshift 6.2. Nature 603, 815--818 (2022), a takze wsréd doniesien
prasowych na stronach Kosmicznego Teleskopu Hubble’a https://hubblesite.org/
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Zadania z matematyki nr 845, 846

Redaguje Marcin E. KUCZMA

845. Udowodni¢ nieréwnoé¢ dla liczb nieujemnych z1, . .

2
Z miyj) 2 <Z xﬂj) (Z Z/i%’)
i#]
(kazda z trzech napisanych sum ma n(n — 1) skladnikéw odpowiadajacych

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2022

Xy OTAZ Y1y e v oy Ynt

i#] i#]

wszystkim uporzadkowanym parom (4, j) réznych numeréw 4,5 € {1,...,n}).

846. Ostrostup Sciety, ktérego podstawami sa podobne wielokaty o znanych

polach A i B, zostal podzielony plaszczyznami 7y, ..

.y Tp—1, roOwnoleglymi do

podstaw, na n wieloécianow o réwnych objetosciach; ptaszczyzna 7y lezy miedzy
plaszczyznami w1 i mpyy (dla k=1,...,n—1), gdzie mg, m, to plaszczyzny
zawierajace, odpowiednio, podstawy o polach A, B. Obliczy¢ pole przekroju
ostrostupa kazda z plaszczyzn my.

Zadanie 846 zaproponowal pan Mirostaw Matlega ze Skoczowa.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2022
Przypominamy tres¢ zadan:

841. Dla zadanej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest ciggdw liczb

rzeczywistych (a1, ...,a,) o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb
rzeczywistych (21, ..., zy) zachodzi réwnosé

n n n

E ‘ E Ai4Tj| = E ‘331‘|7

i=1 j=1 i=1
gdzie (cyklicznie) a, = a,—, dla r > n.
842. Na plaszczyznie dane sg trzy kola (domknigte, tj. rozwazane wraz
z punktami brzegu). Zakladamy, ze ich cze$é wspélna jest niepusta.
Przesuwamy kazde kolo (niezaleznie) w taki sposéb, ze dla kazdych
dwéch két odlegtosé ich srodkéw po przesunigciu jest nie wigksza
niz przed przesunieciem. Udowodnié, ze przesuniete kola nadal maja
niepusty czes¢ wspdlng.
841. Niech (a,...,an) bedzie ciggiem spelniajacym podany
warunek. Ustalmy liczby k € {1,...,n—1} oraz € € {1,—1}
i podstawmy w réwnaniw: z, =1, 2, = ¢, ; = 0 dla j # k, n.
Poniewaz a;+n = a;, otrzymujemy

n
(1) Z leaiin + ail = 2.
=1

Z kolei wezmy z,, = 1, x; = 0 dla wszystkich j < n; dostajemy

(2) Z la;| = 1.
i=1

Szacujemy z géry lewa strone wzoru (1) (korzystajac
z cyklicznosci ciagu (a;) oraz ze wzoru (2)):
n n n n
Z leaipr + ai| < Z(IMM\ +lasl) = Z las| + Z |as| = 2.
i=1 i=1 i=1 i=1
Lewa strona ma wartosé¢ 2 (wzér (1)), co oznacza,
ze ta nieréwnos¢ musi by¢ réwnoécia; czyli ze
leaitr + ai| = |ai+k| + |ai| dla wszystkich i. Po podniesieniu
do kwadratu i redukcji mamy

€aiyra; = laj+ra;]  dla i=1,...,n.

Skoro to prawda zaréwno dla € = 1, jak i dla ¢ = —1, zatem
ai+ka; = 0 dla wszystkich . Wobec dowolnosci k € {1,...,n—1}
znaczy to, ze w ciagu (a1,...,an) tylko jeden wyraz moze byé
niezerowy. Wobec wzoru (2) ma on modut 1.

Stad wynika postaé¢ rozwazanych ciagéw (a1, ...,arn): na dowolnie
wybranej pozycji liczba £1, poza tym zera; przy tym kazdy

ciag takiej postaci ma wlasno$¢ wymagana w zadaniu. Jest wiec
2n takich ciagéw.

842. Oznaczmy srodki trzech danych két przez A, B, C, za$
ich promienie r4, rg, rc. Wybierzmy i ustalmy punkt P
lezacy w czesci wspdlnej tych kot: AP <ru, BP < rg,

CP < rc. Przesuniecia, o jakich mowa, przenosza srodki do
polozen A’, B’, C'. Ustalmy oznaczenia tak, by AB byt tym
bokiem tréjkata ABC, ktéry w najmniejszym stopniu ulega
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skréceniu przy tych przesunieciach. Istnieje wigc taka liczba
k<1, ze

3y A'B' =k-AB, A'C'<k-AC, B'C'<k-BC.
Niech D bedzie punktem lezacym po tej stronie prostej AB, co
punkt C, i takim, ze tréjkat ABD jest podobny do tréjkata
A'B'C’. Skoro A'B’ = k- AB, znaczy to, ze A'C' = k- AD,
B'C’ = k- BD, i wobec oszacowaii (3):

(4) AD < AC, BD < BC.
Bedziemy chcieli znalezé punkt @ spelniajacy warunki
(5) AQ < AP, BQ<BP, DQ<CP.

Woéwezas podobienistwo (o skali k), przeksztalcajace trojkat
ABD na tréjkat A’ B’C’, przeniesie 6w punkt @ do potozenia Q’,
dla ktérego, zgodnie z zalezno$ciami (5),

AQ =k-AQ<k-AP <kra <ra,
i podobnie L L

B'Q <rg, C'Q <rc.

Punkt Q' znajdzie sie wiec w czeéci wspdlnej kot o srodkach
A’,B’,C" i promieniach ra,r5,7c, co zakonczy dowdd tezy
zadania. Pozostaje wskazaé¢ punkt @ o wlasnosciach (5).

Jezeli DP < C'P, mozna przyjaé po prostu Q = P.

W przeciwnym przypadku, tj. gdy DP > CP (rysunek), niech

@ bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej £,
symetralnej odcinka C'D. Lezy on po tej stronie owej prostej, co
punkt D. Z uwagi na nieréwnosci (4), po tejze stronie prostej ¢
leza takze punkty A i B. Czworokat CDQP jest trapezem
réwnoramiennym (DQ = CP), bo prosta £ jest tez symetralng
odcinka PQ. Z potlozenia punktéw A, B, D, Q po jednej jej stronie
wynikaja dwie pierwsze z potrzebnych nam nieréwnosci (5);
trzecia za$, jak zauwazyliSmy, staje sie réwnoécia. Tak okreslony
punkt @ ma zatem wymagane wtasnosci; dowdd jest zakonczony.




Klub 44 F

3C
Rys. 1 Uo
o f==]
/, b IC A
la a

Rys. 4

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
835 (WT = 2,59) i 836 (WT = 1,49)
z numeru 2/2022

Witold Bednarek Lédz 45,02
Andrzej Kurach Ryjewo 44,89
Kacper Morawski  Warszawa 43,56
Marek Spychata Warszawa 42,59
Krzysztof Maziarz Krakow 40,67
Pawel Najman Krakéw 38,67
Michal Adamaszek Kopenhaga 37,37
Adam Woryna Ruda SI. 36,14
Marcin Kasperski ~Warszawa 35,34
Radostaw Kujawa Wroctaw 33,74
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,68
Jerzy Cisto Wroctaw 32,66

Przekroczenia linii 44 podzielne przez 3:
pan Andrzej Kurach po raz trzeci— wigc
dolacza do grona Weteranéw; zas pan
Witold Bednarek po raz dziewiagty —
wiec jakby ,Weteran do kwadratu”

(w historii Ligi — piaty uczestnik, ktéry
tego dokonal).

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 742, 743
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

742. Mata drewniana kulka przymocowana jest za pomoca nierozciagliwej

nici o dtugosci [ = 30 cm do dna cylindrycznego naczynia z woda. Odleglosé
srodka dna do punktu zaczepienia nici » = 20 cm. Naczynie rozkrecono wokot
osi pionowej przechodzacej przez $rodek dna. Przy jakiej predkosci katowej nié¢
odchyla sie od pionu o kat o = 7w/67

743. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 ze Zrédtem o sile
elektromotorycznej Uy i zaniedbywalnym oporze wewnetrznym polaczone sa
szeregowo kondensatory o pojemnoéciach C' i 3C. Po zamknieciu klucza K
rownolegle do kondensatora o pojemnosci 3C dolaczamy potaczone szeregowo
cewke o indukcyjnosci L oraz idealna diode. a) Znalezé maksymalna

wartosé natezenia pradu plynacego przez cewke. b) Jakie bedzie napiecie

na kondensatorze o pojemnosci C, gdy prad przestanie ptynaé przez cewke?
¢) Ile czasu prad bedzie plynal przez cewke?

Rozwigzania zadan z numeru 5/2022
Przypominamy tresé zadan:

738. Stozek toczy si¢ bez podlizgu po plaszczyznie poziomej. O$ stozka obraca si¢ z predkosciag
katowa w wokél osi pionowej, przechodzacej przez jego wierzcholek. Wysokosé stozka wynosi h, kat
miedzy osig stozka a jego tworzaca jest réwny «. Wyznaczy¢ predkoéé liniowa dowolnego punktu
Srednicy podstawy stozka lezacej w plaszczyznie pionowej.

739. Dwa zwierciadla plaskie tworza miedzy soba kat (7 — «), przy czym kat « jest bardzo maly
(rys. 2). W réwnych odlegtosciach b od obu zwierciadet znajduje si¢ punktowe zZrédlo swiatta
monochromatycznego S. Dlugos$¢ fali emitowanej przez zrédto wynosi A. W odlegtosci |OA| = a od
punktu przecigcia zwierciadel umieszczony jest ekran. Znalezé odlegto$é miedzy sasiednimi jasnymi
prazkami interferencyjnymi na ekranie. Przestona C zapobiega bezposredniemu padaniu swiatla ze
zrédla na ekran.

738. Ruch stozka jest ztozeniem obrotu jego osi OC wokél prostej pionowej
przechodzacej przez punkt O oraz obrotu wokét osi stozka z predkoécia katows €2

( rys. 3). Ruch odbywa sie bez poslizgu, zatem punkt A na tworzacej stykajacej sie

w danej chwili z podlozem nie porusza sie wzgledem podloza: w|OA| = Qhtg«, gdzie
|OA| = h/cos a. Stad Q = w/sin a.

Predko$é dowolnego punktu P; lezacego powyzej $rodka podstawy w odlegtosci r od
niego dana jest wzorem:

v1 = w(|CC’'| — rsina) + Qr = w(hcosa — rsina) + wr/sina.
Predkosé punktu P» lezacego ponizej punktu C wynosi

v2 = w(hcosa + rsina) — wr/sin a.

739. Oznaczmy obrazy zrédla $wiatta w zwierciadlach przez Si i Sa (rys. 4). Odleglosé
miedzy nimi wynosi
(1) d = 4bsin (a/2) ~ 2ba

i jest duzo mniejsza od odlegtosci odcinka S1S52 od ekranu: |BA| =~ a + b.

Oznaczajac przez i kat odpowiadajacy k-temu maksimum na ekranie, mozemy
napisac
@)
Jezeli ograniczymy si¢ do malych katéw ¢, to sin ox = zx/(a + b), gdzie 4
jest odlegltoscia k-tego maksimum od srodka ekranu. Podstawiajac to do
i uwzgledniajac , otrzymujemy szukana odlegto$¢ miedzy prazkami:

(3) Az =z — xp—1 = A (a + b)/2ba.

d(sin gy —sinpg_1) = A

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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List do redakcji: Jak rysowaé styczne do krzywej =3 + y? =1

Bardzo lubie Delte (chociaz nie wszystko w niej). Na przyklad podobal mi sie
artykul z Delty |6/2017: Z samaq linijkg na okrgg. Lektura tego tekstu bardzo
mnie wciagnela i zainspirowala. Wiem na przyklad, ze okregi, o ktérych jest tam
mowa, moga byé opisane réwnaniami typu z2 + y2 = 1. I profesor Kordos pieknie
pokazuje konstrukcje stycznych do takiego okregu, przechodzace przez uprzednio
zadany punkt. Ale w swoim liScie przedstawie metode rysowania stycznej do
krzywej K danej réwnaniem 22 + y? = 1 w danym punkcie P € K i prosze,

aby mnie poczyta¢. W tym celu najpierw pokazuje na rysunku obok, jak taka
krzywa w ogdle wyglada (prosze na razie nie przejmowaé sie zaznaczonymi

tam punktami, opisze je pdzniej). Widaé, ze jest ona symetryczna wzgledem
osi poziomej, gdyz jesli (x,y) € K, to (x, —y) tez spetnia réwnanie 23 + y% = 1,
czyli rzeczywiscie (x, —y) € K. Dalej czesto bedzie tak, ze oprécz punktu Z na
plaszczyznie rozwazam réwniez punkt do niego symetryczny wzgledem osi OX
— bede go oznaczaé symbolem Z’. Przechodze teraz do konstrukeji stycznej do
krzywej IC w punkcie P € K. Wybieram najpierw punkt @ € I, dbajac tylko o to,
aby @ # P: to chyba moge, bo na krzywej jest nieskonczenie wiele punktéw?
Teraz moge poprowadzi¢ prosta PQ i wlasnie to robie. Przecina ona krzywa KC
jeszcze w trzecim punkcie, nazwe go R. Na mocy wstepnej obserwacji réwniez
R’ € K. Prowadze teraz prosta PR’ (jak nie mam pecha, to R’ # P) i litera S
oznaczam trzeci punkt przeciecia tej prostej z krzywa K. Teraz dla odmiany
prowadze prosta S’Q’. Trzeci punkt przeciecia prostej S’Q’ (o ile dalej szczescie
mi sprzyja, to raczej S’ # Q') z krzywa K oznaczam przez T. Ja uwazam teraz,
ze prosta TP jest szukana styczna do K w punkcie P i dlatego tak dokladnie
opisatem swoja droge.

Tez styszalem, ze matematycy potrafiag udowodnié, ze taka konstrukcja jest
zawsze poprawna, albo pokazuja, ze w pewnych przypadkach nie dziala. Ale

w to drugie to watpie. Takoz watpie w sugestie zawarte w artykule pana
Mariusza Skalby Liczby pierwsze jako niewiadome, réwniez z Delty |6/2017

(na lewo od artykulu Marka Kordosa). Ja preferuje taka matematyke, ze mozna
sobie co§ wyobrazi¢ i ewentualnie dorysowad, a nie taka, ze nic si¢ nie dzieje i sa
tylko réwnania i wzory. Ale jak zobacze, o co chodzi w tych réwnaniach, to moze
co$ dorysuje i odezwe sie do Panstwa.

Na razie pozostaje z szacunkiem dla prawej matematyki

Jan DOCIEKLIWY

Odpowiedz Mariusza Skalby

Z duzym zainteresowaniem przeczytatem Pana list
i uznalem, ze powinienem si¢ do niego ustosunkowac.
Tym bardziej ze naczelng dla mnie zasada jest
poszanowanie réznorodnoéci gustéw — réwniez
matematycznych. Nic na to nie poradze, ze nie
podoba sie Panu méj artykul, ale sprébuje naswietli¢
przedstawiony w nim problem z nieco innej strony.
W rzeczonym tekscie tytulowe liczby pierwsze p, q sa
niewiadomymi w réwnaniu diofantycznym
(1) P’ —2¢ =—1.
W zamieszczonej tam tabelce przytoczylem przyktadowe
cztery pary liczb pierwszych, ktore spelniajg to
rownanie — najwigksza z nich to:

p = 19175002942688032928599,

q = 13558774610046711780701.
Przyzna Pan, ze te liczby sa duze — to pozywilo moja
naiwnosé i sklonito do sformulowania hipotezy, ze
réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w liczbach pierwszych p,q. W pewnym sensie
,dorysowalem” dalsza czedé¢ tabelki rozwiazan, ale ta
ekstrapolacja nie musiata sie Panu spodobaé. Musze
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szczerze wyznaé, ze gdy spojrzalem na te tabelke

z innej perspektywy, to i mnie wydala si¢ ona marna

i nieobiecujaca. Ja nie z tych, co dorysowuja, ale chetnie
co$ dopowiem.

Problemy, w ktérych wystepuja liczby pierwsze,

sa czesto bardzo trudne. Tak trudne, ze nie ma
systematycznych metod ich badania. Dlatego czasem
stosuje sie namiastki $cisltych metod, czyli tak zwane
heurystyki. Nie maja one szlachetnego statusu twierdzen
matematycznych, pozwalaja jednak na uksztaltowanie
intuicji i oczekiwan wobec badanego matematycznego
problemu — przy pelnej §wiadomosci, ze ostatecznie
intuicje te moga okazac sie bledne. Jest wérdd nich
heurystyka nastepujaca:

Zatlozmy, Ze ciqg liczb naturalnych xq,xs, ... spelnia
warunek:
1
2 < 00.
) nZ::l log x,

Wowczas w ciggu tym wystepuje co najwyiej skonczenie
wiele liczb pierwszych.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/planimetria/2017/05/26/Z_sama_linijka_na_okrag/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2017/05/26/Liczby_pierwsze_jako_niewiadome/

]

Rozwigzanie zadania M 1722.
Pokazemy, ze jesli n jest parzyste, to
wielokat F nie jest zbalansowany.

Przekatna A A,,, gdzie m = g + 1, dzieli

wielokat na dwa wielokaty:

Hi =A1Ay. .. Ap i

Hy = ApApgr ... Ay Ay Punkt P nie
moze lezeé¢ na przekatnej, gdyz B1 # Ap,.
Jedli P lezy wewnatrz Hs, to punkty

By, Bs, ..., B, lezag na m — 1 odcinkach
bedacych jednoczesnie bokami wielokatéw
F i Hsy, zatem ktéry$ z bokéw F zawiera
dwa punkty B; — sprzecznos¢.
Nastepujacy rysunek pokazuje, ze
dziewigciokat wypuktly nie musi by¢
zbalansowany, gdyz punkt P powinien
znalezé sie w czesci wspolnej trzech
narysowanych trojkatow.

O blednosci przypuszczenia Fermata
wiedzial juz Euler, ktéry udowodnit
ztozonos¢ liczby Fy. Pisal o tym Wojciech
Guzicki w A3,

Najpierw kilka stéw uzasadnienia, a wlasciwie zaledwie motywacji, bo to tylko
heurystyka, a nie twierdzenie matematyczne! Na kazdym porzadnym kursie
rachunku prawdopodobienstwa doéé¢ szybko pojawia sie twierdzenie zwane
czasem lematem Borela—Cantellego.

Lemat. Jesli cigg zdarzen A, ma te wlasno$é, ze
oo

(3) > Pr(A,) < o,
n=1

to z prawdopodobienstwem 1 zachodzi tylko skoriczenie wiele sposréd nich.

Roéwniez obowiazkowo na kazdym wykladzie uniwersyteckim z teorii liczb
pojawia sie (niekoniecznie z dowodem) trudne i wazne twierdzenie o liczbach
pierwszych:

Twierdzenie. Jezeli w(x) oznacza liczbe liczb pierwszych w przedziale [2, x|, to:

m(x)
zoco x/logx

SWyprowadzimy” teraz z obu powyzszych prawdziwych twierdzen

matematycznych nasza heurystyke. Niech mianowicie A,, oznacza ,zdarzenie”,

ze T, jest liczba pierwsza. Oczywiscie jest to wielkie udawanie, gdyz fakt bycia

liczba pierwsza nie ma nic wspoélnego z losowoscia, np. jesli xg = 67, to xg jest

liczba pierwsza, a jesli xg = 68, to nie. Ale brnijmy dalej! Poniewaz na podstawie

twierdzenia o liczbach pierwszych

m(r,) 1

z, | logwz,’

Pr(A,) =
wiec na podstawie mamy (3)) i stad teza.
Chyba najstynniejszym ,zastosowaniem” wyprowadzonej przez nas heurystyki
jest przypadek liczb Fermata:
F,=2%" +1.
Zalozenia heurystyki sa spelnione, gdyz
oo

- 1 1 1
ngl log(22" + 1) < log 2 Z o0 <%

n=1

Tak wiec konsekwentnie wyszto nam, ze liczb pierwszych Fermata jest skoriczenie
wiele, co, jak powszechnie wiadomo, stoi w ostrej sprzecznosci ze stynnym
przypuszczeniem samego Fermata, ze ciag F), zawiera wylacznie liczby pierwsze!

Sprébujmy teraz zastosowaé heurystyke do naszego problemu. W tym celu
na rownanie spojrzymy ogdlnie i poszukamy jego wszystkich rozwigzan
w liczbach naturalnych p, q. Nieskonczenie wiele takich rozwiazan daja wzory

(4) Pn+ V2 := (1 +V2)", gdzie n =1,3,5,...

i do$¢ latwo wykazaé, ze uzyskujemy w ten sposéb wszystkie rozwiazania. Mamy
zatem

(1+v2)" + (1 —+2)"
Pn = 9 )

(L+v2)" — (1= Vo)
qn = ,n=13,5,...

2V2

Niech teraz B,, oznacza ,zdarzenie”, ze obie liczby p,, ¢, sa liczbami pierwszymi.
Szacujemy

(5)

1 1

Pr(B,) ~ ——  ———.
H(Bn) logp, logqn

Skorzystaliémy jakby z ,niezaleznoéci” odpowiednich ,zdarzen”, ale jesli p,
jest liczba pierwsza, to raczej nie zwigksza to szansy na to, ze q, tez jest
liczba pierwsza. Tak wiec w powyzszym mozemy interpretowaé ~ w sensie <.
Ze wzoréw () dostajemy teraz

log pp &~ nlog(l +v2), logg, ~ nlog(1l+ V2),

21


http://www.deltami.edu.pl/2022a/03/2022-03-delta-art-03-guzicki.pdf

zatem ostatecznie dla pewnej stalej C'
1
> Pr(B,) < C'Zﬁ < 00,
n n

co na podstawie heurystyki pozwala wnioskowaé, ze réGwnanie ma tylko
skonczenie wiele rozwigzan w liczbach pierwszych p, q. By¢ moze w tabelce
reprodukowanej w artykule Liczby pierwsze jako niewiadome sa wszystkie
rozwiazania (7).

Jednak najwazniejsze pytanie, jakie sobie teraz zadaje, jest takie: Czy teraz
bardziej sie Panu podoba?

Na koniec odniose sie do Pana metody rysowania stycznych do krzywej
K : 23 +y? = 1. Zaczne od gratulacji: Ma Pan $wietna intuicje! Przedstawiona
przez Pana metoda nigdy nie zawodzi, a oto uzasadnienie.

Rozpatrywana krzywa x® + 32 = 1 jest eliptyczna. Ma to szalone konsekwencje.
Przede wszystkim pozwala okresli¢ sume dwéch punktéw P oraz () naszej
krzywej. Mianowicie, niech najpierw R oznacza trzeci punkt przeciecia

prostej PQ z krzywa IC. Okre$lamy

(6) POQ=FR,
uzywajac Pana oznaczen. Oczywidcie w przypadku ) = P zamiast prostej PQ

trzeba poprowadzié¢ styczna przez P. Ponadto do krzywej K dokladamy ,punkt
w nieskoniczonosci” oo, przyjmujac P@oo = P oraz P@® P’ = oo dla kazdego P € K.

Uzywajac takiego dodawania punktéw, operacje z Pana instrukcji mozna
zakodowac tak:

i reQ=r
POoR =5
Sl o) Ql =T
To, ze TP jest szukana styczna, jest rGwnowazne rownosci:
PoP=T,
ktéra uzasadniamy, sumujac réwnoéci [1H3], gdyz dzialanie dodawania punktéw
na krzywej IC, okreslone przez @, jest przemienne, w cudowny sposéb laczne
i dopuszcza skracanie!

Jesli powyzsza odpowiedZ zainteresowala Pana tematem krzywych eliptycznych,
polecam Panu artykul Tomasza Kazany Krzywe eliptyczne w kryptografii z Delty

8/2018. Tymczasem dzigkuje za Panski list i zycze wiele radosci z odkrywania

matematyki.

Niebo we wrzesniu

We wrzeéniu Storice kontynuuje szybka wedréwke na
potudnie, obnizajac przez 30 dni miesiaca wysoko$é
swojego gérowania o ponad 11°. Przelozy sie to na
wydluzenie czasu trwania nocy o prawie 100 minut.
Stonce przetnie w drodze na potudnie réwnik niebieski
23 wrzesnia i na naszej poétkuli Ziemi zacznie sie
astronomiczna jesien.

Gloéwnymi wydarzeniami wrze$nia w tym roku sa
opozycje Jowisza 26. dnia miesiaca oraz Neptuna 10 dni
wczesniej. Jowisz wedruje na tle gwiazdozbioru Ryb

i zblizy sie do Neptuna na niecale 10°. Ostatnia planeta
od Slorica wedruje zas na tle gwiazdozbioru Wodnika
2° na zachéd od gwiazdy 20 Psc. Niestety w tym

roku Jowisz nie stanie si¢ bardzo dobra wskazowka do
odszukania Neptuna, jak to bylo w lipcu 2009 r., gdy
obie planety na krétko dzielit dystans mniejszy niz 1°.
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Mariusz SKAL.BA

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Obecnie przypada wielka opozycja Jowisza, gdyz

20 stycznia przysztego roku planeta przejdzie przez
peryhelium swojej orbity i w opozycji zblizy sie do nas na
mniej niz 4 AU. Jak latwo zauwazyé¢, w tym roku Jowisz
ma najwieksze rozmiary katowe i jasnosé. Poréwnujac te
wielkosci w czasie wielkiej i malej opozycji, otrzymamy
znaczng réznice. W tym roku tarcza Jowisza osiagnie
$rednice katowa 50” i jasno$é —2,9™. Podczas gdy za 6 lat
w momencie opozycji planeta zblizy sie do nas tylko

na 5,2 AU i jej $rednica katowa uroénie do 44", jasnosé
natomiast zwiekszy sie do —2,5™.

Orbita Neptuna znacznie bardziej przypomina okrag
i potozenie tej planety na orbicie podczas opozycji
nie ma wplywu na wielkos¢ i jasno$¢ jego tarczy.
Neptun, jak co roku, $wieci blaskiem +7,8™ i do jego
dostrzezenia potrzebna jest jedynie lornetka.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/kryptologia/2018/07/22/Krzywe_eliptyczne_w_kryptografii/

7 pozostalych planet dobrze widoczne sa Saturn, Mars

i Uran oraz planetoida (4) Westa. Saturn przeszed! przez
opozycje w polowie sierpnia i mozna go obserwowad
przez wigkszo$¢ nocy na tle gwiazdozbioru Koziorozca.
Planeta we wrzesniu zblizy sie do gwiazdy 4. wielkosci

¢ Cap na odlegloéé 1°. W tym czasie jej jasnosé
zmniejszy sie¢ do +0,5™, przy $rednicy tarczy 18”. Saturn
géruje okoto godziny 22, wznoszac si¢ na wysoko$¢ mniej
wiecej 22°.

Planetoida Westa przebywa okoto 9° na poludniowy
wschod od Saturna. Westa takze w sierpniu przeszia
przez opozycje wzgledem Stonca, a we wrzesniu pokona
na niebie 4°, zaczynajac miesiac 1° na zachéd od
gwiazdy 5. wielkosci 41 Aqr, by na jego koniec zblizy¢

sie na niecate 3° do gwiazdy 41 Cap o podobnej jasnosci.

Westa géruje okoto godziny 23, wznoszac sie na niewiele
ponad 15°. We wrzeéniu jej blask stopniowo spadnie

od +6™ do +7™, i do jej dostrzezenia potrzebna jest
przynajmniej lornetka.

Planeta Mars przejdzie przez opozycje wzgledem Storica
8 grudnia, planeta Uran natomiast miesiac wczeéniej.
We wrzesniu Mars porusza si¢ ruchem prostym na tle
gwiazdozbioru Byka, zaczynajac miesiac 2° na poinocny
zachéd od gwiazdy ¢ Tau, stanowiacej péinocny

koniec charakterystycznego ksztaltu litery V, ktéry
tworza najjasniejsze gwiazdy Hiad. Ostatniego dnia
miesigca Mars zblizy sie na niecaly stopien do gwiazdy
5. wielkosci 109 Tauri. W tym czasie jego jasnos¢ uro$nie
od —0,1™ do —0,6™, a $érednica tarczy zwickszy sie od
10” do 12”. Mars 7 wrze$nia przejdzie nieco ponad 4°
na péinoc od Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka.

Uran wciaz przebywa na tle gwiazdozbioru Barana,
okoto 3° na potudniowy zachdéd od gwiazdy Botein

(6 Ari). Planeta $wieci blaskiem +5,7" i wraz z Marsem
najlepiej obserwowaé ja w drugiej czeéci nocy. Uran
goéruje okoto godziny 4, wznoszac si¢ na wysokosé 55°.
W tym samym momencie Mars znajduje si¢ na podobnej
wysokosci, a obie planety dzieli dystans okolo 25°.

Nad samym ranem do polowy miesiaca mozna
obserwowaé¢ planete Wenus, ktéra zbliza sie do
koniunkcji gbérnej ze Storicem 22 pazdziernika. Planeta
wedruje przez gwiazdozbiér Lwa i 5 dnia miesiaca zblizy
sie do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy konstelacji, na
odleglosé 45". Warunki obserwacyjne Wenus sa jednak
trudne. Na poczatku miesigca o Swicie planeta zajmie
pozycje na wysokosci zaledwie 5° i kazdego kolejnego
poranka znajdzie sie coraz nizej, az pod koniec drugiej
dekady wrzesnia zginie w zorzy porannej. Wyglad
tarczy Wenus praktycznie sie nie zmienia. Planeta ma
jasno$é —3,9™  $rednice tarczy 10” i faze okolo 98%.

Ksiezyc zacznie wrzesien w fazie 29% na tle
gwiazdozbioru Wagi. O zmierzchu zajmie on pozycje
na wysokosci 6°, okoto 2° od gwiazdy Zuben Elgenubi,
drugiej co do jasnoéci gwiazdy konstelacji. Ekliptyka
o tej porze roku i doby jest polozona bardzo nisko,

a dodatkowo Ksiezyc kieruje sie na poludnie od niej,

a zatem w pierwszej czesci miesiagca moze on by¢
zaslaniany przez przeszkody terenowe.
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Ksiezyc przejdzie przez I kwadre 3 wrzesnia, zblizajac
sie na niecate 2° do Antaresa, najjasniejszej gwiazdy
Skorpiona. Dwa dni pézniej Ksiezyc zwickszy faze

do 72% i jednoczesnie zblizy sie do Nunki, jednej

z jasniejszych gwiazd Strzelca, by 8 dnia miesiaca,
prezentujac faze 96%, przeciaé linie laczaca Saturna
z Westa.

W potudnie 10 wrzesnia Ksiezyc znajdzie sie po
przeciwnej stronie Ziemi niz Stonce, zajmujac pozycje 4°
w kierunku poludniowym od Neptuna, ktéry réwniez nie
przebije sie przez blask Ksiezyca. Dobe pdzniej tarcza
Srebrnego Globu zmniejszy faze do 97% i wzejdzie 3° od
Jowisza.

W nocy z 14 na 15 wrzednia dojdzie do zakrycia Urana
przez Ksiezyc w fazie 78%. Zjawisko da sie obserwowad
z calej Europy, péinocnej Afryki i péinocno-zachodniej
czedci Azji. W Polsce Ksiezyc przestoni Urana okoto
godziny 23:30, by odstonié¢ go godzine pdzniej.

Trzy kolejne noce Ksiezyc spedzi w gwiazdozbiorze
Byka, zmniejszajac stopniowo faze od 68% do 50%.
Na poczatku drugiej polowy miesiaca, 16 wrzednia,
ksiezycowa tarcza zajmie pozycje miedzy Plejadami
a Hiadami, by dobe p6zniej minaé¢ jasnego Marsa
w odleglosci 3°.

Okres od ostatniej kwadry do nowiu to najciekawsza
czes¢ widocznoéci Ksiezyca w tym miesiacu. Rano
ekliptyka tworzy bardzo duzy kat z widnokregiem,
Srebrny Glob $éwieci wysoko na niebie i jest widoczny
prawie do samego nowiu, ktory przypada 25 wrzesnia tuz
przed péinoca naszego czasu. Szes¢ dni przed nowiem,
19 wrzeénia, tarcza naturalnego satelity Ziemi zmniejszy
faze do 39% i przejdzie niecate 2° na péinoc od Mebsuty
w BliZnigtach. Dobe po6zniej faza Ksigzyca spadnie
ponizej 30%, a pokaze si¢ on 3° na prawo od Polluksa,
najjasniejszej gwiazdy Blizniat.

Poranek 21 wrzesnia Ksiezyc spedzi w gwiazdozbiorze
Raka, przechodzac 5° na pélnoc od stynnej gromady
gwiazd M44. Tego dnia jego faza zmniejszy sie do 21%.
Dwa dni pézniej Srebrny Glob dotrze na odlegltosé 4,5°
do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Jednoczes$nie
jeszcze bardziej zblizy sie do gwiazdy 3. wielko$ci

1 Leonis. Tuz na poludnie od polskich granic przebiegnie
péinocna granica zakrycia jej przez Ksiezyc, ktérego
brzeg w potudniowej Polsce minie 1 Leo w odlegtosci 1’.
W tym momencie tarcza Ksiezyca zaprezentuje si¢

w fazie 7%.

Ksiezyc w fazie zaledwie 3% zdazy si¢ wznie$é na
wysokos¢ 9° 24 wrzesnia o godzinie 5:30. Bardzo

cienki sierp Ksiezyca mozna probowac¢ dostrzec takze
25 wrzesnia. Okoto godziny 6:00, na 18 godzin przed
nowiem, jego tarcza w fazie mniejszej od 1% pokaze si¢
3° nad widnokregiem. Przy dobrym stanie atmosfery
powinno da¢ sie ja dostrzec przez lornetke.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Swobodne i usSpione czarne dziury

W 2015 roku detektory LIGO zarejestrowaly pierwszy
raz w historii fale grawitacyjna (Aktualnosci |Afg).
Uznaje sie réwniez, ze byla to pierwsza bezposrednia
obserwacja czarnej dziury. Wczesniej identyfikowano
czarne dziury w sposéb posredni, obserwujac ich wplyw
na otaczajaca je materie (np. dyski akrecyjne, czyli
materi¢ opadajaca na czarng dziure emitujaca silne
promieniowanie elektromagnetyczne w réznych zakresach
dlugosci fal).

Fale grawitacyjne wystarczajaco silne, aby mogly by¢
rejestrowane przez aktualnie dzialajace detektory, sa
generowane w bardzo specyficznych warunkach — wtedy
gdy dwie czarne dziury (ewentualnie czarna dziura

i gwiazda neutronowa lub dwie gwiazdy neutronowe)
konicza trwajace miliony lub nawet miliardy lat opadanie
na siebie po powoli zaciesniajacych sie prawie kotowych
orbitach. Chwile przed ostatecznym polaczeniem sig
sktadnikéw uktadu podwdjnego emitowane przez niego
promieniowanie grawitacyjne zaczyna by¢ wystarczajaco
silne, aby bylo rejestrowalne dla detektoréw, i zaraz

po polaczeniu znéw jego natezenie szybko spada do
poziomu ponizej czutosci detektoréow. Czas takiej

obserwacji jest rzedu sekund, lub nawet utamka sekundy.

Obecnie dzialajace detektory fal grawitacyjnych nie sa
wiec w stanie wykry¢ istnienia czarnej dziury, ktéra nie
znajduje sie w opisanych powyzej, bardzo specyficznych
okolicznoéciach. Dla takich czarnych dziur pozostaja
réznego rodzaju metody obserwacji posrednich.

Jezeli tzw. gwiazdowa czarna dziura (o masie kilku do
kilkudziesieciu mas Storica) nie jest sktadnikiem ukladu
podwdjnego albo jej partnerem jest zwykla gwiazda,

ale nie ma znaczacego przeptywu materii pomiedzy
gwiazdg a czarng dziura, to wokol czarnej dziury nie
bedzie Swiecacego dysku akrecyjnego, ktéry mozna by
»zobaczy¢” w teleskopach. Okazuje sie jednak, ze nawet
wtedy sytuacja nie jest zupelnie beznadziejna. Z pomoca
przychodzi znowu grawitacja. Taka czarna dziura
zakrzywia bowiem czasoprzestrzen i jezeli znajdzie

sie pomiedzy obserwatorem a znajdujacym sie dalej
zrodlem Swiatla, to wplywa na bieg $wiatta od Zrodia
do obserwatora. Zjawisko to nazywa sie¢ soczewkowaniem
grawitacyjnym, o ktéorym wiele razy wspominaliSmy juz
w Delcie (zobacz m.in. |AS,). Wykorzystujac wlagnie
zjawisko soczewkowania grawitacyjnego, zesp6t polskiego
projektu OGLE dokonat ostatnio dwéch przetomowych
odkry¢.

Obserwacja pierwszej swobodnej czarnej dziury

w naszej Galaktyce to pierwsze z tych odkryé. Ma
ono dluga historie. Gwiazde, ktérej swiatto bylo przez
te czarna dziure wzmocnione, zaczeto obserwowaé

w 2011 roku. Wtedy to zaobserwowano pojasnienie
gwiazdy wskutek przejscia czarnej dziury miedzy
gwiazda a nami, obserwatorami. Ten przypadek
mikrosoczewkowania grawitacyjnego oznaczono
symbolem OGLE-2011-BLG-0462. Przez kolejne
dziewieé lat zjawisko byto regularnie obserwowane
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przez zespél projektu OGLE. Zebrano 15 545 niezwykle
precyzyjnych pomiaréow jasnosci obiektu. Obserwacje te
byly uzupelnione o precyzyjne pomiary astrometryczne
wykonane przez zespot astronomoéw pod kierunkiem
prof. Kailasha Sahu (Space Telescope Science Institute)
przy uzyciu teleskopu Hubble’a oraz dodatkowe dane
zebrane przez niezalezny zespél kierowany przez
doktorantke Casey Lam i prof. Jessice Lu (Uniwersytet
Kalifornijski w Berkeley).

Standardowo przy obserwacji mikrosoczewkowania
grawitacyjnego obserwuje sie pojasnienie zréodta,
spowodowane przez przechodzacy na jego tle
soczewkujacy obiekt. W przypadku bardzo masywnych
soczewek mozliwe jest wykrycie za pomoca niestychanie
precyzyjnych instrumentéw astrometrycznych
dodatkowego efektu — tzw. mikrosoczewkowania
astrometrycznego. Polozenie zrodla swiatta na sferze
niebieskiej w trakcie zjawiska mikrosoczewkowania
ulega bardzo niewielkiej, charakterystycznej zmianie.
Jednoczesne obserwacje mikrosoczewkowania —
fotometryczne i astrometryczne — umozliwiaja
wyznaczenie masy obiektu soczewkujacego

i w ten sposéb okreslenie jego typu. Wyniki
modelowania jednoznacznie wskazuja, ze zjawisko
OGLE-2011-BLG-0462 wywotane zostalo przez
masywny obiekt o masie kilku mas Stonica. Poniewaz
Swiatlo zwyczajnej gwiazdy o takiej masie byloby

z tatwoscig zarejestrowane, soczewka musi by¢ obiektem
nie$wiecacym — swobodna czarng dziura o masie
gwiazdowej.

Drugim odkryciem jest pierwsza obserwacja ,,u$pionej”
czarnej dziury o masie gwiazdowej poza nasza Galaktyka.
Termin ,,uSpiona” oznacza czarng dziure tworzaca

uklad podwdjny ze zwykly gwiazda, w ktérym nie ma
znaczacego przeplywu masy miedzy gwiazda a czarna
dziura. Odkrycie byto mozliwe dzieki szeécioletnim
obserwacjom spektroskopowym wykonanym za

pomoca teleskopu VLT nalezacego do Europejskiego
Obserwatorium Potudniowego (ESO) oraz niemal
dwudziestoletnim obserwacjom fotometrycznym
prowadzonym w ramach polskiego projektu OGLE

za pomocg Teleskopu Warszawskiego w Chile. Uktad
VFETS 243 znajduje sie¢ w mgtawicy Tarantula, bedacej
ogromnym obszarem gwiazdotworczym w Wielkim
Obloku Magellana. Sktada sie on z goracej, niebieskiej
gwiazdy o masie 25 mas Stonca oraz z niewidocznego
towarzysza o masie co najmniej 9 razy wiekszej od masy
Stonca. Badacze przetestowali rézne hipotezy dotyczace
natury tego ciemnego skladnika ukltadu i doszli do
wniosku, ze moze to by¢ jedynie ,uépiona” czarna dziura.
Zasadnicze znaczenie dla udowodnienia tej hipotezy
mialy obserwacje minimalnych zmian jasnosci uktadu
bedacych skutkiem soczewkowania $wiatta emitowanego
przez gwiazde stanowiaca gléwny sktadnik ukladu.

Szymon CHARZYNSKI

Informacja za serwisem Obserwatorium Astronomicznego UW, gdzie
mozna znalezé wigcej szczegbléw oraz zdjecia i animacje.


http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/grawitacja_i_wszechswiat/2016/02/21/Pierwsza_bezposrednia_detekcja_fal/
http://www.deltami.edu.pl/2021a/08/2021-08-delta.pdf
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Zadania

1. Udowodnié, ze 2'¢ — 21 | n'6 — n* dla kazdego

naturalnego n.

2. Wykazaé, ze p(n) < n —+/n dla liczb zlozonych n.
3. Za pomoca definicji funkcji ¢ i wzoru wykazaé, ze

Funkcja Eulera Barttomiej BZDEGA

Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Przez ¢(n) oznaczamy liczbe tych reszt
z dzielenia przez n, ktore sa wzglednie pierwsze z n. Jest to tytutowa funkcja Eulera.

Zachodzi réwnosé ¢(1) = 1, gdyz NWD(0, 1) = 1. Dalej bedziemy rozwazaé wylacznie
n > 1.

Jezeli n > 1 i znamy wszystkie dzielniki pierwsze liczby n — niech beda nimi
P1,D2, - - -, Pk — to warto$¢ funkcji Eulera mozemy wyrazi¢ jawnym wzorem. Aby
go wyprowadzié, wykorzystamy regute wlaczen i wylaczen (zob. kacik 43. w AL).
Niech A4 oznacza zbiér tych reszt z dzielenia przez n, ktére sg podzielne przez d.
Jesli d | n, to |Aq| = n/d. Ze zbioru reszt z dzielenia przez n nalezy wyeliminowaé te
liczby, ktére maja wspdlny dzielnik z n, wiec

pn)=n—|Ap, UA,, U...UA,|.
Nietrudno zauwazy¢, ze Ap, N...N Api] = Apil,_,pij dla ¢1 < ... < ;. Na mocy reguty
wlaczen i wylaczen

k
(+) @) =n-=> (1)
j=1 1<i1<...<i;<k

k
=n-> (-1 Y ”=n<1—1) (1—1>... (1—1>.
j=1 1<i1<...<i; <k Piy - Pi p p2 pn
Ze wzoru (x) wynika, ze jeSli m i n sg liczbami wzglednie pierwszymi, to p(mn) =
= p(m)p(n). O funkcji spetniajacej taki warunek méwimy, ze jest multiplikatywna.
Mozna podaé niezalezny dowdéd multiplikatywnosci funkcji ¢ za pomoca chinskiego
twierdzenia o resztach, o ktérym jeszcze kiedy$ napisze.

Apey |

Zwr6émy uwage, ze dla liczby pierwszej p mamy ¢(p) = p — 1. Male twierdzenie
Fermata (zob. kacik 44. w |AS,) mozna wiec zapisaé nastepujaco: jedli a jest liczba
calkowita wzglednie pierwsza z p, to a®® =1 (mod p). Naturalnym uogélnieniem
tego twierdzenia jest

Twierdzenie Eulera. Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Jezeli a jest liczba
calkowita wzglednie pierwszg z n, to a?™ =1 (mod n).

Dowéd jest bardzo podobny do przedstawionego w poprzednim kaciku dowodu
malego twierdzenia Fermata, trzeba tylko znalez¢ odpowiednik lematu o ciaggu
arytmetycznym.

Lemat. Przy zalozeniach z twierdzenia Eulera — niech r1 <72 < ... <7y;,) beda
wszystkimi resztami z dzielenia przez n wzglednie pierwszymi z n i niech s; oznacza
reszte z dzielenia przez n liczby ar; dlai=1,2,..., p(n). Woéwczas

{81, 82,50y Sw(n)} = {7”17 2,y ... ,7‘@(")}.
Dowdd lematu. Poniewaz a oraz r; sa wzglednie pierwsze z n, liczba ar;,
a w konsekwencji rowniez s; jest wzglednie pierwsza z n. Pozostaje wykazaé,
ze ar; Z arj (mod n) dla 1 < i < j < ¢(n). Gdyby bylo inaczej, to mielibysmy
podzielnosé n | a(r; — r;), z ktérej wynika, ze n | r; — r;, gdyz a i n sa wzglednie
pierwsze. Jednak 0 < r; — r; < n — sprzeczno$c.

Dowdd twierdzenia Fulera. Z lematu wynika, ze

aw(")rlm CTom) = (ar1)(ar2) ... (arq,(n)) =5152...85(n) = T172- .- To(n) (mod n),

wystarczy wigc podzieli¢ obie strony kongruencji przez 7172 ...7,(,), o mozna
uczynié, gdyz jest to liczba wzglednie pierwsza z n.

(Dla liczb pierwszych otrzymujemy p | a? — a — jest to
alternatywna wersja malego twierdzenia Fermata).

5. Ciag (a1, a2,as,...) spelnia nastepujace warunki: a;
jest liczba catkowita dodatnia oraz an+1 = ¢(an) + ¢
dlan > 1, przy czym c > 2 jest pewna ustalona liczba

liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

. Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng, a n = p"'ps? ... pp*
jej rozktadem na czynniki pierwsze. Potézmy
o = max{a1, az, ..., o}t Wykazaé, ze n | afMte _g
dla kazdej liczby calkowitej a.

«
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naturalng. Dowies¢, ze ten ciagg jest od pewnego miejsca
okresowy.

. Wykaz, ze iloczyn r1r2...74,(,) z dowodu twierdzenia

Fulera przystaje do 1 lub —1 modulo n.
(Jest to uogdlnienie twierdzenia Wilsona).


http://www.deltami.edu.pl/2022a/08/2022-08-delta-art-14-kpo.pdf

Jak gteboko powinno siegac¢ wyksztatcenie informatyka? Czy powinien
wiedzied, co to jest zlacze p-n i jak dziata tranzystor? S3 to pytania, ktore
zadaja sobie powazne gremia odpowiedzialne za ksztatcenie informatykow

RICHARD B FEYNMAN

PRZETWARZANIE na uniwersytetach i politechnikach, nie znajdujgc odpowiedzi
INFORMACI satysfakcjonujacej wszystkich. Informatyka, teoria informadji i fizyka
EYNMANA sg dziedzinami, pomiedzy ktérymi trudno zarysowac wyrazna granice.
WIVRU\DV Swietnym przyktadem przenikania sie tych dziedzin jest ksiazka, ktora

i k| powstata na podstawie wykladéw Richarda Feynmana wygtoszonych

Fobina W, Allena - przed Smiercig uczonego). Na podstawie tasm i notatek Feynmana powstata
ksigzka, ktorej pierwsze wydanie ukazato sie w latach dziewiecdziesigtych,
L i byta to kontynuacja legendarnej serii ,Wyktadow Feynmana”. Ksigzka
EPWN przedstawia spojrzenie genialnego fizyka na ,Mozliwosci i ograniczenia
P maszynobliczeniowych’, jak nazywat sie prowadzony przez Feynmana
wyktad. Autor we wiasciwy sobie, przystepny, obrazowy, przemawiajacy
do intuicji i wyobrazni sposéb opowiada o podstawach teorii obliczen oraz o tym, jak te obliczenia sa
wykonywane przez prawdziwe maszyny. Moze sie wydawac, ze ksigzka o komputerach i przetwarzaniu
informacji, ktora powstata kilka dekad temu, bedzie mie¢ juz wytacznie wartosc historyczna. Okazuje sie
jednak, ze tak nie jest. Wiekszo$¢ omawianych w niej tematéw to zagadnienia na tyle podstawowe, ze sie
nie zdezaktualizowaty. Wspotczesni studenci nadal uczj sie o automatach skonczonych, maszynach Turinga,
twierdzeniu Shannona, termodynamice, potprzewodnikach, zlaczach p-n czy tranzystorach na réznych
kierunkach studiéow. Tutaj wszystkie te tematy i wiele innych mamy w jednej publikacji napisanej przez
autora stynacego z tego, ze w swoich podrecznikach stara sie jak najprosciej przekazac¢ podstawowe idee

stanowigce sedno omawianych zjawisk i teorii. Jest to niewatpliwie podrecznik niestandardowy, ktéry mozna
polecic nie tylko wielbicielom serii ,Wyktadéw Feynmana'”

e .‘“ i zarejestrowanych w latach osiemdziesiatych ubiegtego wieku (niedtugo

Richard P. Feynman, ,Przetwarzanie informacji’; pod redakcja Tony ‘ego Heya i Robina W. Allena, PWN, 2022

Analiza matematyczna jest piekna, klasyczng teoria matematyczna g
wyktadana na pierwszych latach studiow kierunkow scistych: matematyce,
fizyce, informatyce, astronomii oraz wielu kierunkach politechnicznych

i ekonomicznych. Jezeli jednak ktos potrzebuje uzyc¢ rachunku
rozniczkowego, ale nie odebrat tego rodzaju wyksztatcenia albo od jego

odebrania mineto juz na tyle duzo czasu, ze czes¢ wiedzy wyparowata, to czy |]|] [: H [] [I N {ll
mozliwe jest szybkie samodzielne uzupemienie tych brakéw? Ksigzka autora
wielu podrecznikéw do fizyki (i artykutow w Delcie), Jerzego Gintera, jest
dobra odpowiedzig na tego typu zapotrzebowanie.

Nie jest to klasyczny podrecznik do analizy matematycznej, ale raczej
przewodnik, przedstawiajacy podstawowe pojecia w taki sposaéb, aby
czytelnika jak najszybciej wprowadzi¢ do praktycznych zastosowan. W tym
celu autor ilustruje kazde wprowadzane pojecie przyktadami jego uzycia.
Czesto odwotuje sie do interpretacji geometrycznej prezentowanych
zagadnien. Ksigzka jest bogato ilustrowana. Autor omawia rowniez
szczegotowo numeryczne metody obliczania pochodnych, catek i szeregow. Uzupetnieniem wydania
ksigzkowego sa pliki (arkusze kalkulacyjne oraz prezentacje), ktére mozna pobrac ze strony wydawnictwa.
Kazdy rozdziat jest zakonczony listg zadan wraz ze szczegétowymi rozwigzaniami.

W doborze materiatow, tempie wprowadzania nowych pojec oraz ilustrujacych ich przyktadow widac
ogromne doswiadczenie dydaktyczne autora. Ksigzka jest napisana bardzo przystepnym jezykiem,

i spokojnie mozna jg polecic juz uczniom szkét srednich. Dla studentéw bedzie ona znakomitym
uzupetnieniem akademickich podrecznikéw do analizy (ale ich nie zastgpi). Nauczyciele natomiast znajda

w niej wiele niestandardowych przyktadow i zadan do wykorzystania na lekcjach z rachunku
rézniczkowego.

Wydanie 2

Jerzy Ginter, ,Nie bdj sie pochodnej” PWN, 2021



	Czy dobrze rysuję obwarzanki?
	Wuja słuchać będziesz!
	Kontrolowalne układy kilkuatomowe
	Zadania
	O podciągach i palindromach słów kilka
	O klasach permutacji
	Biotechnolog na wakacjach
	Zagadkowe i złowróżbne komety
	Hydrodynamika i topologia
	Prosto z nieba: Earendel – Miłośnik Morza czy jednak Gwiazda Poranna?
	Klub44
	List do redakcji: Jak rysować styczne do krzywej x3+y2=1 i Odpowiedź Mariusza Skałby 
	Niebo we wrześniu
	Swobodne i uśpione czarne dziury
	Funkcja Eulera

