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845. Udowodni¢ nieréwnoé¢ dla liczb nieujemnych z1, . .
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wszystkim uporzadkowanym parom (4, j) réznych numeréw 4,5 € {1,...,n}).

846. Ostrostup Sciety, ktérego podstawami sa podobne wielokaty o znanych

polach A i B, zostal podzielony plaszczyznami 7y, ..

.y Tp—1, roOwnoleglymi do

podstaw, na n wieloécianow o réwnych objetosciach; ptaszczyzna 7y lezy miedzy
plaszczyznami w1 i mpyy (dla k=1,...,n—1), gdzie mg, m, to plaszczyzny
zawierajace, odpowiednio, podstawy o polach A, B. Obliczy¢ pole przekroju
ostrostupa kazda z plaszczyzn my.

Zadanie 846 zaproponowal pan Mirostaw Matlega ze Skoczowa.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2022
Przypominamy tres¢ zadan:

841. Dla zadanej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest ciggdw liczb

rzeczywistych (a1, ...,a,) o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb
rzeczywistych (21, ..., zy) zachodzi réwnosé
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gdzie (cyklicznie) a, = a,—, dla r > n.
842. Na plaszczyznie dane sg trzy kola (domknigte, tj. rozwazane wraz
z punktami brzegu). Zakladamy, ze ich cze$é wspélna jest niepusta.
Przesuwamy kazde kolo (niezaleznie) w taki sposéb, ze dla kazdych
dwéch két odlegtosé ich srodkéw po przesunigciu jest nie wigksza
niz przed przesunieciem. Udowodnié, ze przesuniete kola nadal maja
niepusty czes¢ wspdlng.
841. Niech (a,...,an) bedzie ciggiem spelniajacym podany
warunek. Ustalmy liczby k € {1,...,n—1} oraz € € {1,—1}
i podstawmy w réwnaniw: z, =1, 2, = ¢, ; = 0 dla j # k, n.
Poniewaz a;+n = a;, otrzymujemy

n
(1) Z leaiin + ail = 2.
=1

Z kolei wezmy z,, = 1, x; = 0 dla wszystkich j < n; dostajemy

(2) Z la;| = 1.
i=1

Szacujemy z géry lewa strone wzoru (1) (korzystajac
z cyklicznosci ciagu (a;) oraz ze wzoru (2)):
n n n n
Z leaipr + ai| < Z(IMM\ +lasl) = Z las| + Z |as| = 2.
i=1 i=1 i=1 i=1
Lewa strona ma wartosé¢ 2 (wzér (1)), co oznacza,
ze ta nieréwnos¢ musi by¢ réwnoécia; czyli ze
leaitr + ai| = |ai+k| + |ai| dla wszystkich i. Po podniesieniu
do kwadratu i redukcji mamy

€aiyra; = laj+ra;]  dla i=1,...,n.

Skoro to prawda zaréwno dla € = 1, jak i dla ¢ = —1, zatem
ai+ka; = 0 dla wszystkich . Wobec dowolnosci k € {1,...,n—1}
znaczy to, ze w ciagu (a1,...,an) tylko jeden wyraz moze byé
niezerowy. Wobec wzoru (2) ma on modut 1.

Stad wynika postaé¢ rozwazanych ciagéw (a1, ...,arn): na dowolnie
wybranej pozycji liczba £1, poza tym zera; przy tym kazdy

ciag takiej postaci ma wlasno$¢ wymagana w zadaniu. Jest wiec
2n takich ciagéw.

842. Oznaczmy srodki trzech danych két przez A, B, C, za$
ich promienie r4, rg, rc. Wybierzmy i ustalmy punkt P
lezacy w czesci wspdlnej tych kot: AP <ru, BP < rg,

CP < rc. Przesuniecia, o jakich mowa, przenosza srodki do
polozen A’, B’, C'. Ustalmy oznaczenia tak, by AB byt tym
bokiem tréjkata ABC, ktéry w najmniejszym stopniu ulega

18

skréceniu przy tych przesunieciach. Istnieje wigc taka liczba
k<1, ze

3y A'B' =k-AB, A'C'<k-AC, B'C'<k-BC.
Niech D bedzie punktem lezacym po tej stronie prostej AB, co
punkt C, i takim, ze tréjkat ABD jest podobny do tréjkata
A'B'C’. Skoro A'B’ = k- AB, znaczy to, ze A'C' = k- AD,
B'C’ = k- BD, i wobec oszacowaii (3):

(4) AD < AC, BD < BC.
Bedziemy chcieli znalezé punkt @ spelniajacy warunki
(5) AQ < AP, BQ<BP, DQ<CP.

Woéwezas podobienistwo (o skali k), przeksztalcajace trojkat
ABD na tréjkat A’ B’C’, przeniesie 6w punkt @ do potozenia Q’,
dla ktérego, zgodnie z zalezno$ciami (5),

AQ =k-AQ<k-AP <kra <ra,
i podobnie L L

B'Q <rg, C'Q <rc.

Punkt Q' znajdzie sie wiec w czeéci wspdlnej kot o srodkach
A’,B’,C" i promieniach ra,r5,7c, co zakonczy dowdd tezy
zadania. Pozostaje wskazaé¢ punkt @ o wlasnosciach (5).

Jezeli DP < C'P, mozna przyjaé po prostu Q = P.

W przeciwnym przypadku, tj. gdy DP > CP (rysunek), niech

@ bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej £,
symetralnej odcinka C'D. Lezy on po tej stronie owej prostej, co
punkt D. Z uwagi na nieréwnosci (4), po tejze stronie prostej ¢
leza takze punkty A i B. Czworokat CDQP jest trapezem
réwnoramiennym (DQ = CP), bo prosta £ jest tez symetralng
odcinka PQ. Z potlozenia punktéw A, B, D, Q po jednej jej stronie
wynikaja dwie pierwsze z potrzebnych nam nieréwnosci (5);
trzecia za$, jak zauwazyliSmy, staje sie réwnoécia. Tak okreslony
punkt @ ma zatem wymagane wtasnosci; dowdd jest zakonczony.




