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W tym artykule bedziemy rozwazali permutacje zbioru n-elementowego, czyli
funkcje o : {1,...,n} = {1,...,n}, ktére sa bijekcjami. Dla ustalonego n zbiér
wszystkich takich funkcji bedziemy oznaczaé przez S,,. Dana permutacje mozna
reprezentowaé na rézne sposoby, na przykltad poprzez wypisanie jej wartosci na
kolejnych elementach. Permutacje o € Sy taka, ze 6(1) =2,0(2) =4,0(3) =3

i 0(4) = 1, mozemy zapisaé jako 2431. W ten sposéb mozemy utozsamiaé
permutacje w S, z n-elementowymi ciagami o réznych wyrazach ze zbioru
{1,...,n}, dostajac |Sp|=n-(n—1)-...- 1 =mnl

Inny pomyst polega na narysowaniu dwoéch rzedéw liczb i polaczeniu
krawedziami kazdej liczby z gérnego rzedu z przyporzadkowans jej liczba
z dolnego rzedu. Rysunek 1 przedstawia permutacje 2431.

Taki graficzny sposéb prezentowania permutacji ma kilka zalet. Na przyktad
pozwala tatwo obliczy¢ zlozenie permutacji, tj. dla danych permutacji o, 7 € S,
obliczy¢ permutacje 7 o o, ktéra ma te wlasnosé, ze 7 o o(k) = 7(o(k)). Inna
jego zaleta jest mozliwo$¢ zdefiniowania naturalnej relacji zawierania jednej
permutacji przez druga, w dos¢ podobny sposéb do relacji bycia podgrafem.
Zastandéwmy sig, co sie stanie, jesli z rysunku 1 usuniemy jakas$ krawedz wraz

z jej konicami (na przyktad te miedzy 1 na gorze i 2 na dole). Dostaniemy
wtedy rysunek 2. Teraz przenumerujmy po kolei wierzchotki na goérze i na dole.
Widzimy, ze rysunek 3 przedstawia permutacje 321 € S3. Mozemy wigc stwierdzic,
ze permutacja 2431 zawiera permutacje 321, co bedziemy zapisywaé¢ 321 < 2431.
Te obrazkowsa definicje mozemy sformalizowac.

Definicja 1. Niech k < n bedg dwoma dodatnimi liczbami calkowitymi

i niech o € S, i 7 € S, bedg dwoma permutacjami. Jesli istniejg takie

1<z <. ... <z < n, Ze dla kazdych 1 < i < j < k warunek (i) < o(j)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek 7(z;) < 7(z;), to powiemy, ze
T zawiera o, co zapiszemy o =X T.

Czytelnik Zaznajomiony z definicja czeSciowego porzadku natychmiast dostrzeze,
ze relacja = spelnia jego aksjomaty. W szczegélnosci zaznaczmy, ze relacja =< jest
przechodnia, tj. jesli dla pewnych permutacji zachodzi ¢ < 71 7 < %, to takze

o = 1. Dowdd tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Warto tutaj dodaé, ze wedlug Vaughana Pratta (informatyka, ktérego Czytelnik
Zainteresowany algorytmika kojarzy na pewno z algorytmu KMP) < zdaje

sie byc jedynym porzgdkiem czesciowym na permutacjach, ktéry pojawia sie

w prosty i naturalny sposcb. W tym artykule zajmiemy si¢ pewnym problemem

informatycznym, w ktérym pojecie zawierania sie permutacji okaze si¢ pomocne.

Permutacje na stosie

Zalézmy, ze mamy na wejsciu permutacje z .S, zapisang jako ciag 123...n

(te permutacje bedziemy nazywaé identycznoscia i oznaczaé przez id,). Chcemy
za pomoca jednego stosu przeksztalci¢ ja w jakad inna permutacje. W tym celu
w kazdym ruchu mozemy:

o zdjaé liczbe ze szczytu stosu i dopisaé ja do wyjéciowej permutacji albo
e wziaé liczbe z poczatku wejsSciowej permutacji i umiesci¢ ja na szczycie stosu.

Wykonujemy ruchy tak dlugo, az wszystkie liczby z wejéciowej permutacji
zostana przeniesione do wyjéciowej permutacji. Przyktadowy proces
przeksztalcania 123 w 231 jest przedstawiony na rysunkach na marginesie.

W swojej ksiazce Sztuka programowania Donald Knuth zadal nastepujace
pytanie — jakie permutacje mozemy uzyska¢ w opisany powyzej sposob

z permutacji id,,? Wiemy pdki co, ze z permutacji 123 mozemy uzyskaé 231.
Zachecam Czytelnika do recznego sprawdzenia, ze mozemy uzyskac takze
permutacje 123, 213, 132 i 321, ale nie mozemy uzyskaé¢ 312. Okazuje sig, ze
te obserwacje da sie uogdlnié¢, ujmujac w nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Permutacje o € S, da sie uzyskac z permutacji id,, przy uzyciu
jednego stosu w sposcb opisany powyzej wtedy i tylko wtedy, gdy 312 A o.

8



(a) Zaczynamy z permutacja 123 na wejsciu

(b) Zdejmujemy 1 z wejécia na stos

(¢) Zdejmujemy 2 z wejécia na stos

(d) Przenosimy 2 ze stosu na wyjscie
(e) Zdejmujemy 3 z wejécia na stos
(f) Przenosimy 3 ze stosu na wyjscie

(g) Przenosimy 1 ze stosu na wyjscie

Dowdd tego twierdzenia nie jest szczegdlnie skomplikowany, ale wymaga
pewnych intuicji dotyczacych procesu przeksztalcania permutacji z uzyciem
stosu. Zachecam wiec Czytelnika do samodzielnej proby udowodnienia
powyzszego twierdzenia, a dopiero potem do przeczytania ponizszego dowodu.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze jesli 312 < ¢ € S,,, to ¢ nie da sie uzyskaé

w opisany sposob. Zalézmy nie wprost, ze o jednak da sie jako$ uzyskac.

Skoro 312 < o, to mamy takie 1 <i < j <k < n, ze 0(j) < (k) < o(i).

To daje nam, ze liczby o(j) i o(k) musza byé zdjete z wejscia przed o (i).

Z drugiej strony, skoro i < j < k, to (i) musi by¢ zdjeta ze stosu przed o(5)

i o(k). Nietrudno zauwazy¢, ze liczby na stosie leza posortowane, wiec kiedy
zdejmujemy o (i) ze stosu, to o(j) lezy pod (k). W zwiazku z tym o (k) bedzie
wypisana na wyjscie przed o(j), co jest w sprzecznosci z tym, ze j < k.

Teraz pokazemy, jak uzyskaé permutacje o € S, taka, ze 312 A 0. W tym

celu wystarczy zastosowaé nastepujacy algorytm. Po koleidla j =1,2,....,n
wkladamy na stos 0 lub wigcej kolejnych liczb z wejscia, az na jego wierzchotku
pojawi sie o(j). Wtedy liczbe te zdejmujemy ze stosu i zapisujemy na wyjsciu.
Zauwazmy, ze ten algorytm nie zadziata tylko wtedy, gdy dojdziemy do
jakiego$ j i liczba o(j) bedzie juz na stosie, ale nie na jego szczycie. To znaczy,
ze wyzej od o(j) bedzie jakie$ o(k) dla pewnego k > j. Ponadto musi tez byé¢
o(k) > o(j), bo liczby na stosie sa posortowane. Liczba o(k) zostala umieszczona
na stosie, kiedy rozwazaliSmy pewne ¢ < j i zachodzilo o(k) < o(¢). Laczac te
nieréwnosci, dostajemy i < j < k oraz o(j) < o(k) < (i), czyli 312 < 0. To koniczy
dowodd drugiej implikacji. (Il

Klasy permutacji

Niech C bedzie dowolnym zbiorem permutacji. Powiemy, ze C jest klasq
permutacji, jesli jest zamkniety w dol, tj. spelnia nastepujacy warunek:
dla kazdego o € C jesli 7 < o, to 7 € C.

Pierwszym przykladem klasy permutacji jest po prostu zbior wszystkich
permutacji. Taka klase permutacji nazwiemy niewladciwa, zas kazda inna
bedziemy nazywaé wlasciwa.

Naturalnym przyktadem wtasciwych klas permutacji sa zbiory permutacji,
ktére nie zawieraja ustalonej permutacji (czasem moéwi sie unikajg ustalonego
wzorca). Dla ustalonej permutacji 7 przez Av, (1) (od angielskiego avoid)
definiujemy zbiér tych wszystkich permutacji z S,,, ktére nie zawierajg 7.
Formalnie Av, (1) = {0 € S,, : 7 A 0}. Przez Av(7) oznaczamy sume Av, (7) po
wszystkich n, tj. Av(7) = [J,2; Av,(7). Nietrudno zobaczy¢, ze dla dowolnego 7
zbiér Av(r) jest wlasnie klasa permutacii.

To podejscie mozna uogdlni¢ i dla dowolnego zbioru permutacji T' (by¢

moze nawet nieskoniczonego) przez Av,, (T') oznaczamy wszystkie te

permutacje z S,,, ktore nie zawieraja zadnej permutacji z T'. Formalnie

Av,(T) ={o € Sy : VrerT A 0}. Znéw mozemy napisaé: Av(T) = (Jo—; Av,(T).
Jako zadanie dla Czytelnika pozostawiamy sprawdzenie nastepujacej obserwacji —
jesli C jest klasa permutacji, zag T jest zbiorem wszystkich tych permutacji,
ktére nie nalezg do C, to C = Av(T).

Na koniec tej czesci zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie |1 méwi, ze zbior
permutacji, ktére przy uzyciu jednego stosu da sie uzyskaé z id,,, to doktadnie
Av,,(312).

Zliczamy permutacje

Dosé ciekawym problemem kombinatorycznym jest zbadanie, jak dla
ustalonego zbioru permutacji T rosnie |Av,,(T")| wraz ze wzrostem n. Obliczmy
teraz dokladnie |Av,(312)|, wykorzystujac nasze poprzednie rozwazania

o przetwarzaniu permutacji przy uzyciu jednego stosu.

Zastandéwmy sie, jak w zwiezly sposéb mozna opisaé¢ procedure uzyskiwania
permutacji 231 z permutacji 123. MieliSmy do dyspozycji dwie operacje —
wkladania z wejscia na stos (S) i zdejmowania ze stosu na wyjscie (X). Ciag
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Zauwazmy, ze jesli zamiast S i X
pisaliby$my ( i ), to poprawne ciagi
operacji odpowiadaja poprawnym
nawiasowaniom.

O liczbach Catalana pisaliSmy w A?%

w artykule ,,Jak zaparkowaé¢ samochod?”
iw A(fi w artykule ,Bardzo oszcz¢dne
drzewa”.

Rozwigzanie zadania M 1721.

Latwo przekonaé sie, ze p > 2. Oznaczmy
przez b, gdzie 1 < b < p, liczb¢ blokéw, na
jakie podzieliliSmy nasz ciag, i zal6zmy,
ze suma w kazdym takim bloku jest
réwna S. Wtedy

bS=142+...+p=

1
% =0 (mod p),

skad p | S, gdyz p > b.

Wezmy teraz pod uwage pierwszy blok
liczb: 1,2,...,k, dla pewnego k < p o
sumie S réwnej k(l.%rl) W tej sytuacji

p | S wtedy i tylko wtedy, gdy p | (k+ 1)
(gdyz k < p), a zatem, ponownie
korzystajac z nieréwnosci k < p,
dostajemy k = p — 1. W zwigzku z tym
nastepny blok moze zawieraé tylko liczbe
p, skad i z réwnosci sum wynika

p= w, a zatem musi byé p = 3.
Latwo sprawdzié, ze nastepujacy podzial
{1,2}, {3} liczb 1, 2, 3 spelnia warunki
zadania.

operacji, ktéry wykonaliSmy, mozemy zapisac jako ciag dtugosci 6 skladajacy
si¢ z 3 operacji S i 3 operacji X, konkretnie SSXSXX. Latwo zauwazy¢, ze
procedure uzyskiwania permutacji o € S, z permutacji id,, mozemy zapisaé
jako ciag dlugoéci 2n sktadajacy sie z n operacji S i n operacji X. Ponadto nie
mozemy wykonaé operacji X, kiedy stos jest pusty. W zwiazku z tym w zadnym
prefiksie takiego ciagu (czyli podciagu dlugosci k skladajacego sie z k pierwszych
operacji) liczba X 6w nie jest wieksza od liczby S’éw. Ciagi spelniajace te
warunki nazwiemy poprawnymi. Zauwazmy, ze oczywiscie kazdy poprawny ciag
operacji opisuje jakas procedure, ktéra da sie wykonac i ktéra wyprodukuje
jakas permutacje.

Rozwazmy teraz dwa rézne poprawne ciagi c1, ce i spéjrzmy na pierwsza od
lewej pozycje, na ktérej sie réznia. Jeden z nich ma wtedy operacje X, drugi
za$ operacje S. Ten z X’em wypisze na wyjscie jakas liczbe, ktéra zostanie

w tym drugim przykryta na wierzchotku stosu przez inna, co pokazuje, ze

c1 1 ¢g generuja rézne permutacje. Skoro kazde dwa poprawne ciagi generuja
r6ézne permutacje, to zeby obliczyé |Av,,(312)|, musimy policzy¢, ile jest
poprawnych ciggéw dlugosci 2n. Przedstawimy tutaj tylko wskazdéwki, jak
wykonaé¢ odpowiednie obliczenia, pozostawiajac Czytelnikowi doprecyzowanie
szczegdlow (lub siegniecie do artykulu Tozsamosé Cauchy’ego, iloczyn Wallisa
i wzor Stirlinga z AS,, gdzie szczegoly te sa dokladnie przedstawione).

Oczywiscie mamy (27:‘) wszystkich ciagéw dlugosci 2n zawierajacych
n operacji X i n operacji S. Policzymy, ile sposréd nich nie jest poprawnych.
W kazdym takim ciagu mozemy znalezé pierwszg pozycje k z operacja X
taka, ze do pozycji k (wlacznie z nia) liczba X 6w jest wieksza od liczby S éw.
Zamienmy w prefiksie danego ciaggu do tego X’a wlacznie wszystkie X’y na S’y,
a wszystkie S’y na X’y. W ten sposéb dostajemy ciag, ktéry zawiera dokladnie
(n+ 1) operacji S'i (n — 1) operacji X. Zauwazmy, ze ten proces mozna odwrdcié
— dla kazdego ciagu z (n+ 1) S’ami i (n — 1) X’ ami mozemy znalezé niepoprawny
ciag, w ktérym jest po n operacji X i S, z ktérego on powstal. Na przyktad
ciag X XSXSSSXXSSS musial powsta¢ z ciagu SSXSXXXXXSSS. To daje
nam, ze wszystkich poprawnych ciagéw jest:
2n 2n 2n n 2n 1 2n

<n) (n—l) (n) n—&-l(n)_n-l—l(n)'
Jako ciekawostke powiedzmy, ze otrzymany wzor opisuje n-ta liczbe Catalana,
oznaczang C,,. Liczby te pojawiaja sie w naturalny sposéb w réznych
problemach kombinatorycznych, o ktérych mozna by napisa¢ wiele kolejnych
artykutéw.

Hipoteza Stanleya—Wilfa

Udalo nam sie juz udowodnié, ze |Av,(312)| = C,,. Okazuje sie, co pokazali
Donald Knuth i Percy MacMahon, ze dla dowolnej permutacji o € Ss (nie

tylko 312) zachodzi |Av, (0)| = C),. Ogdlnie jednak dla wiekszych n nie ma
analogicznych réwnoéci dla wszystkich permutacji z S, — juz dla Sy mamy

|Avg(1342)] = 512 # 513 = |Ave(1234))].

Wracajac do S3 i liczb Catalana, mozna latwo wykazaé, ze:

4dn + 2

n+ 9 ny

co daje nam C,, < 4™. Mamy wiec |Av, ()| < 4™ dla kazdego o € S3. Zwr6émy
uwage, ze wszystkich permutacji w S, jest n! zas 4™ < o(n!), wiec jest to znaczaco
lepsze oszacowanie od oszacowania naiwnego, przez liczbe wszystkich permutacji
wS,.

W péznych latach 80. XX wieku Richard Stanley i Herbert Wilf niezaleznie
postawili hipoteze, ze dla dowolnego k i dowolnej permutacji o € Sy istnieje
stala K taka, ze |Av,(0)| < K™ dla kazdego n. Hipoteza ta byla otwarta

przez kilkanascie lat, az w koncu zostala udowodniona w 2004 roku przez
Adama Marcusa i Gadbora Tardosa. Mimo tak dlugiego czasu, ktéry uptynal

od postawienia hipotezy do jej rozwiazania, dowod przedstawiony przez Marcusa
i Tardosa okazal si¢ zaskakujaco prosty i elegancki. Bedzie on tematem kolejnej
czescl tego artykutu, ktéra zostanie opublikowana w nastepnym numerze Delty.
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http://www.deltami.edu.pl/2022a/08/2022-08-delta-art-08-bzdega.pdf
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/kombinatoryka/2011/02/01/Jak_zaparkowac_samochod_/
http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2014/02/28/Bardzo_oszczedne_drzewa_I/

