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* Doktorant, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski

»<Kwadrat bez pdl naroznych” to przyktad
figury ulozonej ze wszystkich pentomin
o najmniejszym mozliwym obwodzie.

W dziecinistwie ,odkrylem” dziesieé
réznych siatek szescianu i dopiero kilka
lat po tym ,,dokonaniu” dowiedzialem sig,
ze to jednak nie byly wszystkie. ..

Przykltadowe ksztatty o obwodzie 40
mozliwe do ulozenia z kubomina

W dalszej czesci artykulu Czytelnik moze
odnalez¢é drobne wskazowki.

Kto domaga si¢ jawnego wzoru, moze
wyznaczy¢ minimalny obwéd dla matych
warto$ci pola i z tymi danymi udaé si¢ na
strone https://oeis.org,

Przyktadowe ksztalty o obwodach 38 i 36

Kubomino Piotr PIKUL*

Milos$nicy matematyki rekreacyjnej zapewne zetkneli si¢ z pentominem,

czyli ,,puzzlami”; ktérych kazdy element sklada sie z pieciu stykajacych sie
bokami kwadratéw. Mamy tam do dyspozycji 12 réznych czesci i prébujemy
ulozy¢ z nich konkretne ksztalty (np. prostokat 6 x10, kwadrat o boku 8 bez
pol naroznych albo jakie$ mniej abstrakcyjne zwierzgtka). Oczywiscie ktos
spragniony wiekszych wyzwan moze przejé¢ do heksomin, czyli ksztaltow
zlozonych z szedciu jednostkowych kwadratéw kazdy. Wtedy réznych dostepnych
czedcl jest juz 35 i na dodatek nie mozna z takiego kompletu utozy¢ zadnego
prostokata. Dowdd tego faktu jest standardowy — jesli heksomino polozymy na
szachownicy, to albo przykrywa ono tyle samo pdl biatych co czarnych, albo

o dwa pola wiecej jednego koloru niz drugiego. Heksomin tego drugiego rodzaju
jest nieparzyscie wiele, skad wynika niemoznoéé ulozenia prostokata.

Wsréd heksomin wyrdznia sie jedenascie szezegdlnych — mianowicie siatki
sze$cianu. Ponizej mozna zobaczy¢ ich rodzinne zdjecie.

A R A e

Pozwolilem sobie nazwac¢ tamigtéwke ztozona z siatek szeScianu kubominem,
zapozyczajac od pentomina konflikt pomiedzy nazwa pojedynczego elementu
oraz calej uktadanki. Z kubomin tez nie mozna zbudowaé prostokata, co mozna
uzasadnié¢, pracowicie rozwazajac wszystkie mozliwoéci uzupelniania naroznikdw
prostokata. Jaki jest w takim razie najbardziej elegancki ksztalt, ktory mozna
z kubomin zbudowacé? Pytanie to nie jest szczegllnie matematyczne. Latwiej
sformalizowaé¢ kwestie ciasnego upakowania elementéw. Mozna zauwazy¢, ze
minimalizacja obwodu ulozonej figury jest réwnowazna zwiekszaniu lacznej
dlugoéci styku pomiedzy czesciami.

Czytelnik mogt spotkaé sie z twierdzeniem gloszacym, ze minimalny obwdd
przy zadanym polu ma koto, no ale z kubomin go na pewno nie utozymy.
Mozna udowodnié, ze obwod obszaru ztozonego z 66 kwadratéow jednostkowych
wynosi co najmniej 34. Swoja droga polecam samodzielne znalezienie wzoru

na minimalny obwdd obszaru o zadanej liczbie pdl. Zwarty wzor jest moze
dosé specyficzny, ale klasyfikacja wszystkich ksztaltow, ktore moga realizowaé
minimalny obwdd, jest catkiem ciekawa. A jakby kto$ zechcial przyjrzeé sie
obszarom zlozonym z tréjkatnych pél (tzw. poliamondom), to tam dopiero sie
cuda dzieja! To jednak nie temat na dzisiaj. ..

Gdy zaczatem sie bawi¢ kubominami i postawilem pytanie o minimalny obwdd,
udalo mi sie znalez¢ kilka konfiguracji o obwodzie 40. P6zniej napisalem
program poszukujacy malego obwodu, ktéremu szybko udalo si¢ ulozyé ksztalt
o obwodzie 38. Niedeterministyczny charakter komputerowych poszukiwan
sprawial, ze przy kazdym uruchomieniu znajdowane byly inne rozwiazania,

i w ten spos6b dysponowalem rozrastajaca sie listg konfiguracji o obwodzie 38.
Gdy ich liczba przekroczyta 300, za punkt honoru postawilem sobie znalezienie
cho¢ jednego takiego ustawienia bez ,krzemowego” wsparcia. Znalaztem dwa
rozwiazania, z ktorych zadne nie zostalo wczesniej wygenerowane przez program.
Gdy tak utwierdzatem sie w przekonaniu, ze obwdd 38 jest najmniejszym
mozliwym, sprawdzalem, ile mierza najdtuzsze proste krawedzie lub jak wiele
wierzchotkéw maja skatalogowane figury... nieoczekiwanie program ,wyplul”
jedno rozwigzanie o obwodzie 36. Tym samym poznalem Scistg odpowiedZ na
pytanie o minimalny obwo6d, cho¢ wcze$niej uwazalem, ze zapewne nigdy to nie
nastapi.

Czytelnik dotartszy do tego miejsca, zapewne zastanawia si¢, czy moze obwdd 35
(a nawet 347) tez jest realny, i kontynuujac eksperymenty, komputer w koricu
na niego trafi? Otéz nie jest to mozliwe. Po pierwsze wedrujac wzdluz obwodu,
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»Doskonaly dowéd” korzystalby zapewne
z jakich$ specyficznych wlasnosci siatek
szescianu.

Kazde pojedyncze kubomino jest
wypuklym poliominem, choé zadne nie
jest wypuklym podzbiorem ptaszczyzny.

alibliclidlielifligl

Pogladowy rysunek wierzchotka
prostokata ograniczajacego

Przyktadowy ksztalt o polu 66

i obwodzie 34 (nie mozna go ulozyé

z kubomin). W przypadku prostokata
ograniczajgcego 8 X9 potrzeba
przynajmniej trzech usunietych pdl przy
krétszym boku, aby nie wystapito duze
naroze, cho¢ i tak wystapi wtedy male.
Pozostale trzy pola nie wystarcza, aby
wykluczyé male naroze przy
przeciwlegtym boku

Kilka kubominowych zagadek —
rozwigzanie na stronie [l Ulozenie

z kubomina ksztaltu posiadajacego o$
symetrii nie jest latwe. Wiecej zagadek

w zalaczniku do elektronicznej wersji
artykulu na stronie deltami.edu.pl

musimy tyle samo razy iS¢ ,na pdlnoc” co ,na potudnie”, jak réwniez tyle samo
razy ,na wschod” co ,na zachéd” — obwdd musi byé zatem liczba parzysta, wiec
35 odpada. Jesli zas chodzi o 34, to tutaj nie moge nazwac znanego mi dowodu
eleganckim i blyskotliwym (moze Czytelnik znajdzie lepszy. .. 7). Jego zaleta
jest fakt, ze daje sie przeprowadzi¢ ,recznie”, co nie znaczy, ze da sie wszystkie
szczegoly zmieéci¢ w tym artykule.

Ksztaltéw o obwodzie 34 i polu 66 jest 182 (zob. ciag A100092 na OEIS), ale
na szczedcie nie musimy wszystkich z osobna rozwazaé. Najpierw zauwazmy, ze
kazdy taki ksztalt (oznaczmy go przez F') musi byé¢ ,wypukly”, czyli wszystkie
wiersze i kolumny musza by¢ w jednym kawalku (jest to standardowa definicja
wypuklodci poliomin). Tak rozumiana wypuklo$é jest réwnowazna temu, ze
obwod F jest réwny obwodowi najmniejszego ograniczajacego prostokata
(dlaczego?). Gdyby nasz ksztalt nie byl wypukly, to ,sprasowujac go” do czegos
wypuklego (wyobrazmy sobie, Ze nagle wszystkie pola tworzace F opadaja na
dno ograniczajacego prostokata, a potem jeszcze spychamy je np. na prawo),
otrzymamy ksztalt o mniejszym obwodzie, a 34 jest minimalnym obwodem dla
pola 66.

Z wypuklosci wyciagamy wniosek, ze ograniczajacy prostokat tez ma obwdd 34,
a kandydatéw o dostatecznie duzym polu jest tylko trzech. Najwiekszy z nich
ma pole 8 -9 = 72, czyli odrzucamy co najwyzej sze$¢ pol. Ponadto, aby zachowaé
minimalnos$é obwodu (wypuklosé), odrzucone pola musza tworzyé spéjne obszary
przylegajace do wierzcholkéw prostokata (oczywiscie od wewnatrz). Poniewaz
maksymalnie 6 odrzuconych pél musimy podzieli¢ pomiedzy 4 narozne obszary,
otrzymujemy, ze ograniczajacy prostokat ma wierzcholek, z ktorego nic nie
usunieto, albo taki, ktérego pozbawiono tylko jednego, naroznego pola (al na
rysunku).

Teraz przychodzi kolej na nieco zmudne, systematyczne przeanalizowanie
mozliwych pokryé naroza kubominami. Przykladowo, jesli pole a1 (patrz
rysunek na marginesie) sprobujemy przykryé kubominem ,, T”, to nie bedzie
juz mozliwe pokrycie pola a2 (lub b1, jesli ,T” ustawiliSmy poziomo). Z kolei
gdy pokryjemy al elementem ,,4”, to okaze sie, ze cho¢ teoretycznie pola a3 i bl
mozna pokryé, to oba wymagaja uzycia elementu ,,I”; ktory jest tylko jeden.
Nie wszystkie przypadki sa az tak proste, a gdy rozwazamy naroze z usunietym
polem al (,wyszczerbione”), mozliwosci robi sie nieco wiecej (np. trzeba

wtedy rozwazy¢ umieszczenie czesci ,+7 w rogu). Wazne, ze wszystkie proby
wypelnienia naroza okazuja sie plonne, jesli chcemy pokryé¢ caty kwadrat 6x6
(lub wyszczerbiony 7x7). Co istotne, w calej tej analizie nie trzeba braé¢ pod
uwage polozenia pozostalych wierzchotkéw figury F, ani nawet wymiaréw
prostokata ograniczajacego — mozna jg traktowaé jak nieograniczona.

Niestety moze tak by¢, ze ksztalt o obwodzie 34 nie zawiera jako naroza ani
catego kwadratu 6x6, ani wyszczerbionego 7x7. Mozna pokazaé (rozwazajac
kilka prostych przypadkéw, jeden z nich zilustrowany jest na marginesie),

ze w takiej sytuacji wystepuja co najmniej dwie wersje o jeden mniejsze:
kwadrat 5x5 lub wyszczerbiony kwadrat 6x6. Okazuje sie ponadto (dzieki
wspomnianej skrupulatnej analizie sposobéw pokrywania narozy), ze jedynie
wykorzystanie kubomina ,E” (do pokrycia pola a2/b1) daje jakiekolwiek szanse
na pokrycie kazdej z nich z osobna! Skoro cze$é¢ ,E” jest tylko jedna, pokrycie
calego obszaru nie jest mozliwe, quod erat demonstrandum.

Kto po lekturze powyzszej idei dowodu nabral niecheci do problemu
minimalnego obwodu, moze na pocieszenie sprobowaé rozwiazaé¢ go w prostszych
przypadkach kompletu tromin (dwie czesci po 3 kwadraty) i tetromin (5 czesci
po 4 kwadraty). Tam argumenty sa juz elegantsze, cho¢ od dawna znane. Dla
kompletu starych dobrych pentomin rozwiazanie jest ,malo ciekawe” — realizuja
one swdj teoretycznie minimalny obwod réwny 32. To czyni je jednak bardzo
wyjatkowymi, poniewaz wszystkie heksomina, przy polu wynoszacym 210, nie
sa w stanie osiagnaé¢ obwodu 58, gdyz jedyny ksztalt o takich parametrach to
,hieuktadalny” prostokat 14x15. Z kolei dla rodzin jeszcze wigkszych poliomin
(> 7-omino) uzyskanie teoretycznie minimalnego obwodu jest juz zupelnie
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Ze wszystkich heksomin mozna uzyskac
obwéd 60, ale margines jest zbyt waski,
aby to pomiescié.

Jesli chodzi o uklady o obwodzie 36,
programowi udato si¢ znalezé tylko
4 egzemplarze, przy czym dwa z nich
mozna lekko zmodyfikowaé, nie
zmieniajac obwodu.

Nie zdziwie sie, jesli Znawcy Gier (Nie
Tylko) Planszowych wskaza jakis
zapomniany (7) projekt przypominajacy
opisany w tym artykule.

Przyktadowa rozgrywka dwéch graczy
uzywajacych losowo rozdanych kubomin

Tasowanie poliomin moze byé
niewygodnym rozwigzaniem. Mozna
zastosowaé metode¢ posrednia,
wykorzystujaca na potrzeby
tasowania/losowania karty z rysunkami,
a prawdziwych poliomin mozna uzywac
dopiero przy wykonywaniu ruchu. Albo
ruchy wykonywaé¢, dorysowujac kolejne
ksztalty — jak kto$ nie lubi wycinanek.
Idac dalej, mozna zastapi¢ rysowanie
ukladaniem zapaltek. Wtedy w roli

punktéw moga wystapi¢ niewykorzystane

zapalki.

poza zasiggiem, poniewaz znajduja si¢ wsrod nich czesci z dziurami, ktoére
uniemozliwiaja zbudowanie ksztaltu wypuklego. Zamiast gloéno méwié, ze
dokladne wartosci nie sa mi znane, powiem tylko, ze ciag 4, 6, 12, 20, 32, 60
czeka na kolejne wyrazy.

W przypadku kubomina (i nie tylko) poza poszukiwaniem minimalnego obwodu
mozna prébowaé ustanowié inne ,rekordy”. Na przyktad: Dla jak duzego n
prostokat 1xn mozna przykryé kompletem kubomin? Co sie stanie, jesli
dodatkowo zazadamy, aby utozona figura byla wypukla? Jaka jest najdtuzsza
mozliwa prosta krawedz ulozonej figury (znéw: przy zalozeniu wypuklosci lub
bez niego)? Ile wynosi minimalna liczba wierzcholtkéw? Jaka najmniejsza figura
(poliomino) pomiesci kazde kubomino?

Na deser mozna sobie oczywiscie pouktadaé tez rybki, domki i ptaszki. ..
Ciekawym wyzwaniem jest ulozenie ksztaltu symetrycznego. Po wielu sesjach
uruchomien programu uktadajacego lista rozwiazan o obwodzie 38 liczy

ponad 2600 pozycji. Wsrdd nich jest zaledwie 1 posiadajacy o$ symetrii oraz

4 symetryczne srodkowo. Kilka symetrycznych ksztaltéw (o znacznie wigkszym
obwodzie) udalo mi sie tez ulozy¢ osobiscie.

Tyle mozliwosci, a to tylko ,,standardowe” ukladanki!
Pomiedzy kartami a obwodem kubomina

Rozwazania na temat minimalnego obwodu i pisanie zwiazanych z tym
programéw doprowadzilo takze do pojawienia sie koncepcji wieloosobowej gry.
Cho¢ liczba réznego rodzaju gier, w ktorych poliomina odgrywaja mniej lub
bardziej znaczaca role, jest calkiem pokazna, to wydaje sie, ze pomyst, ktéry
zamierzam tu przedstawié, nie byl wczesniej rozwazany.

Kubomino nie jest niezbedne dla opisanej dalej rozgrywki. Mozna je zastapié
innym zestawem poliomin. By¢ moze da sie wskazaé jaki$ ,lepszy” — cokolwiek
to znaczy. Dobér zestawu (zwlaszcza jego licznosci) — co stanie sie jasne po
dalszej lekturze — jest uzalezniony takze od liczby graczy.

Podstawowa idea jest prosta. Gracze kolejno dokladaja poliomina do juz
istniejacej figury (chyba ze mowa o ruchu poczatkowym). Za kazdy ruch
otrzymuje sie tyle punktéw, ile wylozony element ma wspélnych (jednostkowych)
krawedzi z ustawionymi poprzednio. Gdy ksztalty si¢ wyczerpia, podliczamy
punkty i wygrywa gracz, ktory zdobyt ich najwiecej.

Poniewaz wylozenie pierwszego elementu jest warte 0 punktéw, nalezy je
traktowaé jako ruch dodatkowy. Wydaje sie, ze wszyscy gracze powinni
dysponowaé jednakows liczbg ruchéw punktowanych, czyli liczba uzywanych
czesci powinna dawaé reszte 1 przy dzieleniu przez liczbe graczy. Mozna rowniez
ustali¢, ze kazdy gracz ma do dyspozycji te same elementy, czyli uzywac
zwielokrotnionego zestawu poliomin.

Powyzsze podstawy rozgrywki nadal dopuszczaja mnéstwo wariantéw. Gracze
moga mie¢ ustalone na poczatku (np. na drodze tasowania i rozdawania)
komplety figur, z ktérych moga dowolnie wybieraé czesé wykladana

w konkretnym ruchu. Mozna tez z gory ustali¢ kolejnoé¢ wyktadania klockéw
(wtedy gracze nie potrzebuja oddzielnych kompletéw) albo za kazdym razem
wybieraé¢ nastepny element drogg losowania. W takim oceanie mozliwosci na
pewno kazdy znajdzie co$ dla siebie!

Jesli ktos potrzebuje dla tej gry jakiejs bajeczki (,,fabuly”), to mozna méwié

o grodzeniu dzialek (lub rozstawianiu parawanéw na plazy). Kazdy chce do
tego wykorzysta¢ jak najmniej osobidcie zbudowanego ptotu. Skad biora sie tak
dziwne ksztalty grodzonego terenu? Tu juz trzeba dodatkowej inwencji. By¢
moze hodujemy owce o wyjatkowo matematycznym usposobieniu, ktére wedrujac
po siatce szeScianu, czuja, ze majg wiecej przestrzeni? Jedli do gry uzyjemy
innych ksztaltéw niz kubomino, to sprawa si¢ komplikuje. .. Czytelnik chcacy
dalej rozwijaé te opowiesé robi to na wtasne ryzyko.
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* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

TKreélatc program rozwoju matematyki na
XX wiek, David Hilbert mial powiedzie¢:
Wir missen wissen. Wir werden wissen,
czyli Musimy wiedzied (i) bedziemy
wiedzied.

Rozwigzania kubominowych zagadek ze
strony [2]

Pierwszy stopien do raju
Mariusz SKALBA*

Nauczyciel (N):  Ile jest dwa dodaé dwa?
Jasio (J):  Cztery.
Dobrze.
(u$miecha sie szeroko)
A ile jest dwa dodaé trzy?
...tez cztery?
Zle!
(robi si¢ bardzo smutny)
Nie martw sie. Musisz to wiedzied i bedziesz wiedzialll
(u$miecha sie niesmialo)

“ZuZduZuZ

Sadzac z powyzszej wymiany mysli, mamy tu do czynienia z dobrym
nauczycielem, a Ja$ tez raczej rokuje. Ale dlaczego oceniajac odpowiedzi ucznia,
nauczyciel uzyl kwalifikacji moralnych?

Pytanie to pozostawmy bez odpowiedzi. Minelo 12 lat. Jan studiuje teraz na
uniwersytecie matematyke wyzsza, chociaz jego gléwnym zainteresowaniem
jest ekonomia. Na éwiczeniach z algebry przerabia réwnolicznos$é zbioréw.
Przypomnijmy podstawowsa i wazna definicje:

Zbiory A i B nazywamy réwnolicznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funkcja f: A — B, ktora jest réznowartoSciowa i ,na’.

Jesli A i B sa réwnoliczne, to piszemy |A| = |B|. W przypadku zbioréw
skorniczonych chodzi o to, ze A oraz B maja po tyle samo elementow. Funkcje
réznowartosciowe i ,na”, ktére pojawiaja sie w powyzszej definicji, nazywamy
bijekcjami.
W zwiazku z pojeciem réwnolicznosci studenci w grupie Jana przerabiaja
nastepujace zadanie:

Zalozmy, ze A, B,C, D sq zbiorami, ktore spelniajqg nastepujgce

warunki:

(W1) [4] = |C] oraz |B]| = |D],

(W2) ANB =10 oraz CND=1.

Wykazaé, ze |[AU B| = |C U D|.
Robi sie to tak: Majac bijekcje f: A — C'ig: B — D, okredlamy funkcje

h:AUuB—-CUD
w nastepujacy naturalny sposéb:
f(z) gdy z€A
h =
() {g(z) gdy z € B.
Ma to sens, gdyz kazdy element z € AU B nalezy albo do A, albo do B.
Latwo sprawdzamy, ze h jest bijekcja, i to koriczy dowdd, ze AUB i CUD sy
rownoliczne. Jan odczuwa teraz dyskomfort: Za duzo tych warunkéw! Nie ma
to nic wspdlnego z ekonomiqg mysli! Prowadzacy wyjasnia na przykladzie, ze bez
zalozenia warunku (W2) teza moze nie zachodzié; rozwazmy bowiem zbiory
A=B=C=/{1,2}, D = {3,4}.

Woéwezas zbiér AU B = {1,2} ma 2 elementy, a zbiér CU D = {1,2,3,4}
ma 4 elementy, a wiec AU B i C'U D nie sa rownoliczne! Sytuacja jest o tyle
prymitywna, ze w tym przykladzie wszystkie zbiory A, B, C, D sa skonczone.

I wtedy Jan niepytany przez profesora zabiera glos: Czy trzeba zakladaé (W2)
w przypadku, gdy nie wszystkie zbiory A, B,C, D sq skoriczone? Po krétkiej
konsternacji pada odpowiedz i wyjasnienie:

Wtedy nie trzeba zakladaé (W2). Zaldzmy mianowicie, Ze |A| < |B|. Oznacza to
z definicji, Ze istnieje funkcja réznowartosciowa k : A — B. Zatem B jest zbiorem
nieskoriczonym. Mozna wykazaé, ze wéwczas |AU B| = |B|. Z zaloZenia (W1)
wynika teraz latwo, ze |C| < |D|, czyli znowu |C'U D| = |D|. Mamy wiec teze na
podstawie (W1).
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*1 znowu Hilbertowi przypisuje sie
powiedzenie, ze nikt nie wypedzi
matematykéw z raju teorii mnogosci,
ktéry stworzyl dla nich Cantor.

m Zadania

Student Jan powinien by¢ zadowolony z wyjasnien swojego ulubionego profesora,
ale nie jest: Rozumiem, ze w przypadku |B| < |A| postepujemy analogicznie, ale co
zrobié¢ w przypadku, gdy ani |A| < |B|, ani |B| < |A|?

A teraz odpowiedz profesora rozpromienionego wobec dociekliwosci Jana: To
sie nie moze zdarzyé! A przynajmniej nie, jesli przyjmiemy pewnik wyboru,
czyli zasade mowigcq, ze dla dowolnej rodziny niepustych zbiorow rozlgeznych
istnieje zbior o jednoelementowym przecieciu z kazdym zbiorem z tej rodziny.
Ujmujgce rzecz mniej formalnie, ze zbioréw roztgcznych mozemy wybraé po
jednym elemencie. Opierajgc sie na pewniku wyboru, mozna udowodnié, ze dla
dowolnych zbioréw A, B mamy |A| < |B| lub |B| < |A|. Dowdd implikacji

|A| < |B| = |AUB| = |B| (gdy B jest nieskoriczony)
tez zresztg wymaga zastosowania pewnika wyboru. Majgc zresztq pewng wprawe
w operowaniu tymi pojeciami, mozna pokazac, Ze z twierdzenia:

Jedli A, B, C, D spelniaja warunki:

(W1) [A] = |C] oraz |B| = |D,

(W2) nie wszystkie zbiory A, B, C, D sa skoriczone,

to |AU B| =|CUD|,
wynika pewnik wyboru! Z tego twierdzenia wynika wiec posrednio, zZe kule mozna
podzieli¢ na kilka czeSci, z ktorych mozna ztozyé dwie peine kule o tym samym
promieniu, czyli twierdzenie Banacha—Tarskiego.

Ciekawo$é to pierwszy stopien do cantorowskiego rajut — ugmiech profesora
zasiewa ziarenko watpliwo$ci w ekonomicznym umysle Jana: To mi sie chyba
nie przyda (?), ale to jest ciekawe. Musze sie tego nauczyé! Naucze sie tego!
Niedoszty ekonomista Jan zaczyna chodzi¢ z gtowa w chmurach: Ta wyjsciowa
kula chyba, niestety, nie jest ze zlota. . .

Przygotowat Dominik BUREK

M 1717. Okrag zostal podzielony cieciwg AB na dwa kolowe odcinki i jeden
z nich zostal obrécony o pewien kat wokét punktu B. W tym obrocie obrazem
punktu A jest punkt C. Udowodnié, ze odcinki laczace $rodki tukéw odcinkéw
kotowych ze $rodkiem odcinka AC' sa prostopadle.

Rozwiazanie na str.

M 1718. Dane sa takie liczby rzeczywiste z, y i z, ze liczby x + yz, y + zx

i z 4+ 2y sa wymierne oraz 2 + y? = 1. Udowodnié, ze liczba xy2? réwniez jest
wymierna.

Rozwiazanie na str.

M 1719. Wszystkie liczby naturalne zostaly ustawione w pewnej kolejnoéci. Czy
zawsze moge wskazaé kilka kolejnych liczb (co najmniej dwie), ktérych suma jest
liczba pierwsza?

Rozwiazanie na str. 20]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1053. W grudniu 2021 roku ludno$é Ziemi osiagnela N =~ 7,9 - 10° oséb.
Oszacuj, ile kilogramoéw powietrza przypada na jednego mieszkanca Ziemi.
Promieri Ziemi R ~ 6400 km, przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s?, a ciénienie
atmosferyczne p ~ 10° Pa.

Rozwiazanie na str.

F 1054. W sierpniu, z maksimum w dniach 12-13 sierpnia, na nocnym niebie
mozna zaobserwowaé meteory z roju Perseidéw. Pomiary radiolokacyjne
pozwalaja wyznaczy¢ predkosé przemieszczania sie meteoru wzgledem Ziemi i na
tej podstawie okresli¢ predko$é jego ruchu wzgledem Stonca. Jak na podstawie
pomiaru predkosci v meteoru w znanej odlegltoséci r od Stonica wyznaczy¢ dluga
potos a orbity? Masa Stonca Mg i stata grawitacyjna G sa znane.

Rozwiazanie na str. [I3]
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Przygoda z meteorem
Marek PFUTZNER*

Artykul zachecajacy do amatorskiej astrofotografii,
ktéry ukazal sie w ALY (Kosmiczne selfie), o$mielit

mnie do podzielenia sie z Czytelnikami pewna przygoda,
jaka przytrafila mi sie podczas uprawiania tego hobby.
Poniewaz podobne przezycie moze byé¢ udziatem kazdego,
kto ma chocéby $éredniej jakosci aparat fotograficzny ze
statywem, historia ta moze dodatkowo zacheci Was do
prob fotografii nieba.

Kazdego lata spedzam czedé wakacji, najczesciej

w sierpniu, w Beskidzie Sadeckim. Jak wiadomo,
kazdego roku w sierpniu mozna obserwowaé¢ meteory

z roju Perseid. Jest to jedna z najbardziej popularnych
atrakcji astronomicznych w Polsce, ze wzgledu

na intensywnos¢ tego roju i dogodne warunki
obserwacyjne — jest zazwyczaj cieplo, a niebo bywa
czyste. W 2018 roku maksimum roju przypadato

12 sierpnia. Tego dnia zapowiadano bezchmurng pogode
i bezksiezycowa noc, a wiec najlepsze warunki do
obserwacji Perseid. Zebratem wigc sprzet fotograficzny
i udatem sie na polane Obidza nad Kosarzyskami

w poblizu Piwnicznej. Jest to bardzo dobre miejsce,
polozone wysoko (940 m n.p.m.) i stosunkowo ciemne.

*Instytut Fizyki Do$wiadczalnej, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Umocowatem aparat na statywie, a obiektyw o szerokim
kacie (o ogniskowej odpowiadajacej 14 mm dla

tzw. pelnej klatki) wycelowalem na potludniowy
wschéd. Wybratem czutosé ISO 2000 i maksymalnie
otworzytem przystone (f/2.8). Ustawilem nastepnie
uktad wyzwalania tak, aby przez kilka godzin aparat
robil serie zdjeé o ekspozycji trwajacej 25 sekund

z przerwa okolo 1 sekundy na zapis zdjecia. Podczas gdy
zdjecia robily sie automatycznie, ja mogltem spokojnie
podziwiaé rozgwiezdzone niebo. W pewnym momencie,
tuz przed pélnoca, ciemnosci rozéwietlil silny btysk.

Byt to wspaniaty bolid o dlugim i jasnym $ladzie.

Jego blask byl na tyle mocny, ze towarzyszacy mi syn,
ktory stat obrécony w przeciwng strone, ujrzal $wiatto
odbite od $ciany lasu i zdazyl sie odwrécié, by jeszcze
zobaczy¢ koncéwke toru tego meteoru. Na szczescie
wydarzenie to znalazto si¢ w polu widzenia aparatu

i zostalo uwiecznione na zdjeciu (rys. 1 na okladce).
Bylismy pod wrazeniem tego zjawiska i zastanawiali$émy
sie, jak daleko od nas przelecial ten bolid i jak wysoko
rozblyst? Czy np. mégl zagrozi¢ samolotowi lecacemu
na wysokosci okoto 10 km? Niestety na podstawie jednej
fotografii nie da sie odpowiedzie¢ na te pytania.

Miloénicy astronomii dobrze znaja portal ,,Astronomiczne zdjecie dnia”
(apod.pl/apod/)) prowadzony przez amerykanska agencje NASA, ale warto
polecié¢ go wszystkim. Codziennie ukazuje sie tam ciekawa fotografia na temat
zwiazany z astronomia, opatrzona fachowym komentarzem. Latwo wyobrazicie
sobie moje zaskoczenie i rado$¢, gdy kilka dni pézZniej, 17 sierpnia, zajrzalem
do tego serwisu. Na ten dzien wybrano zdjecie wykonane przez czeskiego
astrofotografa Petra Hordlka 12 sierpnia 2018 roku na przeteczy Kolonickiej

w Parku Ciemnego Nieba na Slowacji (rys. 2 na okladce). Jest to fotografia
tego samego bolidu, ktéry zachwycil nas na polanie Obidza! Potwierdza to tez
zgodno$é czasu zdarzenia z rysunku 2 z czasem zapisanym przez méj aparat.

Majac teraz dwie fotografie tego samego zdarzenia na tle nieba, wykonane
z roznych punktéw, mozemy juz okresli¢ jego polozenie w przestrzeni.

Zrobimy to dla konca sladu meteoru. Wspoélrzedne geograficzne pierwszego
punktu obserwacyjnego po (Obidza) odczytalem w programie Google Earth:
(49°25°22”N, 20°36’44”E), zas$ wspo6lrzedne punktu w Kolonicach px podane
sa na fotografii (rys. 2). Kierunek linii prostej od punktu obserwacyjnego do
konicowego punktu toru meteoru py; mozna wyznaczy¢ poprzez potozenie
gwiazd widzianych w tle fotografii. Pomaga w tym $wietny darmowy
program Stellarium. Po wpisaniu don wspétrzednych punktu obserwacji,

daty i czasu, zobaczymy widok nieba w zadanym momencie. Poréwnujac
ten widok z fotografia, mozemy odczyta¢ wspoélrzedne punktu pys na sferze
niebieskiej. Na obu zdjeciach widaé¢ obiekty o jasnosci do 8™ — wszystkie

mozna odnalezé w Stellarium i odczytaé ich wspdtrzedne. Dla naszego celu

wygodne beda wspélrzedne w tzw. ukladzie horyzontalnym, czyli azymut A —
\ kat w plaszczyznie horyzontu miedzy kierunkiem péinocy a punktem przeciecia
z horyzontem kota wielkiego przechodzacego przez zenit i badany obiekt, oraz
wysokos¢ h — czyli kat miedzy plaszczyzng horyzontu a kierunkiem do tego
obiektu. Analiza obydwu fotografii przyniosta nastepujace wyniki. Linia po — pas
zadana jest katami wyrazonymi w stopniach tuku: (Ao, ho) = (109.38,22.12), za$
linia px — par katami (Ak, hg) = (97.85,59.84). Przyjatem tez, ze kazdy z tych
katéw obarczony jest maksymalnym bledem okolo 10 minut tuku, czyli okoto
0.17 stopnia. Polozenie punktéw poczatkowych i katy kierunkowe wyznaczaja
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http://www.deltami.edu.pl/2021a/10/2021-10-delta-art-03-jabelka.pdf
http://apod.pl/apod/

Rys. 3. Uktady wspélrzednych

wykorzystywane w artykule. Uktad XY Z

to globalny, kartezjanski, geocentryczny

uklad odniesienia. Ukltad ENU to lokalny

kartezjanski uklad ze Srodkiem
w punkcie p lezacym na powierzchni
Ziemi. Nazwa tego ukladu pochodzi

od angielskich stéw East (wschéd), North

(péinoc) i Up (w goére). Tym kierunkom
odpowiadajg osie tego ukladu oznaczone
odpowiednio na rysunku. Meteor jest
widziany z punktu p w kierunku
okreslonym przez azymut A i wysokosé
katowa nad horyzontem h

Réwnanie prostych w ukladzie XY Z

odpowiednio dla Obidzy i Kolonic:

10[t_]:= First[GeoPositionXYZ[
GeoPositionENU[t*eo,no,uo,polll;

1K[s_]:= First[GeoPositionXYZ[
GeoPositionENU[s*ex,nk, uK ,px11];

Odleglosé miedzy dwoma punktami na

tych prostych:

dist[t_,s_]:=

Norm[10[0]+t*(10[1]1-10[0])-
(1K[0]+s*(1K[11-1K[0]))1;

Najmniejsza odlegtodé:

Minimize[dist[t,s],t,s]

Co prowadzi do wyniku:

49.8177, t -> 190210., s -> 86040.5

dwie linie proste, na przecieciu ktérych lezy punkt pas. Scisle rzecz biorac,
prawdopodobieristwo, ze takie proste przetng sie w przestrzeni, jest réwne zeru,
ale mozemy przyjac, ze punkt pys lezy w polowie odcinka laczacego te proste
w miejscu, gdzie odlegltosé miedzy nimi jest najmniejsza.

Dla dalszych obliczen musimy wyrazi¢ rownania tych prostych w tym samym
ukladzie odniesienia. W rachunkach szacunkowych moglibysmy przyjaé¢
przyblizenie plaskiej Ziemi, ale chyba latwiej, a zarazem dokladniej mozna
przeprowadzi¢ dalsza analize za pomoca pakietu Mathematica. Oferuje on
szereg narzedzi do przetwarzania danych geodezyjnych. Pozycja o zadanej
szerokosci (lat) 1 dlugosci (lon) geograficznej (w stopniach tuku) na tzw.
elipsoidzie odniesienia, opisujacej ksztalt Ziemi, jest reprezentowana przez obiekt
GeoPosition[lat,lon]. Jesli chcemy by¢ doktadniejsi, mozemy jeszcze dodaé
wysoko$é punktu nad ta elipsoidg w metrach (w): GeoPosition[lat,lon,w].
Wysokoéé ta, nazywana wysokoscia geodezyjna, jest nieco inna niz wysoko$é
nad poziomem morza, ale mozemy ja odczytaé¢ dla kazdego miejsca na Ziemi,
wykonujac polecenie: GeoElevationData[GeoPosition[lat,lon],"Geodetic"].
I tak: dla punktu na Obidzy dostajemy wysokos¢ geodezyjnag 982.2 m, a dla
punktu na przeteczy Kolonickiej 478.6 m. Przykladowo, pelna definicja

punktu po w tym jezyku brzmi: po = GeoPosition[49.4228,20.6122,982.2].
Kolejng przydatna funkcja jest GeoPositionXYZ[], ktéra podaje wspdlrzedne
w kartezjanskim, geocentrycznym ukladzie odniesienia. O§ X tego uktadu

ma poczatek w $rodku Ziemi i przechodzi przez punkt przeciecia potudnika
zerowego z réwnikiem. O$ Z prowadzi od $rodka Ziemi do bieguna poéinocnego,
a 08 Y jest prostopadta do dwdch pozostalych i skierowana na wschéd. Wartosci
wspolrzednych podane sa w metrach. Piszac wiec GeoPositionXYZ[pg],
otrzymamy wspolrzedne punktu po w ukladzie XY Z. Ostatnia wazna dla

nas funkcja jest GeoPositionENU[e,n,u,p], ktéra reprezentuje potozenie

w lokalnym, kartezjanskim ukladzie, ktorego srodkiem jest punkt p. W tym
ukladzie wartosci e i n oznaczaja odlegloéci w metrach od punktu p

w plaszczyznie horyzontalnej odpowiednio w kierunku wschodnim (east)

i p6élnocnym (north), a u to wysoko$é w metrach nad ta plaszczyzna (up).
Uktady odniesienia XY Z i ENU sa schematycznie przedstawione na rys. 3.

W uktadzie ENU mozemy tatwo opisac linie prosta laczaca srodek

tego ukladu (p) i meteor (ppr) — na przyklad w postaci parametrycznej:

L(t) = p+ tm, gdzie m jest wektorem jednostkowym o wspdlrzednych

(e,n,u) = (sin(A4) cos(h), cos(A) cos(h),sin(h)). Pamietamy, ze A i h to azymut
i wysoko$é katowa meteoru widzianego z punktu p. Dowolny punkt na prostej
biegnacej np. z Obidzy do meteoru mozemy teraz wyrazi¢ we wspdirzednych
ukladu XY Z: GeoPositionXYZ[GeoPositionENU[t*e0,n0,u0,p0]], gdzie t
jest odlegtoscia tego punktu od po podang w metrach. Analogiczne wyrazenie
opisuje prosta z punktu px w Kolonicach do meteoru. Punkt, w ktérym
odleglos¢ miedzy tymi prostymi jest najmniejsza, mozemy réwniez znalezé za
pomocy pakietu Mathematica, wykorzystujac np. funkcje Minimize [].

Obliczenia w naszym przypadku prowadza do wniosku, ze najmniejsza odlegtosé
miedzy prostymi znajduje sie okoto 190 km od Obidzy i okoto 86 km od
Kolonic. Odleglosé ta wynosi 50 m. Przyjmujac, ze pozycja meteoru pys lezy
na $rodku najkrotszego odcinka miedzy prostymi, dostajemy wspolrzedne
punktu pys w uktadzie XY Z. Aby wréci¢ do wspdlrzednych geograficznych,
wykonujemy polecenie: GeoPosition[GeoPositionXYZ[pyl], co prowadzi do
wyniku: GeoPosition[48.881, 22.8527, 75011.9]. Tor meteoru zakonczyt

sie zatem okolo 75 km nad Ziemia, a wiec znacznie powyzej korytarzy
lotniczych! Dokladnosé odezytu pozycji meteoru na tle nieba, réwna 0.17 stopnia
tuku, przeklada sie na blad wysokosci rowny okolo 1 km. Wspétrzedne
geograficzne pys wskazuja na punkt w zachodniej Ukrainie, w poblizu
miejscowoéci Roztoka, potozony okoto 13 km od najbardziej wysunietego na
potudnie skrawka Polski.

W roku 2022 obserwacje Perseid beda utrudnione przez bliski pelni, a wiec
Swiecacy przez calg noc, Ksiezyc. Ale w 2023 roku noc z 12 na 13 sierpnia znowu
bedzie bezksiezycowa. Zachecam do fotograficznego polowania!

7



W ktoéra strone jechat rower? Agnieszka CHUDEK

Ta zagadka pojawita si¢ podczas
Swi@tecznego Maratonu Delty

w grudniu 2021 roku. Nagranie mozna
obejrze¢ na YouTube pod linkiem
youtu.be/ndI8Enf-t-k?t=6703

Slad 1

Slad 2

Slad 3

Slad 4

Wyobrazmy sobie, ze zostaliSmy wezwani na miejsce napadu, z ktérego wlasnie
na rowerze zbiegl zlodziej z torba pelna tupoéw. Zostawil jednak na $niegu taki
oto $lad

Pytanie tylko, w ktérg strone odjechal...?

Oczywiscie mozemy prébowaé zgadywadé, ale prawdziwy detektyw rzadko

zdaje sie¢ na przypadek, zwlaszcza jesli wie, ze mozna by¢ pewnym odpowiedzi.
Sprébujmy zebraé¢ narzedzia, ktére pozwola nam jednoznacznie i do$é szybko
okresli¢ kierunek jazdy. W tym celu przyjrzyjmy sie kilku innym Ssladom

($lady 1-4 naszkicowane na marginesie) i zastanéwmy si¢, ktéry z nich NIE moze
przedstawiaé Sladu roweru.

Zeby to sprawdzié, przeanalizujmy budowe roweru. Zwréémy uwage na przednie
i tylne kolo — sa ze soba sztywno polaczone. Mozna sobie to wyobrazié¢ tak,
jakby punkty styku przedniej i tylnej opony z podlozem byty konicami sztywnego
preta. Mozna zatem powiedzieé¢, ze punkt styku tylnego kola z podlozem
»~patrzy” na punkt styku przedniego kota z podlozem, niewazne, jak to przednie
koto jest obrocone. Widaé, ze w przypadku sladu 2 warunek ten nie jest
spelniony. Wystarczy spojrze¢ np. na ,szczyt gorki” czarnego sladu i zauwazy¢,
ze nie celuje ona w zaden punkt szarego $ladu. Dla szarego $ladu analogiczna
sytuacje mamy na ,dnie doliny”. Zatem $lad 2 nie moze by¢ $ladem jadacego
rowertu.

No dobrze, skoro tak dobrze nam idzie, to pdjdZzmy za ciosem i zobaczmy,

co jeszcze da sie wywnioskowaé z budowy roweru. Czy jesteSmy w stanie
przewidzieé, jak bedzie wygladatl slad roweru jadacego w kotko? Rozwazmy trzy
najczesciej proponowane $lady i opierajac sie pokusie zgadywania, po prostu
zdajmy sie¢ na twarde dowody.

tylna opona przednia opona przednia i
/\ tylna opona
tworzg jeden
przednia opona tylna opona $lad

Wiemy juz, ze przednie i tylne koto sa ze soba polaczone na sztywno i odleglosé
miedzy nimi wynosi tyle samo, czyli [, a tylne kolo ,,patrzy” na przednie.
Przesledzmy wiec ruch roweru po tuku (rysunek obok) i zobaczmy, co z tego
wynika.

Jesli tylne kolo porusza sie po tuku, to przednie kolo réwniez bedzie sie
poruszalo po tuku, ale o wigkszym promieniu.

Wspaniale! Wiemy juz, ktéry $lad odpowiada ktérej oponie, dlatego pozostaje
nam juz tylko dopasowaé¢ do nich dlugos$é¢ roweru.

Na poczatek zastanéwmy sie, ktory z odcinkéw na rysunku obok w ogdle moze
by¢ taka dlugoscia. Skoro wiemy, ze odcinek ten musi taczy¢ oba §lady, to na
pewno nie jest to A. Ponadto wiemy, ze punkt na §ladzie tylnej opony musi
patrzeé na $lad przedniej opony, a to oznacza, ze linia taczaca te dwa punkty nie
moze by¢ przypadkowa, tylko jest to styczna do toru ruchu tylnej opony.

Zatem odpadaja odcinki B oraz C. Jako mozliwa dlugos$¢ roweru pozostaje
odcinek D. Dlaczego mozliwa? Bo zeby mie¢ pewnosé, musielibySmy sprawdzié,
czy ta dtugosé odlozona w kazdym miejscu pasuje do naszego Sladu.

A teraz Drogi Czytelniku, juz w pelni $wiadomie i na chtodno, niczym Sherlock
Holmes, mozesz przyjrzec sie sladowi z poczatku artykutu i wskaza¢, w ktéra
strone uciekt ztodziej!
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http://youtu.be/ndI8Enf-t-k?t=6703

*Ten i kilka innych ciekawych przypadkéw
oméwiono w ksigzce Stana Wagona
Mathematica In Action: Problem Solving
Through Visualization and Computation
oraz w artykule Tractrices, Bicycle Tire
Tracks, Hatchet Planimeters, and

a 100-year-old Conjecture, ktérego
autorami sa Robert Foot, Mark Levi

i Serge Tabachnikov.

Rys. A

/

* Centrum Fizyki Teoretycznej Polskiej
Akademii Nauk

Miejmy nadzieje, ze uda sie go jeszcze ztapad!

Kiedy juz udalo nam si¢ pojmaé zlodzieja i ocali¢ skradzione tupy, przepelnieni
duma i euforig uswiadamiamy sobie, ze pomimo naszych niewatpliwych zastug,
w postaci chtodnego osadu i blyskawicznej dedukcji, réwniez mieliSmy troche
szczescia.

Dociekliwy Czytelnik zauwazyl na pewno, ze gdyby zlodziej uciekal, jadac
idealnie przed siebie, jego §lad bylby jedna prosta linia, i mogliby$my tylko
zgadywaé, w ktorg strone odjechat. Podobnie niemozliwym byloby okreslenie
kierunku jazdy w przypadku $ladéw idealnie okraglych (chociaz trudno
wyobrazaé sobie ztodzieja jezdzacego w kétko w poblizu miejsca zbrodni).

Czy sa to jedyne dwa przypadki, w ktorych niemozliwe jest stwierdzenie
kierunku jazdy? Czy mozliwe, zeby para gltadkich krzywych miala te wlasciwosé,
ze kazda linia styczna do jednej krzywej zawsze przecina druga krzywa w dwoch
miejscach, z dodatkowym warunkiem utrzymania stalej odleglosci po obu
stronach punktu styku wzdtuz linii stycznej? Czy kazda z krzywych musi mieé¢
wtedy stala krzywizne?*

Na koniec wréémy jeszcze na chwile do rowerzysty jezdzacego w kétko (rys. A).
Patrzac na powstale Slady, az si¢ prosi, zeby policzyé powierzchnie miedzy nimi,
a nastepnie rozszerzy¢ rozwazania o dowolne krzywe. Czytelnik z Podzielna

Uwaga na pewno policzyl w miedzyczasie, ze w przypadku sladéw okraglych ta
powierzchnia wynosi 7l?, gdzie [ to dtugosé roweru. Jak to bedzie w przypadku
innych krzywych? (Dla usciélenia, méwimy teraz tylko o krzywych zamknietych.)

Zacznijmy od prostego przypadku. Wyobrazmy sobie, ze jezdzimy ,,w kétko”
po kwadracie, w taki sposéb, ze jak tylne kolo dojedzie do jego wierzchotka,
to obracamy sie na nim o 90° i jedziemy dalej przed siebie. Wtedy przednie
koto na zakretach zakredli tuki jak na rysunku B, a powierzchnia miedzy
§ladami zsumuje sie réwniez do 7l2. Jedli bedziemy poruszaé sie po dowolnej
wypuklej wielokatnej $ciezce (co przedstawione jest na rys. C), to obszar
miedzy sladami przedniego kola i tylnego kola sklada sie z wycinkéow kota

o promieniu /. Poniewaz zewnetrzne katy wielokata foremnego sumuja si¢
do 360°, wycinki te idealnie do siebie pasuja, tworzac jedno pelne koto. Zatem
obszar miedzy $ladami kot przedniego i tylnego dla rowerzysty jadacego po
wypuklej wielokatnej éciezce wynosi 7l2.

Idac za ciosem, mozemy uzyskiwaé¢ coraz lepsze przyblizenia obszaru miedzy
$ladami — uzywajac do przyblizania sladu tylnego kota wielokata o coraz
wigkszej liczbie coraz krétszych bokéw (rys. D) — i przekonadé sig, ze obszar
pomiedzy dowolnymi zamknietymi $ciezkami réwniez wynosi 712, I to wszystko
bez wzgledu na dtugosé sciezek! Ciekawe, jak to bedzie w przypadku Sciezki
wklestej. .. 7

Jezyk Wszechs$wiata Suhani GUPTA*

Trudno jest spogladajac na nocne niebo, nie zachwycié¢ si¢ picknem ogromu nad
naszymi glowami — od migoczacych gwiazd, poprzez planety, az po iskrzacy sie
Ksiezyc i okazjonalne pokazy meteoréw. Spojrzenie na niebo zawsze sklania do
zastanowienia sie nad naszym miejscem we Wszechswiecie i nad tym, ze jesteSmy
malenka czedcia tego wielkiego kosmicznego oceanu. Kosmologia — dziedzina
astronomii, ktéra zajmuje sie¢ pytaniami zwiazanymi z narodzinami, ewolucja

i ostatecznym losem naszego Wszech$wiata — jest jednym z najstarszych
kierunkéw mysli cztowieka. Nie jest to zaskakujace, poniewaz nocne niebo bylo
obserwowane od niepamigtnych czaséw i zawsze zachecato do zastanawiania sig¢
nad jego rozlegtoscia. Od czaséw starozytnych Grekéw przez sSredniowiecze az po
wspolczesna nauke kosmologia przeszia dluga droge od nauki fenomenologiczne;j
— pozbawionej danych i ograniczonej do mysli i wyobrazni — do precyzyjnej nauki
ilosciowej i big-data, w ktorej przeprowadzamy eksperymenty i obserwacje,

aby przetestowaé nasze teorie i przewidywania. A to stalo sie mozliwe dzieki
szybkiemu rozwojowi tej dziedziny w ubieglym wieku.
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Wszechswiatem rzadza cztery rézne rodzaje oddziatywan:

elektromagnetyczne, silne, stabe i grawitacyjne.
Oddziatywania silne i stabe maja krotki zasieg

i dominuja w skali rozmiaru jagder atomowych.
Elektromagnetyczne i grawitacyjne sa oddzialywaniami
dalekozasiegowymi. Sily elektromagnetyczne znosza sie
w duzych skalach z powodu neutralnosci tadunkowej we
Wszechswiecie (liczby tadunkéw ujemnych i dodatnich
zawartych w duzych objetosciach sa praktycznie takie
same). Grawitacja, ktéra roézni sie najbardziej od
pozostaltych trzech sil, dominuje w duzych skalach,
kieruje dynamika galaktyk i gromad galaktyk,

ich powstawaniem i ewolucja, co z kolei znajduje
zastosowanie w tworzeniu podstaw kosmologii. Dlatego
tez to grawitacja moze zostaé¢ uznana za jezyk naszego
Wszechswiata jako catosci.

Grawitacja jest jednym z najbardziej fascynujacych, a jednoczesnie

intuicyjnych zjawisk fizycznych. Jest niezbedna, poniewaz istnieje, jesli
cokolwiek istnieje: dziala pomiedzy wszystkimi i wszystkim i elegancko

taczy nas z naszym kosmosem, dominujac w kosmicznym balecie planet,

gwiazd, galaktyk, gromad galaktyk itd.

Na scenie przygotowanej przez prace Galileusza nad
prawami grawitacji i ruchu Sir Izaak Newton jako
pierwszy zaproponowal, ze te same prawa fizyczne
rzadza dynamika jabtka spadajacego na ziemie, Ksiezyca
krazacego wokét Ziemi, jak réwniez planet krazacych
wokoél Stonca. Teoria Newtona nie tylko pomogtla

nam zrozumie¢ prawa ruchu, ale takze ugruntowata
kopernikanska zasade, ze nie ma zadnego szczegblnego
miejsca we Wszechswiecie i wszyscy podlegamy tym
samym prawom fizycznym niezaleznie od naszego
potozenia. Prace Newtona utorowaly réwniez droge

do podjecia proby zrozumienia dynamiki przestrzeni
kosmicznej, a tym samym spojrzenia poza naszg kolebke
i zrozumienia obszaréw do tej pory nieosiggalnych dla
czlowieka. Musialo jednak mina¢ jeszcze ponad 200 lat,
abyémy uswiadomili sobie ogrom calego Wszechswiata.
Oprécez zastosowan w wiekszosci codziennych czynnoéci,
a takze w misjach lotniczych i kosmicznych teoria
Newtona stala sie podstawa astronomii i doprowadzita
do odkrycia planety Neptun. Prace Newtona byty
réwniez wystarczajace do wykonania gigantycznego
skoku ludzkoéci, jakim byta podréz na Ksiezyc

i z powrotem.

Teori¢ grawitacji Newtona przesladuje jednak pewien
problem okreslany mianem upiornego dzialania na
odleglosé: w teorii tej sila przyciagania grawitacyjnego
odczuwana przez odlegly obiekt zmienia sie¢ natychmiast
(bez zadnego opdznienia), kiedy zmieniaja sie wlasnosci
(np. polozenie) zrédla przyciagania. Ponadto w tym
paradygmacie przestrzen i czas sg rozdzielnymi,
absolutnymi i niezmiennymi bytami: przestrzen

jest odrebna od cial znajdujacych sie w niej, a czas
plynie jednostajnie bez wzgledu na to, co dzieje sie

w $wiecie.

Jednak, zgodnie z teorig Alberta Einsteina, przestrzen
i czas stanowia jeden byt zwany czasoprzestrzenia,
ktora nie jest niezmienna, lecz dynamiczna: moze

sie zaginac¢, kurczy¢ lub rozciagad, a jej zmiennoscé
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zalezy od obecnosci materii. Wedlug Einsteina materia
rzadzi geometria czasoprzestrzeni, a czasoprzestrzen
rzadzi dynamiks materii w niej zawartej. W 1915 roku
zaproponowal on elegancka ogdélng teorie wzglednosci,
wedlug ktorej grawitacja nie jest sita, lecz jest wynikiem
zakrzywienia czasoprzestrzeni. To wladnie ta krzywizna
powoduje, ze Ksiezyc porusza si¢ w czasoprzestrzeni
ugietej przez mase Ziemi, satelita krazy wokoét planety,
a w ogblnosci planety wokél gwiazd, gwiazdy wokdl
centréow galaktyk i tak dalej. Teoria grawitacji Newtona
jest szczegllnym przypadkiem teorii Einsteina w stabej
grawitacji i dziala $wietnie na Ziemi lub w Ukltadzie
Stonecznym. Jednak prawdziwe zastosowanie ogdlna
teoria wzglednosci znajduje w badaniach egzotycznych
obiektéw, najgestszych we Wszechswiecie, takich

jak czarne dziury lub gwiazdy neutronowe, ktore
bardzo mocno zaginaja otaczajaca czasoprzestrzen.
Roéwniez Globalny System Pozycjonowania (Global
Positioning System, GPS), ktéry ratuje nas przed
zgubieniem sie w nieznanym terenie, dziala dzieki
uwzglednieniu poprawek teorii wzglednosci. Jak wiec
widaé, teoria wzglednosci ma konsekwencje w naszym
codziennym zyciu, ale jej prawdziwa glebie doceniamy
podczas studiowania zjawisk fizycznych zachodzacych
w przestrzeni kosmicznej.

Teorie Einsteina mozna przedstawi¢ w postaci
ponizszego, niezwykle prostego i eleganckiego,
rownania:

8tG
G,UJ, + Aguy = —CTTH,/.

Czlony po lewej stronie znaku réwnosci opisuja
krzywizne czasoprzestrzeni, natomiast prawa strona
réwnania przedstawia zachowanie si¢ i rozklad

materii we Wszechswiecie. Réwnanie Einsteina laczy

te dwa Swiaty, co zostalo Swietnie podsumowane

przez Johna A. Wheelera: Space-time tells matter

how to move; matter tells space-time how to curve.
(Czasoprzestrzein méwi materii, jak si¢ poruszaé; materia
moéwi czasoprzestrzeni, jak si¢ zaginac.)

Nawet teraz, po ponad stu latach od powstania, teoria
wzglednoéci wytrzymuje probe czasu i zdaje celujaco
wszystkie przeprowadzane testy — zaréwno w zakresie
slabej grawitacji, jak w Ukladzie Stonecznym (np.
wytlumaczenie precesji orbity Merkurego, soczewkowanie
grawitacyjne, grawitacyjne opéznienie czasu), jak tez
w zakresie silnego pola: w przypadku czarnych dziur

i gwiazd neutronowych (np. kinematyka pulsaréw
podwdjnych, detekcja fal grawitacyjnych, precesja
Schwarzschilda w poblizu centrum Drogi Mlecznej,
obserwacja cienia czarnej dziury w galaktyce M87).
Ponadto przewidywania teorii dotyczace wczesnego
Wszechswiata oraz powstawania i ewolucji struktur
wielkoskalowych zostaly wzmocnione przez wyniki
réznych badan obserwacyjnych prowadzonych

na przestrzeni lat.

Biorac pod uwage teorie wzglednoéci jako podstawe
dziedziny kosmologii, stosujemy si¢ do podstaw



tworzacych model standardowy kosmologii, ktére zostaly
potwierdzone przez wiele réznych obserwacji.

Zgodnie z modelem standardowym nasz Wszech$wiat,
wszystko co znamy, a nawet czas, powstaly okoto

13,8 miliarda lat temu w zjawisku okreslanym jako
Wielki Wybuch. Wczesny Wszech$wiat byt niezwykle
goracy i gesty. W miare uplywu czasu ochtadzal sie,
rozszerzal i stawal sie coraz mniej gesty. Ze wzgledu

na bardzo wysoka temperature i energie na poczatku
istnialy tylko czastki elementarne. Wraz z uptywem
czasu i zmieniajacymi sie warunkami czastki elementarne
nie mogly istnie¢ swobodnie i zaczely sie taczyé, tworzac
skladniki jader atomowych, a potem jadra i atomy,

a w koncu gwiazdy, skomplikowane czasteczki chemiczne,
planety, galaktyki — czyli Wszechswiat, jaki znamy
dzisiaj.

Cala materia, ktéra bezposrednio obserwujemy, od
atoméw po galaktyki, sktada sie z czegos, co nazywamy
barionami. Stanowi ona tylko 5% calej szacowanej

przez kosmologow zawartosci Wszechswiata. Wiekszoéé
materii jest ciemna, tzn. nie oddzialuje ze Swiattem.
Jest jej prawie 5 razy wiecej niz zwyklej (barionowej)
materii, ktéra oddzialuje z fotonami. Skad wiec —
biorac pod uwage brak bezposrednich obserwacji lub
eksperymentalnych detekcji — wiemy o jej istnieniu?
Polecamy artykuly Wojciecha Hellwinga o historii badan nad ciemna
materia, AL) i|Afo)

Ciemna materia oddzialuje grawitacyjnie ze zwykta
materia, zapewniajac m.in. stabilno$¢ struktur
wielkoskalowych, co wnioskujemy z obserwacji
zwiazanych z dynamika galaktyk i gromad galaktyk.

W czasach, kiedy Einstein tworzyl teori¢ wzglednosci,
dominowal poglad, ze Wszechswiat jest statyczny

i niezmienny: ani si¢ nie rozszerza, ani nie kurczy.
Jednak w 1929 roku Edwin Hubble, pracujacy

w Obserwatorium Mount Wilson w Kalifornii, odkryt, ze
Wszech$wiat rozszerza sig, a dodatkowo ze dalsze obiekty
oddalaja sie od nas w znacznie wiekszym tempie niz
obiekty znajdujace sie w naszym sasiedztwie. Oznacza
to, ze wszystko oddala sie od siebie w skalach czasowych
znacznie wigkszych niz skala ludzkiego zycia. Brzmi to
ekstremalnie, prawda? Ale ku naszemu zaskoczeniu to
tylko wierzchotek gory lodowe;j!

W 1998 roku dwie niezalezne grupy badawcze odkryty,
ze Wszechswiat nie tylko sie rozszerza, ale do tego
rozszerzanie przyspiesza (tempo ekspansji Wszech$wiata
roénie z czasem). Odkrycie to wstrzasneto cala
spolecznoscia naukowsa, poniewaz bylo ono bardzo
nieintuicyjne — grawitacyjne przyciaganie oddalajacych
sie od siebie galaktyk powinno spowalnia¢ tempo
ekspansji. Zaobserwowanego przyspieszania nie
potrafiono wyjasni¢ za pomoca proponowanych wtedy
modeli. Standardowy model kosmologiczny zostal wiec
rozszerzony o coS$, CoO nazywamy ,,ciemng energig”.
Odpowiada ona za kosmologiczne przyspieszenie,

a co najbardziej szokujace, stanowi prawie 68%

energii zawartej w dzisiejszym Wszech$wiecie. Nawet
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po 24 latach od tego odkrycia odpowiedZ na pytanie

o to, czym jest ciemna materia, pozostaje jedna

z najistotniejszych tajemnic wspélczesnej fizyki, zaréwno
na froncie teoretycznym, jak i obserwacyjnym.

Nie tracimy nadziei na rozwiazanie tej zagadki.

W miedzyczasie powstala bowiem ogromna ilosé
literatury na temat modelowania i zrozumienia nieznanej
fizyki zwiazanej z réznymi procesami zachodzacymi

w najwiekszych skalach. StworzyliSmy réwniez

potezne komputery, ktére moga wykonywaé zadania
znacznie przekraczajace ludzkie mozliwosci. Symulacje
komputerowe umozliwily generowanie sztucznych replik
naszego Wszechswiata w celu badania jego rzeczywistych
wlasciwosci i modelowania jego ewolucji.

Wymagania zaréwno teoretyczne, jak i numeryczne
doprowadzily do zbudowania wydajnych narzedzi
eksperymentalnych i obserwacyjnych, ktére bezposrednio
mierzg obserwowalne zjawiska zwigzane z wieloma
waznymi procesami astrofizycznymi i kosmologicznymi.
Na froncie obserwacyjnym polegamy na teleskopach
dziatajacych w calym spektrum elektromagnetycznym,
a takze korzystamy z rozwijajacej si¢ od 6 lat astronomii
fal grawitacyjnych, w ktérej do pomiaru zjawisk
astrofizycznych wykorzystujemy bezpos$rednio grawitacje
zamiast Swiatta. Teleskopy elektromagnetyczne sa
wykorzystywane we wszystkich pasmach czestotliwosci
do badania réznych skal dlugosci i czasu we
Wszech$wiecie — za pomocy teleskopdéw umieszczonych
na Ziemi i w przestrzeni kosmicznej bada sie obiekty
pozaziemskie, takie jak nasz wlasny Uklad Stoneczny:
nasz Ksiezyc i Stonce, pobliskie planety i ich ksiezyce,
obiekty takie, jak asteroidy, komety, meteory i inne
ciala niebieskie. Przy uzyciu poteznych teleskopdw
mozliwe jest réwniez wyjsécie poza Uklad Stoneczny

i badanie struktury oraz mierzenie odlegtosci do
pobliskich i odleglych gwiazd, patrzenie na ich narodziny,
cykle zyciowe i Smieré¢; obserwowanie galaktyk, ich
centréw, morfologii i dynamiki; badanie osrodka
miedzygwiezdnego i miedzygalaktycznego, oraz
zwigzanej z tym fizyki. ZaobserwowaliSmy podobne do
Ziemi planety krazace wokél innych gwiazd, co daje
nam nadziej¢ na wykrycie pozaziemskich form zycia.
Udatlo nam si¢ zbada¢ egzotyczne obiekty, takie jak
kwazary, ktérych obserwacje sa zrédlem informacji

o odleglych zakatkach kosmosu i formowaniu sie
pierwszych galaktyk. UchwyciliSmy pierwszy obraz cienia
czarnej dziury znajdujacej sie w galaktyce oddalonej

od nas o 54 miliony lat $wietlnych (M87). Jedna

z najwcze$niejszych informacji na temat kosmosu, ktora
otrzymujemy za pomoca $wiatta, jest promieniowanie

z momentu, w ktérym Wszech$wiat stal si¢ po raz
pierwszy przejrzysty dla promieniowania. Jest ono
okreslane jako kosmiczne mikrofalowe promieniowanie
tta (cosmic microwave background, CMB). Rézne
kosmologiczne misje ziemskie i kosmiczne zostaty
zaprojektowane specjalnie do badania CMB, co
ostatecznie przeksztalcito kosmologie z nauki jakosciowej
w dziedzine precyzyjnych pomiaréw o doktadnosci
procentowej, albo i lepszej.


http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/grawitacja_i_wszechswiat/2019/06/25/Krotka_historia_ciemnej_materii/
http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/struktura_materii/2019/07/29/Ciemnosc_widze_widze_ciemnosc/
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Rozwigzanie zadania F 1053.
‘W poréwnaniu z promieniem Ziemi
atmosfera jest bardzo cienka — umownie
przyjmuje sig¢, ze 100 km nad
powierzchnig Ziemi ,rozpoczyna si¢”
Kosmos. Na tej wysokosci przyspieszenie
grawitacyjne wynosi okoto
9(6400/6500)% ~ 9,7 m/s?. Nie popelnimy
wiec duzego btedu, przyjmujac
g~ 10 m/sz dla calej grubosci atmosfery.
Nacisk calej atmosfery na powierzchnie
Ziemi réwny jest w przyblizeniu ciezarowi
atmosfery, tj. iloczynowi jej masy m
i przyspieszenia ziemskiego g. Tym
samym:

m & 47rR2p/g.

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy m ~ 5,15 - 108 kg, a wiec
ok. 6,5-10% kg powietrza na jednego
mieszkanca Ziemi.

O modelach Wszech$§wiata bez ciemnej
energii pisal Andrzej Krasinski w Ais'

w

Rozwigzanie zadania M 1718.
Zauwazmy, ze

(l:yzz = :1;y22 +z—2z=
=ayz’ + (2® + Pz — 2 =
= (yz +x)(zz +y) — (zy + 2),

wiec J;yzz jest liczbag wymierng na mocy
warunkéw zadania.

Uwaga: Z warunkéw problemu nie wynika,
ze liczby x, y, z sa wymierne.

Na przyktad warunki te spelnia tréjka
5y =

liczb: z = Hf\ﬁ z=1.

Granicom poznania poswigcony byl caty
numer A%?

Astronomia fal grawitacyjnych ukazuje zupelnie inne procesy zachodzace

w przestrzeni kosmicznej. Fale grawitacyjne pomagaja nam ,zobaczy¢”
najbardziej gwaltowne wydarzenia: eksplodujace gwiazdy supernowe, zderzajace
sie czarne dziury i gwiazdy neutronowe. Ponadto maja one potencjat do
zbadania bardzo wczesnego Wszechswiata, w epoce wczesniejszej od CMB,

co pozwoliloby by¢ moze rozwiktaé kilka zagadek, wlaczajac te dotyczaca
pochodzenia Wszech$wiata. Ziemskie obserwatoria fal grawitacyjnych LIGO

i Virgo otworzyly nowa dziedzine astronomii, a przyszle misje, takie jak
kosmiczne obserwatorium LISA, obejmg znacznie nizsze zakresy czestotliwosci,
inne zrédla fal grawitacyjnych i zapewne wiele egzotycznych niewykrytych do tej
pory zjawisk.

Dzieki poteznym narzedziom, Smialym pomystom i wizjonerskim myslicielom
solidny i uzupelniajacy sie rozwéj na froncie teoretycznym, numerycznym,
eksperymentalnym i obserwacyjnym dazy do dalszego zrozumienia natury
ciemnej materii i ciemnej energii: dwoch sktadnikow, ktore odpowiadaja za okolo
95% masy-energii Wszech$wiata. Specjalne eksperymenty, przeprowadzane na
Ziemi i w kosmosie, maja na celu zdobycie bezposrednich dowodéw na istnienie
ciemnej materii, a wiele obecnych i nadchodzacych badan ma za zadanie
zbadanie wzrostu, ewolucji i grupowania sie struktur wielkoskalowych podczas
kosmicznej ewolucji, w celu lepszego okreslenia cech ciemnej materii oraz ciemnej
energii. Juz teraz mamy nadmiar danych obserwacyjnych, ktére naktadaja
solidne ograniczenia na te dwa kosmiczne byty. Z drugiej strony, proponuje

sie rowniez wiele teorii alternatywnych wobec obecnej teorii grawitacji, ktére
wyjasniaja nasz Wszechswiat bez odwolywania si¢ do ciemnej materii i ciemnej
energii, ale teorie te wymagaja solidnych dowodéw. Jak dotychczas zadna

z nich nie jest jeszcze na tyle przekonujaca, by podwazyé¢ standardowy model
kosmologiczny i znajdujaca sie u jego podstaw teorie grawitacji, czyli teorie
wzglednoéci Einsteina.

W przeciwienstwie do innych dziedzin nauki w astronomii i kosmologii
badacze nie moga przeprowadzaé¢ testow w laboratoriach i sa ograniczeni do
obserwacji: niestety nie mozemy w sposéb kontrolowany odtworzyé¢ zdarzenia
kosmologicznego ani wyprébowaé naszej teorii w innym wszechswiecie. Dlatego
zastanawiamy sie nad tym, czy procedura udowadniania poprawnoéci modelu
w kosmologii nie powinna by¢ przeprowadzana inaczej. Mozemy mieé szczescie,
jesli wykryjemy i zaobserwujemy niektore z naszych hipotez, a moze bedziemy
mieli jeszcze wigcej szczescia, odkrywajac zupelnie nows fizyke, ktéra zmieni
dotychczasowy tok mys$lenia.

Poniewaz Wszechswiat ewoluuje w niewyobrazalnie wielkich rozmiarach

i absurdalnie dlugich okresach czasu, jesteémy bardzo ograniczeni jako

ludzie — te skale sa poza naszym doswiadczeniem i intuicyjnym zrozumieniem.
Jednakze, pomimo naszych ograniczen, dokonaliSmy znaczacych postepow

w dziedzinie kosmologii, a przyszle ekspedycje dostarcza kolejnych przetomow.
Odkrycie rozszerzajacego sie Wszechswiata, CMB i przyspieszonej ekspansji
Wszechswiata dokonane w ostatnim stuleciu, a takze sformutowanie
precyzyjnego standardowego modelu kosmologicznego oraz odkrycie fal
grawitacyjnych w tym stuleciu wyraznie pokazuja mozliwosci ludzkiego umyshu
i to, jak daleko pomdgl nam on przesunaé granice naszego poznania.

W ciagu ostatnich 400 lat doprowadziliémy do powstania zasady kopernikanskiej,
ktéra uswiadamia nam znikomosé znanej nam rzeczywistoSci w poréwnaniu

z najwspanialszym z kosmoséw. Badania kosmologiczne pozwalaja nam docenié,
ze natura byla na tyle uprzejma, aby podaza¢ za tymi samymi prawami

w kazdej czesci Wszech$wiata, co napedzato odkrycia naukowe w przeszlosci

i bedzie napedzalo réwniez w przyszlosci. Porywajace jest takze odkrycie,

ze materia, z ktérej sie sktadamy, powstala kiedy$ we wnetrzach gwiazd,

a wszystko, co znamy: ziemia, powietrze, woda, inni ludzie, zwierzeta, rosliny,
cala nasza planeta i Uklad Stoneczny, zawdzieczaja swoje istnienie odlegtemu
Stonicu. Wspolczesna nauka umozliwia przesledzenie tego procesu do poczatku
Wszechéwiata, co czyni nas wszystkich nieodlaczna czeécia naszego kosmosul!
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http://www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/grawitacja_i_wszechswiat/2015/12/29/Postepy_kosmologii_po_roku_1974/
http://www.deltami.edu.pl/2021a/12/2021-12-delta-art-01-czerwinski.pdf

Zyclie na
ZY \~A®136

Rozwigzanie zadania F 1054.
Wiemy, ze na orbicie kotowej
o promieniu 7 predko$é satelity Stonca

wynosi v? = GMg/r. Zajmijmy sie wiec
orbitg eliptyczng. Podczas ruchu w polu
grawitacyjnym energia catkowita meteoru

o masie m ma stalyg wartosé, a wiec

w dowolnym punkcie toru jest réwna jego

energii w aphelium. Niech v, i 74
oznaczajg odpowiednio predkosé

i odleglos¢ od Stonca w aphelium. Mamy:

1 5 GMgm 1 5 GMgm

-mv. — ——— = —mv, — ————,

2 T 2 Ta
czyli

1 1
v? 71,73 =2GMg (— - —) .

roTe
Podczas ruchu staty pozostaje takze
moment pedu. Przyréwnajmy jego
warto$ci w aphelium i w perihelium.
Oznaczmy jakor vp 1 rp predkodé
i odlegltoé¢ od Stonca w perihelium.
Mamy:
MUGTq = MURTp
oraz (z poprzedniego zwigzku)
2 2 ) 1 1
v, —v, =2GMs | — — — | .
rp Tq
Na podstawie obu powyzszych réwnan
otrzymujemy:

2

- T Tq — T

vl (% - 1) =2GMg (H> .
L TaTp

Po podzieleniu obustronnie przez

rq — rp > 0 (dla orbity eliptycznej)

i skorzystaniu z faktu, ze 2a = rq + 75,
dostajemy zwiagzek:

2 y 2 1
vP=GMs (= -=).
T a

Trudne pomiary predkosci wykonywane sa
zwykle, gdy meteor przecina orbite Ziemi.

W przypadku roju Perseidéw takie
pomiary pozwolily stwierdzié, ze sa one
,odlamkami” pozostawionymi na swej
orbicie przez komete Swift-Tuttle

o okresie obiegu wokét Stonca réwnym
ok. 133,3 roku i parametrach orbity

rp = 0,9595 au, r, = 51,225 au (au to tzw.

jednostka astronomiczna réwna sredniej
odleglosci Ziemi od Slonca).

Mamy to jak w banku

Moje zainteresowanie tematem pobudzita audycja radiowa o liczacej 1300 prébek
kolekcji czaszek zubréw zgromadzonej w Instytucie Biologii Ssakéw Polskiej
Akademii Nauk w Biatlowiezy. Naukowcy chca $ledzi¢ dynamike zmian kostnych
wspolczesnych pokolen zubréw. Wiadomo bowiem, ze ,nasze” zubry to gtéwnie
potomstwo XX-wiecznej pary, Planty i Plebejera, ze stada w Pszczynie, sa to
zwierzeta blisko spokrewnione, a wigc podatne na mutacje. Kolekcja czaszek
umozliwia tworzenie banku genéw zubréw.

W banku genéw moze znalezé si¢ wiele réznorodnych substancji. Najprostsze sa
zbiory nasion. Widzimy takie kolekcje jako zabezpieczenie przed nieodwracalna
utrata ziemskich zasobéw genowych roslin uzytkowych. Szczegdlnym
zainteresowaniem objete sa dzikie ekotypy, odmiany tradycyjne czy miejscowe,
ktére moga w swym materiale genetycznym zawiera¢ cenne cechy, jak np.
odporno$¢ na okreslone choroby. Klasycznym przykladem sa badania cech
genetycznych dzikich odmian ziemniaka, czesto bardziej odpornych na grozne
patogeny w poréwnaniu ze wspdlczesnymi odmianami.

Trudniejsze do przechowywania sa tkanki i geny z innych niz roslinne organizméw.
Powstaja jednak banki komérek macierzystych, a nawet tkanek reprodukcyjnych,
gromadzone sa prébki innych tkanek i narzadéw. W Holandii gromadzone sa
sekwencje genowe odmian m.in. takich organizméw, jak bydlo, S$winie, konie,
owce, kozy, psy, kaczki, gesi, kréliki czy dréob. Muzeum Gérnoslaskie w Bytomiu,
wspolpracujace z wyspecjalizowang pracownia preparacji zwierzat kregowych,
gromadzi tkanki zwierzat zagrozonych wyginieciem w wyniku dziatalnosci ludzi.
Zebrano i zachowano probki tkanek kostnych, sieréci, skory i zebéw pochodzacych
od wielu zwierzat: niedzwiedzia polarnego i brunatnego, wilkow, a takze antylop,
w tym oryksow i kudu.

W Polsce systematyczne gromadzenie krajowych zasobéw genowych prowadzone
jest od roku 1971. W ostatnich dwéch stuleciach wyginety lub ustapity

z naszych terenéw 124 gatunki roslin. Kolekcjonujemy m.in. nasiona zb6z (40%)
i traw (30%). Program Ochrony Zasobéw Genowych Roélin Uzytkowych obejmuje
dziatalnosé okoto 30 réznych zaktadow i instytucji naukowo-badawczych, ze
szczegblnym podkresleniem roli uniwersyteckich Ogrodéw Botanicznych oraz
Instytutu Hodowli i Aklimatyzacji Roslin. Zawieraja one kolekcje wybranych

73 genotypoéw roslin o znaczeniu uzytkowym.

Najwickszym $wiatowym bankiem nasion jest polozony na norweskiej wyspie
Spitsbergen budynek wkopany niemal w catosci w grunt. Uznaje sie, ze stanowi
zabezpieczenie biologicznej réznorodnosci roslinnej w obliczu zmian klimatycznych,
wojen, sabotazu, chordb, klesk ekonomicznych, klesk zywiolowych (trzesienia,
powodzie, susze, erupcje wulkanéw). Miesci 1 081 026 odrebnych prébek
dokumentujacych 13 tysiecy lat rozwoju rolnictwa (dane z 2021 r.), zbieranych

z calego $wiata. Zbiér ten reprezentuje 1/3 roslin uprawnych $wiata, jest stale
uzupelniany i rozszerzany. Wiele krajéw prowadzi podobne, cho¢ mniejsze, banki
nasion; w ponad 1750 bankach genéw zdeponowanych jest okoto 7,5 mln obiektow.

W tej naukowej dziedzinie Slad zostawia réwniez polityka. Ostatnio media obiegla
wiadomo$¢ o spaleniu w wyniku dziatan wojennych jedynej ukrainskiej kolekcji
nasion w Charkowie. Przypominam podobna radziecka akcje w stosunku do
unikatowego banku nasion stworzonego w 1924 roku w ZSRR przez genetyka
Nikolaja Wawilowa. Aresztowany w roku 1940 i skazany na $mier¢ za rzekome
szpiegostwo (1) zmarl w wiezieniu w 1943 roku.

Istnienie kolekcji komoérek i tkanek narzadow stuzy zabezpieczeniu wymierajacych
gatunkow i osobnikéw do badania ewolucji zycia na ziemi, uzyskiwania nowych
odmian rolniczych, a nawet préb odtworzenia juz wymartych odmian i gatunkéw.
Skromny sukces osiagnieto w 2004 roku, przenoszac zamrozone zarodki wymartej
rasy kéz z Tennessee do innej wspolczesnej odmiany. Z tego zabiegu urodzily sie
kozy zwane ,,czekoladowymi”.

Warto tu dodaé informacje o rejestracji (w wymiarze $wiatowym) sekwencji DNA,
tacznie z pelnymi genomami, licznych organizmoéw — takie rejestry takze nazywa
sie bankami genéw, ale to temat do odrebnej refleksji.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Mogliby$my nie zakladaé, ze A(z) i B(z)
sg réwnego stopnia, ale duzo wtedy nie
zyskujemy, bo mozemy niskim kosztem
dotozy¢ ,,mniejszemu” wielomianowi
zerowych wspélczynnikéw przy
brakujacych potegach.

Notacje duzego O mozna przettumaczy¢
na ,,co najwyzej”. Przykladowo wykonanie
algorytmu w czasie O(n?) bedzie trwacé
co najwyzej proporcjonalnie do kwadratu
danych wej$ciowych.

Konwersja ze wspdélczynnikéw do wartosci
w punktach nazywa si¢ ewaluacja (stad
EWALUUJ). Operacja odwrotna to
interpolacja(stad tez INTERPOLUJ

w schemacie wymarzonego algorytmu).

Od teraz (dla wygody, ktéra bedzie widaé
niebawem) bede zaktadal, ze rozwazany
wielomian W (x) jest stopnia n — 1

i potrzeba go obliczy¢é w n punktach.

Ten algorytm nie jest az tak naiwny, jak
moéglby byé, bo stosuje schemat Hornera,
ktéry pozwala wyliczyé wartosé
wielomianu w czasie O(n).

Wspélczynniki wielomianéw na okregu
jednostkowym krecq sie, kreca sie
Radostaw KUJAWA

Rozwazmy nastepujacy problem: jak pomnozyé¢ dwa wielomiany? Definiujac
ten problem bardziej precyzyjnie: mamy dane dwa wielomiany stopnia mn:

A(z) = ap + a1z + agz?® + ... + apz™ i B(x) = by + b1 + baz? + ... + bpa™.
Chcemy znalezé wspétezynniki takiego wielomianu C(z) = cg + c12 + . . . + copz?™,
ze C(z) = A(x)B(x) dla kazdego x.

Przyjrzyjmy sie wielomianowi C(z). Wyglada on z grubsza tak: C(z) = agby +

+ (a0b1 +a1b0)x + (aobg +a1by +a2b0)x2 +...+ (an_lbn + anbn_l)IQnil +anbnx2".
Mamy wiec jawny wzor na jego wspdlczynniki! Matematyk powie: ,jwielomian C'
jest znaleziony, problem rozwiazany”. Jednak informatyk moze zakrzyknaé:
,hola, hola, ale jak to zaimplementowac?”. No wlasnie.

Naiwna implementacja obliczania wspélczynnikéw wielomianu C(x)
pododawalaby do siebie wymnozone parami wspoélczynniki wielomianéw A i B:

POMNOZ NAIWNIE([ag, .y apl, [bo, o b1
FOR i+ 0 TO 2n DO
c; <0
FOR j < 0 TO ¢ DO
Ci < ¢ + a; - bi_]‘
RETURN [cg, €1, ..., Canl

Powyzszy pseudokod wykona O(n?) mnozeni. Jest to bardzo staby wynik.
W nastepnym kroku pokaze wiec przepiekny algorytm, ktory dzieki kilku
Blyskotliwym Trikom dziala w czasie O(nlogn), czyli znacznie szybciej.

Btyskotliwy Trik numer 1 zwigzany jest z reprezentacja wielomianu. Powyzej
A(z) 1 B(z) byly zdefiniowane jako wektory wspdlczynnikéw. Mozna jednak
rozwazy¢ wielomian W w postaci n + 1 par (z;, W(z;)). Jesli tylko x; beda
parami rézne, a wielomian bedzie stopnia n, to taka reprezentacja jest
jednoznaczna. Zauwazmy jej bardzo obiecujaca wlasnosé: jesli A(x) i B(x)

beda zdefiniowane w tych samych punktach, to wyliczenie C(x) jest banalne —
wystarczy wziaé pary (z;, A(x;) - B(x;))! Tu jest jeden drobny haczyk — musimy
mie¢ 2n + 1 takich punktéw, by C(z) byl jednoznaczny, wszak jest on stopnia 2n.

Niestety! Zlosliwie zdefiniowaliSémy sobie taki problem, w ktérym wielomiany do
pomnozenia dane sa jako wspélczynniki, a nie jako warto$ci w punktach. Zmiana
tresci zadania jest powszechnie uwazana za oszustwo. Jesli chcemy wiec, by nasz
Btyskotliwy Trik numer 1 byl uzyteczny, musimy znalezé sposéb na konwersje
pomiedzy tymi dwiema reprezentacjami. Ogdlny schemat wymarzonego
algorytmu bedzie taki:

POMNOZ SPRYTNIE(A[O..n], B[0..n], X[0..2n])

lah, ..., ah,] <+ EWALUUJ(A, X)
by, ..., bh,] < EWALUUJ(B, X)
FOR i+ 0 TO 2n DO

¢ < al - b
c[0..2n] ¢ INTERPOLUJ([c),
RETURN C

. b1, XD

Zacznijmy od ewaluacji. Znowu sprébujmy naiwnie:

EWALUUJ( [wy, .y Wp—1],
FOR i+ 0 TO n—1 DO
Y; — Wp—1
FOR j+n—2 TO 0 DO
Yi < Yi Ty + ’U)j
RETURN [yo, vs Yn—11

[3:0: . .Tn_lj)
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Przyktad: weZzmy wielomian

W (z) = 22% 4+ 22 + 7. Jesli policzymy, ze
W (1) = 10, W(2) = 139, W(3) = 1474, to
od razu W(—1) = 10, W(—2) = 139,

W (—3) = 1474. Trzy na siedem
koniecznych warto$ci mamy za darmo.

Jesli n # 2% to dodanie kolejnych
zerowych wspélczynnikéw przy potegach
wigkszych od n pozwoli powickszy¢ dane
wejsciowe tak, by liczba wspdtczynnikéw
stala si¢ najblizsza potega dwojki wigksza
od n.

Bede uzywal notacji w,, (lub krécej — w,

jesli n bedzie jasne) na oznaczenie liczby
24

Vi=en = cos 2% 4 4 . sin 2%,

Bede staral sie mys$leé o pierwiastkach

z jednosci jako o punktach na okregu:

0$ urojona
o

0
0$ rzeczywista

Liczby przeciwne lezg po przekatnej

O$ urojona

0
09 rzeczywista

Liczby oznaczone czarnymi kropkami
podniesione do kwadratu zmienig si¢
w kolorowe kropki

Niestety wida¢ wyraznie, ze jestedmy w punkcie wyjscia, bo algorytm wykona
O(n?) operacji. Trudno zobaczy¢, co tutaj mozna byltoby zrobié lepiej. Jednakze
stuszna nadzieje moze budzié fakt, ze xg, ..., x,—1 moga by¢ zupelnie dowolne
(byle tylko parami r6zne) i poki co z tego nie skorzystaliSmy. Moze daloby sie
tak dobra¢ punkty do ewaluacji wielomianu, by si¢ az tak bardzo nie naliczy¢?

Prosta obserwacja jest taka: jesli wielomian ma iksy tylko w parzystych
potegach, to P(x) = P(—z). Mozna wiec liczy¢ wartodci dla par liczb przeciwnych:
rg, —%0,T1, —%1, ... Dla kazdej pary wartosci wielomianu beda takie same.

Druga prosta obserwacja: mozna sprawié¢, by kazdy wielomian mial same
parzyste potegi — wystarczy wyciagna¢ jeden z przed nawias tam, gdzie to
konieczne:

W(z) = (wo + wox? + wyzt +...) + (w1 + wsz? + wsz +...).

Tym razem oszustwo jest legalne i uzyteczne — w obu nawiasach wyrazenia sa
niewrazliwe na znak argumentu. Co prawda cate W (a) oczywiscie nie bedzie
réwne W(—a), ale do obliczenia obu tych wartosci kazdy z nawiaséw wystarczy
obliczy¢ raz.

Bardzo obiecujaco wyglada podzial na dwa podwielomiany. P6jdzmy dalej tym
tropem w strone jakiegos$ algorytmu ,,dziel i zwyciezaj”. W tym celu poczynmy
jeszcze niegrozne zalozenie, ze n = 2¥, to bardzo uproéci dalsze rozwazania,

0 czym wiecej na marginesie.

Zeby mieé¢ prawidlowy algorytm ,,dziel i zwyciezaj”, potrzebujemy rozlozyé
problem na dwa problemy o potowe mniejsze. W naszym przypadku
potrzebujemy mie¢ dwa podwielomiany o potowe mniejszego stopnia. Mozemy to
zrobi¢ o tak:

We(x) = (wo + wox + wyx? + ...+ wnx%) ,

Wo(x) = (wl + w3z + wsz? + ...+ wn_lzgfl) ,

W(x) = We(z?) 4+ W, (2?).
Chcemy wyliczy¢ W(x) w punktach xg, —z9, 21, —21, . .. ,xa, —wz. Wystarcza
nam w tym celu wartosci W, i W, w punktach 232,22, .. 2% Te moglibysmy
policzy¢ rekurencyjnie, mamy jednak problem: teraz wszystkie § punktéw to
kwadraty, wiec wygladaja tak dodatnio, jak sie tylko da, i trudno bedzie je

utozy¢ w pary liczb przeciwnych. Chyba ze rozszerzymy dziedzine na zbiér liczb
zespolonych. . .

T

Tak odkrywamy Btyskotliwy Trik numer 2 — jako punkty ewaluacji wielomianu
bierzemy n zespolonych pierwiastkéw z jednosci!

Rysunki na marginesie przedstawiajg pierwiastki 16 stopnia z jednosci na
plaszczyznie zespolonej. Liczby z jednego pdélokregu sg przeciwne do liczb

z drugiego polokregu, zas podniesione do kwadratu dadza caly okrag, na ktérym
punkty rozmieszczone sg dwa razy rzadziej. Czyli mamy obie cechy, na ktérych
tak nam zalezato! Fantastyczna sprawa.

Mozemy teraz napisaé¢ pseudokod, ktory zrobi szybka ewaluacje wielomianu
w pierwiastkach z jednoéci:

EWALUUJ SZYBKO([wy,

IF n =1 THEN
RETURN [wy]

. wn—l])

[(ye)os . (ye)%_ﬂ = EWALUUJ SZYBKO([wg, w2, .y Wp—2])
[(yo)g, . (yo)%_ﬂ = EWALUUJ SZYBKO([wy, ws, .y Wp—_11)
FOR 20 TO %._1 DO

Yi + (We)i T W' (Yo)i

Yitn < (ye)z —wh- (yo)z
RETURN [yg, vy Yn—1]
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I to macierz identycznosciowa, czyli taka,
ktéra ma jedynki na przekatnej,
a wszedzie indziej zera:

10 ... 0
01
I = .
10
0 01

V' zawiera pierwiastki z jednosci brane
z okregu jednostkowego przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara. V' zawiera te
same pierwiastki, tylko brane zgodnie
z ruchem wskazoéwek zegara.

Czemu przy j # i suma bedzie 07
Interesuja nas dwa przypadki:
m=3j—4>0im=j—14<0. Drugi
tatwo sprowadzié do pierwszego, bo
Wt =Tt L=l T W = w"’(i’j),
an— (i — j) juz jest dodatnie. Kolejne
potegi w™ ukladaja sie na okregu
jednostkowym: zaczynamy od 1 = w
i skaczemy co m-ty punkt. Jesli
NWD(m,n) =1, to zapelnimy caly okrag
jednostkowy. Jesli NW D(m,n) > 1, to
niektore pierwiastki beda powtdrzone

NW D(m,n) razy, a inne nie beda
odwiedzone wcale. Tak czy inaczej,
stworzymy jakis nowy, kompletny zbiér
pierwiastkéw z jednosci (byé moze
zwielokrotniony) — a taki zawsze sumuje
si¢ do zera.

0

Bardzo ciekawe jest to, ze mnozenia
wielomianéw w czasie O(nlogn) nie
umiemy uogdlni¢ na mnozenie macierzy,
a algorytmy robigce to szybciej niz

w O(n®) korzystaja z zupelnie innych
technik (goraco zachecam do zajrzenia do
artykulu Michala Wlodarczyka Jak
proste problemy staly sie trudne (A%é)
po wigcej szczegblow).

Algorytm jest zwiezly i niezwykle estetyczny, a do tego dziala satysfakcjonujaco
szybko: skladaja sie nai O(n) operacji i dwa obliczenia rekurencyjne. Mamy
wiec nastepujace rownanie na liczbe operacji:

T(n)=2-T (g) +0(n).
Rekursja ta schodzi na log n poziomoéw, na kazdym poziomie jest do wykonania
O(n) operacji, wiec calo$é¢ dziala w czasie O(nlogn). Wiwat!

Nie mozemy jednak spoczaé na laurach, bo jesteSmy dopiero w potowie drogi.
Zostala nam wszak do wymyslenia procedura odwrotna, czyli interpolacja.
Sprébujmy wydoby¢ na Swiatto dzienne jeszcze jeden Blyskotliwy Trik, ktéry
pozwoli nam wykorzystaé¢ ten sam algorytm, ktéry juz mamy.

Zapiszmy zagadnienie ewaluacji w formie macierzowej:

1 1 1 . 1 wo Yo
1 w w2 wnt w1 Y1
1 w? w?? w2(=1) wWa = | ¥
1 wnfl w(n71)~2 o w(nfl)(nfl) Wp—1 Yn—1

Réwnanie to méwi tyle, ze yp = W (w”) dla k= 0,...,n — 1. Macierz z omegami
Jest szczegblnym przypadkiem macierzy Vandermonde’a, wigc nazwijmy

ja V. Powyzsze réwnanie przybiera postac¢ V' - W Y. Chcieliby$émy tak

je zmodyfikowaé, by na podstawie Y otrzymad w. Zgadnijmy takie V', ze

V'V =nlI:
1 1 1 o 1
1 w! w2 —(n-1)
w2 w22 w(=2(n-1)

vi=|1

1 wf(nfl) wf(nfl)-Q ) wf(nfl)(nfl)

SprawdZzmy, ze V' - V rzeczywiscie da nl. W i-tym wierszu i j-tej kolumnie mamy:

n—1 n—1

Zw‘ k= Zw(j_i)k.

k=0 k=0
Jesli j =4, to suma oczywiscie jest rwna n. Okazuje sig, ze przy j # i ta suma
zawsze jest réwna 0 (patrz margines). Zatem mamy V' -V - W =V’ .Y czyli
V' .Y = nW. To réwnanie bardzo przypomina to, ktére opisywalo ewaluacje!
Dotarliémy do sedna Btyskotliwego Triku numer 3 — interpolacje robimy niemal
dokladnie tak samo jak ewaluacje, tylko zamiast w wezmiemy w~?!, a wynik na
koncu podzielimy przez n.

INTERPOLUJ SZYBKO( [y,

IF n =1 THEN
RETURN [yo]

L) y'n,—l] )

[(we)o > » (we)n 1] = INTERPOLUJ SZYBKO([yo, Y2, ---» Yn—21)
[(wo)o» » (wo)= 1] = INTERPOLUJ SZYBKO([y1, 3, --.» Yn—11)
FOR i4+-0 TO 5 —1 DO

wi 4 (we)i + W™ - (w);

Wiyn  (we); —w™" - (wo);
RETURN [%o, ..., “2=1]

Teraz nasza procedura POMNOZ SPRYTNIE jest kompletna.

Algorytm ewaluacji w pierwiastkach z jednosci nazywa si¢ powszechnie

FFT (Fast Fourier Transform), algorytm interpolacji to IFFT (Inverse

Fast Fourier Transform). Szybkie mnozenie wielomianéw jest tylko jednym

z wielu zdumiewajacych zastosowan transformacji Fouriera (goraco zachecam
do zajrzenia do Al§ po wiecej szczegéléw). Bez FFT nie byloby cyfrowego
przetwarzania sygnaléw ani kompresji obrazow. Fascynujace jest to, ze ten
algorytm jest jednocze$nie ogromnie przydatny i wyjatkowo piekny. To rzadki
ptak!
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2019/10/30/Zawijanie_i_wycinanie_dxwiekow/
http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2018/10/22/Jak_proste_problemy_staly_sie_trudne/

Tozsamos¢ Cauchy’ego, iloczyn Wallisa i wzér Stirlinga

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu

Barttomiej BZDEGA*
Wstep

Celem niniejszego artykutu jest wyprowadzenie wzoru Stirlinga

przyblizajacego n!, a przy okazji pokazanie kawalka tadnej matematyki.
Umys$lnie zatem nie péjdziemy najkrotsza droga, lecz droga, ktéra jest mozliwie
elementarna i pozwala zwiedzajacym rozejrzeé sie od czasu do czasu.

Punktem wyjscia bedzie toZsamosé Cauchy’ego

e x ()

i+j=n
ktorej przedstawiony tu dowdd kombinatoryczny pochodzi z ksiazki Wstep
do rachunku prawdopodobieristwa Williama Fellera (jestem bardzo wdzieczny
profesorowi Piotrowi Sniademu z Polskiej Akademii Nauk za wskazanie tego

!

3
Qﬁé sl
70\

.

zrédla).

N

Cé[a;@ \
2 .

@

ef(

Dowéd wzoru Stirlinga

(3)

— \\ Dowéd réwnosci w iloczynie Wallisa
L_/-\J s 22 42 6 82

> 13 35 5.7 79

ktéry tu zamieszczam, jest lekka modyfikacjag dowodu z artykutu Johana
Wistlunda zatytulowanego An elementary proof of Wallis’ product formula
for pi. Zmiana polega na wykorzystaniu tozsamosci Cauchy’ego.

n n
n! ~ (7) 27n,
e

korzystajacy z iloczynu Wallisa, zaczerpnalem z materiatow dydaktycznych
Stirling approximation formula profesora Jacka Cichonia z Politechniki
Wroctawskiej, czyniac gdzieniegdzie drobne uproszczenia.

1. Tozsamo$¢ Cauchy’ego

Lewa strone réwnosci mozna zinterpretowaé¢ — dosé
nietypowo — jako liczbe ciagdéw binarnych diugosci

2n + 1, z przewaga jedynek nad zerami. Przedstawiamy
je graficznie jako szlaki gorskie, ktére rozpoczynaja sie
na wysokoéci 0 i sktadajg sie z 2n + 1 krokéw tej samej
dtugosci, wiodacych w gére (odpowiednik jedynki) lub
w dbt (odpowiednik zera) pod katem 45°. Wszystkie
takie szlaki koncza sie na nieparzystej wysokosci powyzej
poziomu 0. Na ponizszym rysunku widnieje przyktadowy
szlak.

2 2 +1

Liczbe krokow szlaku bedziemy nazywaé jego diugoscig,
a roznice wysokosci pomiedzy koncem i poczatkiem —
jego wzgledng wysokoscig. Wyrdznione punkty na szlaku
mozemy interpretowaé jako wartosci funkcji okreslonej
na pewnym zbiorze kolejnych liczb catkowitych

i przyjmujacej wartosci catkowite. Kazdy punkt
znajdujacy sie na wysokosci 0 bedziemy nazywacé
miejscem zerowym szlaku, w analogii do funkcji.
Oznaczmy pionows linia — przegrodg — ostatnie miejsce
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zerowe. Dzieli ono szlak na dwie czesci spelniajace

nastepujace warunki:

(C1) pierwsza czesé (szlak dlugosci 24) zaczyna sie
i koniczy na wysokosci 0;

(C2) druga czesé (szlak dlugosci 25 + 1), nie liczac
poczatku, znajduje sie catkowicie powyzej
poziomu 0.

Miejscem podzialu moze byé¢ poczatek szlaku —

wtedy pierwsza czesé zostaje zdegenerowana do punktu.

Zwroémy uwage, ze suma wspolrzednych kazdego

punktu szlaku jest tej samej parzystosci, w szczegdlnosci

pierwsza czesé¢ szlaku zawsze ma parzysta dlugosé.

Wykazemy, ze liczba szlakéw z przegroda umieszczong
tak jak na rysunku wynosi (21’) (2; ) W pierwszej czesci
mamy 4 krokéw w gére i tyle samo w dét, co daje
doktadnie (2;) mozliwosci, nawet jesli ta cze$é jest
zdegenerowana.

7 druga czedcia nie jest juz tak tatwo. Bedziemy
potrzebowaé nastepujacej zasady.

Zasada odbicia. Niech A = (x4,y,) @ B = (zp,yp),

przy czym Yo, yp > 0 i x4 < xp. Ponadto niech A’

bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem osi OX.

Wowczas zbiory szlakow:

e S1 — lgczgeych A i B majgcych co najmniej jedno
miejsce zerowe,

o Sy — wszystkich lgczqgcych A’ i B

sq rownoliczne.



Dowdd. Na kazdym szlaku s € S; odnajdzmy jego
pierwsze miejsce zerowe Z, nastepnie odbijmy czesé od A
do Z symetrycznie wzgledem osi OX. Ztaczajac odbita
czedé z pozostala, otrzymamy szlak f(s), na rysunku
zaznaczony linig przerywana.

AR . .
‘. . LR . K
LR . o

7 drugiej strony, kazdy szlak s’ € Sy zaczyna si¢ ponizej
zera, a konczy powyzej, wiec ma miejsce zerowe (mozna
to nazwaé dyskretng wlasnoscig Darbouz). Mozemy wiec,
analogicznie jak dla szlaku s € S, odbi¢ wzgledem osi OX
cze$é szlaku ¢’ od A’ do pierwszego miejsca zerowego.
Tak okreslone odwzorowanie jest odwrotne do f. To
dowodzi, ze f jest bijekcja, wiec |S1| = |Sa]. O

Oznaczmy przez S, 4 zbiér szlakéw o u krokach w gére
i d krokach w dot, ktére rozpoczynaja sie w ustalonym
punkcie. Oczywiscie |S, 4| = (“:d). Nas interesuje
liczba szlakéw rozpoczynajacych sie w punkcie O,

bez miejsc zerowych poza nim. Zbior takich szlakéw
oznaczmy przez S, ;, przy czym u i d okreslamy jak
wyzej. Ponizsze twierdzenie méwi nam, ile ich jest.

Twierdzenie Bertranda. Zachodzi rownosé

Sial = 352 ("3)

Dowdd. Kazdy szlak s € S ; zaczyna si¢ krokiem w gore,
mozemy wiec rozwazaé szlaki majace poczatek w punkcie
A=(1,1) i koniec w B = (u+d,u — d). Wszystkich takich
szlakéw jest |Sy—_1,4| = (u+;171) (wykorzystaliémy jeden

krok w gére, by dojsé do A). Liczba wszystkich szlakéw
od A’ = (1,-1) do B jest réwna |Sy q—1] = (“jﬁ;l). Na
mocy zasady odbicia taka sama jest liczba szlakéw od A

do B majacych miejsca zerowe. Z tego wynika, ze

v (utd=1\ (fut+d-1
@ sl = (") - (0,

co po prostych rachunkach daje teze. [l

Tu warto wspomnie¢ o liczbach Catalana. Mozna je
definiowaé¢ na wiele sposobéw, miedzy innymi za pomoca
szlakéw. Liczbe szlakéw dlugoéci 2n, rozpoczynajacych
sie i konczacych na wysokosci 0, bez punktéw ponizej 0,
oznaczamy przez C,. Jesli na poczatku takiego szlaku
dotozymy krok w goére, otrzymamy szlak, ktory po
wyjsciu z punktu startowego nigdy nie wraca do jego
poziomu, zatem C,, =[S}, ,|. Z twierdzenia Bertranda

1 (2n+1\ 1 (2n
2n +1 n S n4+1\n)’
Wréémy do dowodu tozsamoéci Cauchy’ego. Liczba
wszystkich szlakéw spelniajacych warunek (C2) jest na

mocy () réwna sumie
(( 2_j ) ( _2j_ >>
S0 \\J k j—k—-1

C%/:|52+Ln|:

Z ST g1kl = Z

k>0

ktéra, niczym teleskop, sktada sie do (2JJ ).
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Pora na krétkie podsumowanie. Y.aczna liczba szlakdow
rozpoczynajacych sie na wysokosci 0 i koniczacych

na dodatniej wysokosci, majacych dtugosé 2n + 1,
jest réwna 4™. Liczba takich szlakéw z przegroda

po 2i krokach jest réwna (221) (2; ), wiec 4" jest

sumg takich liczb po catkowitych nieujemnych 4, j,
spelniajacych réwnosé i + j = n. To konczy dowod

tozsamosci Cauchy’ego.
2. Tloczyn Wallisa
Ciag iloczynéw czesciowych
22 42 2n)?2
(5) Wy= e (2n)
1-3 3-5 (2n—1)2n+1)
jest rosnacy, gdyz wszystkie czynniki sa wigksze od 1.
7 analogicznej przyczyny ciag

, _ 2n+2 _
"ol
.24 46 2n(2n + 2)
T3 52 T (2n41)2

jest malejacy. Ponadto W/ /W,, — 1 przy n — oo, wiec te
ciagi maja wspélng granice W oraz

2n + 2
6 W, <W < W! = -
(6) < < Wn 2n + 1

Wykorzystamy tozsamosé Cauchy’ego do obliczenia
granicy W. Dla liczb catkowitych nieujemnych n

okreslamy 1 /on
)

Na mocy tozsamosci Cauchy’ego ciag (a) spelnia
roéwnanie

an

agly +a16p-1 +a2Gp_o + ...+ an_1a1 + anag = 1.
Ma to ciekawa interpretacje graficzna. Rozwazmy
pierwsza ¢wiartke ukladu wspolrzednych i umiesémy
w niej kwadrat o boku ag (warstwa nr 0). Obudujmy
go dwoma prostokatami o wymiarach ag X a1 i a1 X ag
(warstwa nr 1). Kontynuujemy z prostokatami ag X as,
ap X ay i as X ag, i tak dalej.

A

anp

Gp—1

ag

v

Sn

9, 51

Niech P,, bedzie wielokatem utworzonym z warstw

od 0 do n — 1. Skoro kazda warstwa ma pole 1, to

pole P, jest rowne n. Na pierwszy rzut oka im wigksze n,
tym bardziej wielokat P,, przypomina ¢wiartke kota

O promieniu

Sp,=ap+a1+...+an—1.



Wykazemy, ze to nie jest przypadek. Dla wygody
przyjmijmy so = 0, a wtedy:

. z sz 2
Lemat 1. Dia n > 0 zachodzi réwnos¢ s, = %(:)

Dowdd. Dla n = 0 jest to oczywiste. Krok indukcyjny jest
jednolinijkowy:

2n+1/2n\

o (0)-

B 2n+2(2n+2)

Sn+1 = Sn +a, =

Co4ntl \n 41
Pora, by wkroczyl do akcji iloczyn Wallisa. Mnozac
licznik i mianownik w iloczynie przez 22 (n!)?,
otrzymamy
2n (o, 1\4 2n
) W, — 42" (n!) = 4 .
En D@ @t 1))

4n?
2n+1°

wiec z lematu 1 wynika, ze s2W,, =
7 nieréwnosci @, otrzymujemy
n+2  4n?
m+1 2n+1
Nie liczac punktu O, wierzchotkami wielokata P,

sa punkty A; ; := (84,8;), w ktérych i + j = n lub
i+ j =n+1. Oczywiscie [OA; ;|* = s7 + s3. Na mocy
powyzszych nieréwnosci mamy

Korzystajac

< 2n.

2n — 1< s2W, < s2W <

n—2 2i—-1 2j—1
< OA, |2
W ot <104l <
2 25 2m+2
< = 7< 9
W+W w

wiec wspomniane wierzcholtki lezg miedzy okregami

o wspélnym srodku O i promieniach 1/2(n £ 1)/W. Pole
wielokata P, szacuje si¢ zatem z géry i z dolu przez pola

¢wiartek kot o takich promieniach. Przypomnijmy, ze
wielokat P, ma pole n, wiec
2n—1
T e T 2Ant D)
4 w 4 w

a po przeksztalceniu
m 1 T 1
—(1-—= ] <W<-(1+—-]).
(a) < ()
Przechodzac z n do nieskonczonosci, otrzymujemy
W =mr/2.
3. Wzér Stirlinga

Dla n > 0 okreslamy

f(n) = (n+ ;) Inn — n.

W kolejnych lematach udowodnimy, ze istnieje granica
g = lim,, o (In(n!) — f(n)). W tym celu wprowadzamy
funkcje pomocnicze

= (i (i) 1

n—1

R(n) = Z r(k).
k=1
Dobor tych funkcji uzasadnia ponizszy lemat.

Lemat 2. Zachodzi rownosé
1— R(n) =In(n!) — f(n)
dla wszystkich catkowitych n > 1.
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Dowdd. Dla n =1 mamy réwnoéci 1 — R(1) =1-0=1
oraz In(1!) — f(1) =0 — In1+ 1 = 1. Indukeyjnie,

1-R(n+1)=1-R(n)—r(n) =

1 1 1
= In(n!) — —
In(n!) <n+2>lnn+n <n+2>1n(1+n)+1

=1In(n!) — (n—|—;>ln(n—|—1)+n—|—1:

=In((n+1)!)— (n+1+;>ln(n+1)+n+1=

—In((n+1)!) - f(n +1),
co konczy dowdd. O

Aby pojs$¢ dalej, potrzebujemy dos¢ dokladnego
oszacowania wartosci funkeji logarytmiczne;j.

Lemat 3. Dla kazdego x > 0 zachodzg nierownosci

1 1 1
T — 51‘2 <In(l+z)<z— 53:24— gasg.
Dowdd. Sa one réwnoéciami, gdy = = 0, wiec wystarczy
udowodni¢ nieréwnosci miedzy pochodnymi

L) sy < (o= Lar e 1)
€T 237 X Un x |7 2$ 31‘ )

rownowaznie 1 — z < H_% < 1 — z + 22. Ostatnie
nieréwnoéci otrzymujemy z podzielenia oczywistych

nieréwnoéci 1 — 22 <1< 1+ 23 przez 1 + x. O
Lemat 4. Istnieje granica lim,, o, R(n).

Dowdd. Na mocy lematu 3:

/1 1 1
> o I (- D
r(k) 2 <k+2> (k 2k2> =T

1 1 1 1 1 1
rik) < (’”z) Qw*w) 1= ot S
< 1
o4k
Szereg > 7o | -5 jest zbieiny, gdyz

— 1 S | —( 1 1
S <1+ ey =1+ (1) =2
2 _ _
= k = k(k—1) = E—1 &k
Mamy |r(k)| < ﬁ, wiec na mocy kryterium
poréwnawczego szereg > po, |r(k)| jest zbiezny.
To dowodzi zbieznosci szeregu > -, r(k), co jest
rownowazne tezie lematu. ]
Z lematéw 2 i 4 wynika, ze istnieja réwniez granice
_ _ — | 1 —
g = lim (1—R(n)) = lim (In(n!) = f(n)),

G=e¢9= lim =1 = Jim n

T~

n—o0o n—oo (%) \/ﬁ
Ostatnia prosta! Granice G obliczymy za pomoca
iloczynu Wallisa, przy wykorzystaniu réwnosci :

n!

G (Wf .4 )2
GGJE%O((QTL)!)nlLH;O(Qﬂ\/;

(2%)271,\/% n

2
\/—=@2n+1)W, = V27.
n— oo n

= lim
To konczy dowdd wzoru Stirlinga.



Klub 44 F
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U
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Rys. 2

Rozwigzanie zadania M 1719.
Pokazemy indukcyjnie, jak ustawi¢ liczby
naturalne w nieskonczony ciag tak, aby
kazda suma co najmniej dwoéch kolejnych
wyrazéw tego ciggu nie byla liczba
pierwszg.

Wezmy a1 = 1, as = 3. Zalézmy, ze
skoniczony ciag a1, az,...,an (n > 1)
spelniajacy postulowany warunek zostal
juz skonstruowany, i niech m bedzie
najmniejsza liczba naturalna, ktéra nie
jest wyrazem tego ciggu.

‘Wprowadzmy oznaczenie
S=ay+azx+...+ap+m

i niech an41 = S! oraz a,42 = m. Ciag
a1,02,...,0n41,0n4+2 rOwniez spelnia
zadany warunek. Rzeczywiscie kazda
suma zawierajgca wyraz an41 jest rowna
S!+ k, dla pewnego 1 < k < S, i nie jest
liczbg pierwsza, poniewaz jest podzielna
przez k.

Kontynuujac t¢ konstrukcje, otrzymujemy
cigg nieskoniczony spelniajacy zatozenie
indukcyjne. Z konstrukcji wynika réwniez,
ze kazda liczba naturalna pojawia sie

w tym ciggu doktadnie raz.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
730 (WT = 2,4), 731 (WT = 2,25)
732 (WT =1,64) i 733 (WT = 3,06)

z numerdéw 1, 2/2022
Ryszard Baniewicz =~ Wtoctawek 43,64

Tomasz Rudny Poznan 41,38
Tomasz Wietecha Tarnéw 15 — 41,05
Stawomir Bué Mystkow 39,50
Piotr Adamczyk Warszawa 1 — 36,96
Mateusz Kapusta ‘Wroctaw 35,59
Jacek Konieczny Poznan 33,42
Ryszard Wozniak Krakéw 32,96

Marian Lupiezowiec Gliwice 2 —29,78

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadain z numeru 4/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

736. Cewke o indukcyjnosci L polaczong szeregowo z idealng dioda podtaczono w chwili tg do Zrédta
napiecia przemiennego u = U sinwt (rys. 1). Znalez¢é natezenie pragdu w cewce w funkcji czasu. Opory
omowe zaniedbujemy.

737. Lodéwka utrzymuje w zamrazalniku stala temperature —12°C. Gdy temperatura w pokoju
wynosi 25°C, silnik wlacza si¢ co 8 minut, pracuje 5 minut, po czym nastepuje pauza. Jak czesto
i na jak dlugo bedzie wlaczaé si¢ lodéwka, gdy temperatura w pokoju obnizy sie do 15°C? Przy
jakiej maksymalnej temperaturze w pokoju lodéwka moze utrzymaé w zamrazalniku zadang
temperature? Zakladamy, ze lodéwka jest idealna maszyna cieplna.

736. Jezeli w chwili podlaczenia do zrédla napiecie jest ujemne, czyli wlaczone
w kierunku zaporowym dla diody, prad nie poptynie az do chwili, gdy napiecie
zmieni znak.

Rozwazmy wiec przypadek, gdy w chwili podlaczenia napiecie zrédla jest
nieujemne i wynosi U sin ¢, 0 < ¢ = wtg < 7. Réwnanie Kirchhoffa dla naszego
obwodu ma postaé¢ U sinwt = Ldi/dt, a jego rozwiazanie

(1) i = —U coswt/(Lw) + const.
Stala wyznaczamy z warunku poczatkowego wtg = ¢ oraz ¢ = 0 i otrzymujemy
(2) i = U(cos ¢ — coswt)/(Lw).

Natezenie pradu roénie do chwili , gdy wt = 7 i napiecie zrédta spada do zera.
Mimo zmiany znaku zrédla napiecia prad w obwodzie nadal plynie kosztem
energii pola magnetycznego zmagazynowanej w cewce. Jego natezenie maleje
do zera, gdy wt = 2w — . Prad przestaje pltyna¢ az do momentu, gdy rosnace
napiecie zrédla ponownie osiaga wartosé zero. Wtedy wt = 2, a réwnanie ([2)) ma
postac

(3) 1 =U(1 - coswt)/(Lw).
Odtad dioda caly czas pozostaje otwarta, a natezenie pradu zmienia sie od zera
do 2U /Lw, co ilustruje rysunek 2.

737. Wprowadzmy oznaczenia: T1— poczatkowa temperatura w pokoju w skali
bezwzglednej, To — ustalona temperatura zamrazalnika, 7y = 5 min — czas pracy
silnika w jednym cyklu, 7 = 3 min — czas trwania pauzy, W- praca wykonana
przez silnik w jednym cyklu, Q3 — cieplo pobrane z zamrazalnika w czasie pracy
silnika.

Poniewaz zakladamy, ze mamy do czynienia z idealna maszyna chlodzaca,
zachodzi zwiazek

W/QQ = AT/TQ, gdzie AT = Tl — Tg,
stad
(1) Ty = QuAT/W.
Temperatura zamrazalnika nie zmienia si¢, wiec cieplo pobrane z zamrazalnika
w wyniku pracy silnika réwne jest cieptu dostarczonemu do zamrazalnika i jest
proporcjonalne do czasu trwania cyklu i réznicy temperatur Qo ~ (11 + 72) AT,
natomiast praca wykonana przez silnik W ~ 7. Podstawiajac to do réwnania 7
otrzymujemy

Ty ~ (11 +72) (AT)? /1.

Oznaczajac przez 11’ i 72’ czasy pracy silnika i pauzy po obnizeniu temperatury
pokoju do Ti’, mozemy napisaé
2) (m+7m) (AT /r = (0 + ) (AT /1, gdzieAT =Ty — Ty.
Gdy silnik nie pracuje, szybkos¢ przeptywu ciepta z pokoju do zamrazalnika jest
proporcjonalna do réznicy temperatur, stad
(3) AT = 75/ AT'.
Z réwnan i otrzymujemy: 7' = 2 min, 75’ =4,1 min. Maksymalna mozliwg
temperature w pokoju znajdujemy z warunku 7o = 0 (silnik pracuje caly czas).

ATpax = AT\/8/5 =458 K, tmax = 34,8°C.
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Klub 44 M

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
833 (WT = 3,29) i 834 (WT = 1,24)
z numeru 1/2022

Witold Bednarek Lédz 42,13
Kacper Morawski ~ Warszawa 42,07
Andrzej Kurach Ryjewo 41,81
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Marek Spychata Warszawa 38,66
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda Sl. 36,14
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Michal Adamaszek Kopenhaga 33,29
Tomasz Wietecha  Tarnéw 31,34
Rozwigzanie zadania M 1717.
P
C
L
A B
M
Q

Niech P i Q oznaczaja srodki tukéw
odcinkéw kotowych odpowiednio BC
i AC. Niech K, L i M beda $rodkami
odcinkéw odpowiednio BC, CA i AB.
Wtedy z twierdzenia o linii srodkowej
w tréojkacie mamy
¥PKL =90°+%CKL =90°+%xCBA =
=90°+¥xLMA = XLMQ.

Ponadto réwniez

LK = %AB = %BC =LM.
Z réwnosci

¥KPB = 1%CPB = }(180° —xBQA) =

= xXMBQ
wynika, ze tréjkaty prostokatne BK P
;J\t;zlz)e?tfifo sg podobne, wiec 1{‘,; = /{‘,g
KP KP KB ML

KL MB MQ MQ'
Laczac powyzsza rownosé z réwnoscia
katow PKL i LMQ, wnioskujemy, ze
tréjkaty PKL i LMQ sa podobne.

W szczegdlnosci XxQLM = XLPK. Zatem
XQLP = xQLM+xMLK+<KLP =

= XQLM+%xLMA+xMQL = 90°.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 4/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

839. Funkcja f (zmiennej rzeczywistej) nazywa sie wypukla w przedziale J, gdy dla kazdej pary
punktéw x,y € J oraz dla kazdej pary liczb p,q > 0, ktérych suma wynosi 1, zachodzi nieréwnosé

flpz +qy) < pf(z) +af(y).

Niech bedg dane funkcje f, F': (0,00) — R zwigzane zaleznoscia F(x) = xzf(1/z). Udowodnié, ze
w przedziale (0, 00) funkcja F' jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest wypukla.

840. Dane sg liczby naturalne n,k > 1. Niech M =1+ k + K24+ 4+ kM
(a) Dowiesé, ze jesli M = 1 (mod n), to kM~ =1 (mod M).
(b) Wyja$nié¢, czy zachodzi implikacja odwrotna (do podanej w czesci (a)).
839. W réwnaniu wiazacym funkcje f i F podstawiamy z = 1/z; otrzymujemy
f(z) = zF(1/z). To pokazuje, ze zalezno$é f od F wyraza sie tym samym
wzorem, co zalezno$¢ F' od f. Stad wniosek, ze dla dowodu réwnowaznosci
(z tezy zadania) wystarczy wykaza¢ wynikanie w jedna strone: ze z wypuklosci f
wynika wypuklos¢ F'; czyli ze z wlasnosci
(1) flpz+qy) <pf(x) +qf(y) dla z,y>0; p,g=0; pt+q=1
wynika analogiczna wlasnoéé
(2) F(PX+QY)<PF(X)+QF() dla X, Y >0, PQ>0; P+Q=1.
Przyjmijmy wiec zalozenie (1); wezmy dowolne liczby X, Y > 0, P,Q > 0 takie,
ze P4+ Q =1, i podstawmy w (1):
1 !

Tx YTy

(wiec p+ ¢ = 1). Wychodzi

PX
PX +QY’

QY

p= T PX+QvY

q
P PX 1 Y 1
f SR H, (%) + 5o ().
PX+QY PX+QY PX+QY "\ X PX+QY " \Y
co (wobec réwnosci P 4+ Q) = 1) przepisujemy w postaci

A poniewaz tf(1/t) = F(t), jest to dokladnie nieréwnosé (2), ktéra chceielismy
udowodnié.

840. Przedmiotem rozwazan sa warunki:

(3) M=1 (mod n)
oraz
(4) EM=1 =1 (mod M).

Nie zaktadajac spelnienia ktéregokolwiek z nich, zauwazamy, ze dla dowolnych
liczb naturalnych n, k > 1 oraz dla liczby M (okres$lonej w zadaniu) zachodzi
réwnos$é (k— 1)M = k™ — 1, wobec czego k™ =1 (mod M). Dzielimy M — 1
przez n (z reszta); czyli piszemy

(5) M—-1=gn+r (0<r<n).
Zatem
(6) ML = pE" = k" (mod M).
I teraz:

(a) Jezeli spelniony jest warunek (3), to r = 0, wiec dowodzona zaleznos$é (4)
wynika wprost ze zwiazku (6).

(b) Odpowiedz tak; bowiem jesli spelniony jest warunek (4), to (zgodnie z (6))
(7) E'=1 (mod M).

Liczba k" jest jednym ze skladnikéw sumy definiujacej M, wiec 1 < k" < M,
co (wobec (7)) oznacza, ze k" = 1. Tak wiec r = 0 i z réwnosci (5) wynika (3).

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.
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Jak wakacje,
to na parterze

Przesunigcie ku czerwieni moze by¢
interpretowane jako konsekwencja zasady
réwnowaznosci (grawitacja

i przyspieszenie sa réwnowazne) lub jako
konsekwencja réwnowaznosci masy

i energii (,,spadajace” w polu
grawitacyjnym fotony zyskuja energie,

a ,wspinajace si¢” w dolku potencjatu
grawitacyjnego traca energie).

Zasada dziatania zegara atomowego
polega na zliczaniu okreséw atomowego
wzorca czestotliwo$ci. Wzorcem jest na
przyklad stabilna wlasnos$é emisyjna
atoméw uwzgledniajaca strukture
nadsubtelng atoméw (jest to
rozszczepienie pozioméw energii fotonéw
emitowanych przez elektrony, ktérych
spinowe momenty magnetyczne
oddzialuja z momentem magnetycznym
jadra atomowego).

Zmiana czestotliwoéci f w potencjale U
to, w przyblizeniu,

Af AU

7 N R
gdzie Ah to réznica wysokosci w stalym
polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g.

)

Siatka optyczna powstaje w wyniku
interferencji przeciwbieznie rozchodzacych
si¢ wigzek laserowych, tworzac
przestrzennie periodyczny wzor
polaryzacji. W powstalym w ten spos6b
potencjale okresowym moze uwiezié
schlodzone do prawie 0 K atomy dzigki
efektowi Starka (zasada dziatania putapki
polega na tym, ze §wiatlo niebedace

w rezonansie powoduje przesuniecia

w wewnetrznej strukturze atomu

i powstanie potencjatlu proporcjonalnego
do natezenia, co utrzymuje atomy

w oczkach siatki). Atomy pobudza sig¢
nastepnie do $wiecenia specjalnym
laserem.

Resolving the gravitational redshift
within a millimeter atomic sample,
T. Bothwell et al., Nature 602 420 (2022)

Niebo w sierpniu

Sierpien jest pierwszym miesigcem roku z szybko
ubywajacym dniem i wydluzajaca si¢ noca. Przez

caly miesiac Stofice obnizy wysoko$¢ gérowania o 10°
i zmniejszy czas przebywania nad widnokregiem

o prawie dwie godziny. Dalszemu pogorszeniu ulega
takze nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu.
Jednoczesnie zwicksza si¢ jej nachylenie o swicie.

Na naszych szerokosciach geograficznych objawi sig

Ogdlna teoria wzglednosci stwierdza, ze zegary znajdujace sie¢ w réznych
potencjalach grawitacyjnych tykaja w réznym tempie w poréwnaniu do siebie (lub
do zegara ,referencyjnego”). Efekt ten znany jest jako grawitacyjne przesuniecie
ku czerwieni (gravitational redshift) i zostal po raz pierwszy opisany przez
Alberta Einsteina w 1907 roku, czyli osiem lat przed opublikowaniem przez

niego ogdlnej teorii wzglednosci. W 1971 roku fizyk Joseph C. Hafele i astronom
Richard E. Keating wystali w podréz dookota $§wiata na poktadach zwyklych
rejsowych samolotéw kilka zegaréw atomowych (cezowych), aby wykryé réznice
miedzy wskazaniami zegaréw ,,podrozujacych” a wskazaniem analogicznego zegara
znajdujacego sie w laboratorium, zgodne ze szczegdlna i ogdlna teoria wzglednosci.
Aktualnie zegary atomowe osiagnety niepewnoéé systematyczna rzedu 10718,
odpowiadajaca bledowi mniejszemu niz 1 s w okresie od momentu Wielkiego
Wybuchu do teraz (dla poréwnania, zwykly zegarek kwarcowy, np. méj Casio
F-91W, gubi érednio 1 s na dzieni).

Réwnowaznie efekt przesuniecia ku czerwieni rozumiemy jako grawitacyjna
dylatacje czasu: jesli dwa takie same zrédta promieniowania elektromagnetycznego
znajduja sie w réznych potencjatach grawitacyjnych, zrédto w wyzszym potencjale
(dalej od ciala przyciagajacego) bedzie wydawalo sie $wiecié bardziej niebiesko
(bedzie ,tykaé” szybciej). Z punktu widzenia ustalonego obserwatora zrédto bedzie
mialo wyzsza mierzong czestotliwos¢ niz zrodlo blizej ciata przyciggajacego: czas
plynie wolniej na parterze, a szybciej na pierwszym pietrze. Kolor fotonéw opisuje
wiec tempo przepltywu czasu, a dostatecznie precyzyjny zegar otrzymany w ten
sposdb mozna wykorzysta¢ wprost do badania czasoprzestrzeni.

I tak na przyktad w 2020 roku grupa z RIKEN w Japonii, pod kierunkiem
Hidetoshiego Katoriego, poréwnalta dwa strontowe zegary wykorzystujace siatki
optyczne (optical lattice clocks, OLC) odlegle od siebie o 450 m, umieszczone

w wiezy Tokyo Skytree. Badacze uzyskali jeden z najbardziej precyzyjnych
ziemskich pomiaréw przesuniecia ku czerwieni (w eksperymencie Roberta Pounda
i Glena A. Rebki Jr. z 1959 roku — z oczywistych wzgledéw mniej dokladnym,

w ktérym po raz pierwszy zmierzono ten efekt, budynek laboratorium Jeffersona
w campusie Harvarda mial zaledwie trzy pietra).

Obecne zegary ,siatkowe” staly sie tak dokladne, ze mozliwe sg pomiary zmiany
przyspieszenia grawitacyjnego w odleglosciach rzedu milimetra! W pracy Bothwell
et al. (2022) (link ponizej), korzystajac z technik OLC (100 tys. atoméw 87Sr
w temperaturze okolo 100 nK), zademonstrowano pomiar przesuniecia ku
czerwieni oraz wzgledna dokladno$é pomiaru czestotliwosci rzedu utamkowej
niepewnosci czestotliwosci 7 - 102! pomiedzy dwoma nieskorelowanymi probkami
w jednowymiarowej siatce ustawionej pionowo wzgledem powierzchni ziemi.
W przyjetym uktadzie wspoélrzednych przesunieciu grawitacyjnemu odpowiada
gradient czestotliwoéci wynoszacy —1,09 - 1071° mm™!, natomiast finalny wynik
pomiaru to —9,8(2,3) - 1072 mm~1!.
Pomiar ten jest duzym krokiem w kierunku badania grawitacji w malych skalach,
w dziedzinie najtrudniejszej, czyli na przecieciu ogdlnej teorii wzglednosci
i mechaniki kwantowej — dwéch teorii, ktorych opis w jednym jezyku jest od
dziesiecioleci legendarnie trudnym problemem. Praktyczne zastosowania natomiast
to duzo doktadniejsze niz do tej pory satelitarne pomiary okolicznego potencjatu
grawitacyjnego, czyli geoidy Ziemi.

Michat BEJGER

Istituto Nazionale di Fisica Nucleare (INFN), Sezione di Ferrara, Wtochy,
Centrum Astronomiczne im. Mikolaja Kopernika PAN

to szczegblnie w (nie)widocznosci planety Merkury,

ktora 27 sierpnia osiagnie bardzo duza elongacje
wschodnia, wynoszaca ponad 27°. Jednak pomimo tak
duzej odlegtoéci katowej od Stonica planeta zajdzie

tego dnia zaledwie p6l godziny po nim i zginie w zorzy
wieczornej. Wystarczy jednak udaé sie¢ w obszar szerokoéci
geograficznej wynoszacej 35° N, albo jeszcze bardziej

na potudnie, by dostrzezenie Merkurego nie stanowito
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https://jila.colorado.edu/sites/default/files/2022-02/Redshift%201%20mm_Nature%202022.pdf
https://jila.colorado.edu/sites/default/files/2022-02/Redshift%201%20mm_Nature%202022.pdf

klopotu. W tej czedci $wiata Merkury stanie sie ozdoba
wieczornego nieba na ponad miesigc.

Rowniez warunki obserwacyjne Ksigzyca przez pierwsza
czes¢ miesiaca pozostana niezadowalajace. W pierwszej
dekadzie sierpnia Srebrny Glob ledwo przekroczy wysokosé
10° nad widnokregiem, dazac od I kwadry 5 dnia miesiaca

do pelni tydzien pdézniej. W tym okresie warto odnotowad:

zblizenie si¢ Ksiezyca w fazie 33% na niecale 5° do

Spiki, najjadniejszej gwiazdy Panny, 3 sierpnia, I kwadre
5 sierpnia, koniunkcje 0,5° z gwiazda Dschubba tuz
przed zachodem obu cial niebieskich dobe pdzniej oraz
zblizenie na 5° do Antaresa, najjasniejszej gwiazdy
Skorpiona, 7 sierpnia. Podczas dwoch kolejnych dni tarcza
Ksiezyca zwigkszy faze do 92% i dotrze na 3° do Nunki,
jednej z jasniejszych gwiazd Strzelca. Tej nocy Ksiezyc
zakryje gwiazde 3. wielkosci 7 Sgr. Niestety do zakrycia
dojdzie kilkanadcie minut po godzinie 20, a zatem tuz

po zachodzie Slonca, na jeszcze jasnym niebie. Ksiezyc
odsloni te gwiazde dopiero pdzniej, gdy niebo wciaz
pozostanie jasne, zwlaszcza w pdinocno-zachodniej czesci
kraju.

W nocy z 11 na 12 sierpnia Ksiezyc przejdzie przez pelnie
i jednoczesnie zblizy sie do Saturna na nieco ponad 6°.
Zlaczenie jakiego$ ciala niebieskiego z Ksiezycem w pelni
oznacza, ze owe cialo jest bliskie opozycji do Stonica.

I tak wlasnie jest z Saturnem. Planeta przejdzie przez te
konfiguracje 14 sierpnia. Oznacza to, ze Saturn w sierpniu
jest najblizej Ziemi, a w zwiazku z tym ma najwieksza
jasnosé i rozmiary katowe. W tym roku planeta osiagnie
jasno$é¢ +0,3™ i $rednice katows 19", a podczas gdrowania
wzniesie si¢ na wysokos¢ 23°. W sierpniu Saturn wedruje
niewiele ponad 1,5° na pélnoc od dwdch jasnych gwiazd
Koziorozca: Deneb Algiedi (6 Cap) i Nashira (y Cap).

Pelnia 12 sierpnia oznacza takze bardzo stabe warunki
obserwacyjne corocznego stynnego roju meteoréw
Perseidéw. Gdyby nie obecnosé Ksiezyca na niebie, tej
i kolejnej nocy mozna by liczyé¢ na ponad 100 jasnych
meteoréw na godzine. Niestety tym razem wiekszos¢

z nich zginie w ksiezycowej tunie, da sie dostrzec tylko
najjasniejsze z nich. Przy obserwacjach roju Perseidéw
najlepiej odwrécié sie plecami do Ksiezyca.

Nastepnej nocy faza Srebrnego Globu nieznacznie sig
zmniejszy, do 99%, a jego tarcza przejdzie 3° na pdinoc od
planetoidy (4) Westa, najjasniejszej planetoidy na naszym
niebie. W trzecim tygodniu miesiaca, 23 sierpnia, Westa
przejdzie przez opozycje wzgledem Slorica, osiagajac wtedy
jasnos¢ nawet +5,8™ czyli porownywalnie do planety
Uran. W sierpniu Westa przemierzy okoto 7° w kierunku
poludniowo-zachodnim na tle gwiazdozbioru Wodnika,
jakie$ 11° na potudniowy wschdéd od wspomnianej juz
wyzej gwiazdy Deneb Algiedi, a 29 sierpnia planetoida
przejdzie zaledwie 11’ od gwiazdy 5. wielkosci 41 Aqr.
Oczywiscie pelnia Ksiezyca uniemozliwi jej obserwacje.
Na szukanie Westy wér6éd gwiazd nalezy przeznaczyé
poczatek lub koniec miesiaca.

Po pelni naturalny satelita Ziemi wreszcie zacznie wspinaé
sie wyzej. Ksiezyc przetnie potudnik lokalny 15 sierpnia
na wysokosci 35°, zajmujac pozycje miedzy planetami
Jowisz i Neptun. Do pierwszej z wymienionych planet
Ksiezycowi zabraknie 6°, do drugiej 8°. W sierpniu jasnosé
najwigkszej planety Uktadu Stonecznego zwigkszy sie
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do —2,9™, $rednica tarczy za$ uroénie do 49”. Neptun
oczywiscie §wieci znacznie stabiej i nie przebije si¢ przez
ksiezycowa tune. W sierpniu Neptun wedruje jakies

1,5° na zachéd od gwiazdy 5. wielkosci 20 Psc, przy

czym sama planeta $wieci blaskiem +7,8™. Obie planety
szykuja sie do wrze$niowych opozycji, a Jowisz stopniowo
zbliza si¢ do Neptuna, by pod koniec listopada zmniejszy¢
dystans do tej planety do nieco ponad 6°.

Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia kwadre 19 sierpnia
i spotka si¢ z dwiema kolejnymi planetami Uktadu
Stonecznego. Ponownie na lewo od Ksiezyca znajdzie

sie tatwo widoczna gotym okiem planeta Mars, $wiecaca
w tym momencie z jasnoscig 0™, przy $rednicy tarczy 9”.
Natomiast na prawo od niego — znacznie stabiej $wiecaca
planeta Uran. Jej jasnos¢ wynosi +5,7". Do Marsa
zabraknie Ksiezycowi 5°, do Urana — jedynie o stopien
wiecej. Mars w sierpniu przemierzy ponad 17°, zaczynajac
miesiac nieco ponad 1° na potudnie od Urana i koniczac
3° od gwiazdy ¢ Tauri, czyli najbardziej na péinoc
wysunietej jasnej gwiazdy Hiad. W tym czasie jego jasno$c
urosnie od +0,2™ do —0,1™, a tarcza zwiegkszy $rednice

z 8" do 10”.

Po ostatniej kwadrze Ksiezyc powedruje ku nowiu

27 sierpnia, a poniewaz nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu jest bardzo duze, Ksiezyc pozostanie dobrze
widoczny prawie do samego spotkania ze Stoncem. W tym
czasie Srebrny Glob ladnie zaprezentuje tzw. swiatlo
popielate, czyli swoja nocng strone oswietlona Swiattem
odbitym od Ziemi.

Srebrny Glob 20 sierpnia w fazie 40% minie Aldebarana,
najjasniejsza gwiazde Byka, w odleglodci 7°. Dobe pdzniej
faza Ksiezyca spadnie do 32% i dotrze on na odlegloéé

5° do gwiazdy El Nath, stanowiacej péinocny rég Byka.
Nastepne trzy poranki Ksiezyc spedzi w gwiazdozbiorze
Blizniat, zmniejszajac stopniowo faze od 23% do 9%.

Tak cienki sierp Ksiezyca 24 sierpnia wzejdzie 3° pod
Polluksem i godzine przed wschodem Stonca zdazy wzniesé
sie na powyzej 20° ponad widnokrag.

Podczas dwbch ostatnich porankéw przed nowiem
réwniez da sie dostrzec bardzo cienki sierp Ksiezyca. I tak
25 sierpnia okolo godziny 4:40 Srebrny Glob w fazie 5%
zdazy si¢ wznie$¢ na wysokosé 12°, a 10° pod nim pokaze
sie bardzo jasna planeta Wenus. Nastepnej doby sierp
Ksiezyca zwezi si¢ do zaledwie 1% i o tej samej porze
zajmie pozycje na wysokosci 3°. Wenus, ktéra przez

caly sierpien zbliza sie do Stoica i Swieci coraz nizej,
pokaze si¢ 4° na prawo od Srebrnego Globu. Podczas
swojej wedréwki, 18 sierpnia, Wenus przejdzie zaledwie
0,5° na potudnie od jasnej gromady otwartej gwiazd M44
w Raku. Wenus zbliza si¢ do pazdziernikowej koniunkcji
gbérnej ze Stoncem i jest daleko od nas, stad wyglad jej
tarczy podczas kolejnych dni zmienia si¢ bardzo niewiele.
Do korica miesigca tarcza planety utrzyma $rednice 10”

i zwigkszy faze do 97%, Swiecac z jasnoscia —3,9™.

W polowie lipca przez maksimum swojej aktywnosci
przeszta dlugookresowa gwiazda zmienna Mira Ceti.

W sierpniu Mira powinna nadal wyraznie przekraczaé
granice widocznosci gotym okiem. Okoto godziny 3 Mira
zajmuje pozycje na wysokosci mniej wiecej 30° nad
potudniowo-wschodnia czescia niebosklonu.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Elektron kontra historia i terazniejszos¢ Wszechswiata

Kazdy, kto zglebial tajniki elektrycznosci i magnetyzmu, wie, ze petla

z przewodnika, w ktérej ptynie prad elektryczny, oddzialuje z polem
magnetycznym. Miara tego oddzialywania jest wielkos¢ wektorowa zwana
momentem magnetycznym. Mogac wytraci¢ energie, petla ,najchetniej” ustawia
sie tak, by moment magnetyczny byt skierowany tak jak pole magnetyczne; jesli
energia jest zachowana moment magnetyczny krazy wokot kierunku pola.

Fizyka kwantowa dopuszcza mozliwo$é, ze nie tylko petle z pradem

maja moment magnetyczny — moze on tez by¢ wewnetrzna wlasnoscia

czastek elementarnych. Juz w 1928 roku Paul Dirac zauwazyl, ze elektron
opisywany rownaniem, ktére pdzniej nazwano jego nazwiskiem, oddziatuje

z polem magnetycznym podobnie do petli z pradem, a opisujacy ,sile” tego
oddzialywania moment magnetyczny jest dwukrotnoscig podstawowej wielkosci
zwanej magnetonem Bohra. Sformulowawszy elektrodynamike kwantows,
Julian Schwinger byl w stanie obliczy¢ moment magnetyczny elektronu jeszcze
dokladniej. Z obliczent Schwingera wynikato, ze jego warto$¢ jest o okolo promil
wieksza niz ta przewidywana przez Diraca. Dzi$ potrafimy obliczy¢ teoretycznie
moment magnetyczny elektronu z dokladnoscia do 10 cyfr znaczacych,

a wyznaczy¢ go doswiadczalnie z doktadnoscia do 12 cyfr znaczacych. Jest to
wielki triumf pomystowosci teoretykow i zrecznoéci eksperymentatoréw, a takze
najdokltadniejsza we wspélczesnej fizyce weryfikacja przewidywan teoretycznych

i wynikéw doswiadczalnych.

Czytelnik Uwazny bez watpienia dostrzeze tu problem i zawota: , Teoretycy!
Do roboty! Ulepszcie przewidywania o czynnik 100”. Nie jest to jednak takie
proste. Obecna doktadno$¢ wymaga zsumowania ponad dwunastu tysiecy
osobno wyznaczanych sktadnikéow, a odpowiednie zwigkszenie doktadnosci
moze zwiekszy¢ ich liczbe do setek tysiecy czy nawet milionéw. A jesli elektron
jest dodatkowo zwiazany z jadrem atomowym, do glosu moga doj$¢ trudne

do obliczenia czynniki zwiazane z rozmiarami jadra oraz z oddzialtywaniami
elektronu z nukleonami. Tymczasem to wlasnie takie uktady pozwalaja na
bardzo dokladne sprawdzenie przewidywan Modelu Standardowego czastek
elementarnych dla elektronu znajdujacego sie w ultrasilnym polu elektrycznym

jadra atomowego.

W takiej sytuacji przydaja si¢ pomiary réznicowe. Czym
one sa, wie z grubsza kazdy, kto jechal na autostradzie
za dwiema wyprzedzajacymi sie ciezaréwkami.
Zakladajac, ze taki pojazd z naczepg zréwnuje sie

z drugim po minucie jazdy i wysforowuje sie naprzéd
po kolejnej minucie, mozemy tatwo wyznaczy¢, ze

dla standardowych ciezaréwek o dlugoéci 16,5 metra
réznica predkosci miedzy pojazdami wynosi kilometr na
godzine. Aby doj$¢ do tego wniosku, nie musimy mierzy¢
predkosci kazdej cigzarowki z osobna — wystarczy
wiedzie¢, jak poruszaja sie one wzgledem siebie.

Podobny pomyst dla elektronéw zwiazanych z izotopami
jader neonu 20 i 22 zostal zastosowany w pracy
niedawno opublikowanej w ,Nature”. Tim Sailer

i wspétpracownicy unieruchomili takie jony w putapkach
Penninga i badali réznice tempa obrotu momentéw
magnetycznych elektronéw w polu magnetycznym.
Drugi uzyty przez nich izotop ma o dwa neutrony
wiecej od pierwszego. Sprawia to, ze jadro atomowe jest
wiegksze. Jezeli zas elektrony oddzialuja z neutronami
silniej, niz przewiduje to Model Standardowy czastek
elementarnych, to réznica w liczbie neutronéw
pozwalalaby na uchwycenie tego efektu.
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Jakie sa wyniki tego eksperymentu? Fani nowej fizyki
beda z pewnoscia zawiedzeni. Oszacowanie promieni
jader zgadza sig¢ z istniejacymi wczesniej pomiarami

i wiedza teoretyczna — jest po prostu o rzad wielkosci
dokladniejsze. Sladéw anomalnych oddzialywan
elektron-neutron nie stwierdzono.

W pracy Sailera i wspolpracownikéw najwieksza

uwage przykuwa jednak co$ innego. Po pierwsze,

bardzo pomystowy schemat doswiadczalny. Po drugie,
niesamowita dokladnosé pomiaréw umozliwiona

przez ten schemat. Po co nam az taka dokladnosé?
Otéz pozwala ona sprawdzié, czy wymys$lone cztery

lata wczedniej koncepcje teoretyczne dotyczace
kosmologicznej historii pola Higgsa i jego oddzialywania
z nowo zaproponowanym polem zwanym relaksjonem
(prawda, ze bardzo ladna nazwa?) moga byé¢ poprawne.
W pracy Sailera i wspélpracownikéw udato sie wladnie
dosé mocno ograniczyé¢ takie teorie. Jest to jeden z wielu
przyktadéw bardzo szybkiego oddzialywania na linii
teoretycy—doswiadczalnicy.

Kraysztof TURZYNSKI

T. Sailer, V. Debierre, Z. Harman et al. “Measurement of the
bound-electron g-factor difference in coupled ions”, Nature 606,
479-483 (2022)



Kongruencje modulo liczba pierwsza
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Barttomiej BZDEGA

Jedli a jest liczba calkowita oraz p 1 a, to istnieje taka liczba calkowita a’, ze
aa’ =1 (mod p) (por. kacik 29. w A3)). Liczbe a’ nazywamy odwrotnoscia a modulo p.
Dzieki temu faktowi mozemy udowodnié

Twierdzenie Wilsona. Liczba n > 2 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
(n—1)!'= -1 (mod n).

Dowdd. Dla n € {2,3,4} sprawdzamy bezposrednio, ze teza jest prawdziwa. W dalszej
czesci zaktadamy wiee, ze n > 5.

(=) Niech n = p > 5 bedzie pierwsze. Reszta r € {1,2,...,p — 1} jest swoja wlasna
odwrotnoséciag modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy 72 = 1 (mod p), réwnowaznie
p|r?—1=(r—1)(r+1). Ma to miejsce dla r =1 i r = p — 1. Pozostale liczby ze

zbioru 2,3,...,p — 2 mozemy pogrupowaé w pary (r;, ;) — liczba i jej odwrotnosé
modulo p. Niech p = 2k + 1. Otrzymujemy stad
pl=1-rryrorh-...orp_1rj_;-(p—1)=-1 (mod p),

poniewaz r;r; =1 (mod p) dla k=1,2,...,k— 1.

(<) Niech n > 6 bedzie zlozona — wéwezas albo n = ab dla pewnych liczb naturalnych
1 <a<b<n,albon =p? dla pewnej liczby pierwszej p > 3. W pierwszym przypadku
w iloczynie (n —1)! =1-2-...- (n— 1) wystepuja liczby a i b, w drugim — liczby p
i 2p. W obu przypadkach n | (n — 1), czyli (n — 1)! =0 (mod n).

W zadaniach zwiazanych z kongruencjami modulo liczba pierwsza przydatny bywa
ponizszy

Lemat o ciggu arytmetycznym. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech
(ao,aq,...,ap—1) bedzie ciggiem arytmetycznym liczb calkowitych o réznicy r.
Woéwezas jesli ptr, to kazda z liczb ag,aq,...,a,—1 daje inng reszte z dzielenia przez p;
resztami sa wszystkie liczby catkowite od 0 do p — 1.

Dowdd. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze a; = a; (mod p) oraz 0 <i<j<p—1.
Wtedy p | aj —a; = (j —i)r. Jednak p{r oraz ptj—i, gdyz 0 < j —i < p. Z tego
wynika, ze w ciagu (ag,a1,...,ap—1) kazdy wyraz ma inng reszte z dzielenia przez p.
Wyrazéw jest p, wiec musza to byé wszystkie mozliwe reszty od 0 do p — 1.

W kaciku pod takim tytutem nie mogloby zabraknaé¢ najstynniejszego bodaj
twierdzenia zwigzanego z kongruencjami modulo liczba pierwsza:

Mate twierdzenie Fermata. Jedli p jest liczba pierwsza, n jest liczba catkowita
oraz pf{n, to n?~t =1 (mod p).

Dowdd. Niech 71,79, ...,7p—1 beda resztami z dzielenia przez p liczb n,2n,3n.. .,
(p — 1)n. Na mocy poprzedniego lematu (ag = 0, r = n) otrzymujemy
{ri,re,....mp—1} ={1,2,...,p — 1} (kolejnosé oczywiscie moze by¢ inna). Mnozac
stronami kongruencje in = r; (mod p) dlai=1,2,...,p — 1, otrzymamy
(p— )Pt =n(2n)(3n)...((p— V)n) =rirorz...7p—1 = (p— 1)!
Teraz wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia Wilsona albo po prostu podzieli¢

obustronnie powyzsza kongruencje przez (p — 1)!, co mozna zrobié, gdyz jest to liczba
wzglednie pierwsza z p.

(mod p).

Mate twierdzenie Fermata mozna wyrazi¢ w innej postaci, bez warunku p { n:
jesli p jest liczba pierwsza, a n liczba catkowita, to n? = n (mod p).

Zadania

1. Wykazaé, ze jesli n jest liczba catkowita oraz p, g, r sa liczbami pierwszymi, to
W réwniez jest liczba catkowita.

2. Liczby calkowite nieujemne a, b, ¢ spelniaja dla kazdej liczby catkowitej n > 2
podzielnosé n | a™ + ™ + ¢". Dowie$é, ze a =b=c = 0.

3. W zaleznosci od liczby pierwszej p # 2,5 wyznaczy¢ p-ta cyfre po przecinku
w rozwinieciu dziesietnym utamka %

4. W zaleznosci od liczby pierwszej p > 5 wyznaczy¢ reszty z dzielenia przez p liczb:
@ @E-2)!, b @E-3), (2-4-...-(2p—2), (d)1-3-...-(2p—1).

5. Niech (p1,p2,...,p10) bedzie rosnacym ciagiem arytmetycznym liczb pierwszych.

Wykazaé, ze p1g > 2022.

Rozwiazaé réwnanie 2% 4 17 = y* w liczbach calkowitych dodatnich z, .

7. Dowieéé, ze réwnanie a'l 4 b'' + ¢!! = 111 nie ma rozwigzai w liczbach
catkowitych a, b, c.

B8
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http://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta.pdf

Przygoda z meteorem (str. )

Rys. 1 Bolid Obidza

Perseid Fireball

Rys. 2 Bolid Kolonice
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