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Celem niniejszego artykutu jest wyprowadzenie wzoru Stirlinga

przyblizajacego n!, a przy okazji pokazanie kawalka tadnej matematyki.
Umys$lnie zatem nie péjdziemy najkrotsza droga, lecz droga, ktéra jest mozliwie
elementarna i pozwala zwiedzajacym rozejrzeé sie od czasu do czasu.

Punktem wyjscia bedzie toZsamosé Cauchy’ego

e x ()

i+j=n
ktorej przedstawiony tu dowdd kombinatoryczny pochodzi z ksiazki Wstep
do rachunku prawdopodobieristwa Williama Fellera (jestem bardzo wdzieczny
profesorowi Piotrowi Sniademu z Polskiej Akademii Nauk za wskazanie tego
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Dowéd wzoru Stirlinga

(3)

— \\ Dowéd réwnosci w iloczynie Wallisa
L_/-\J s 22 42 6 82

> 13 35 5.7 79

ktéry tu zamieszczam, jest lekka modyfikacjag dowodu z artykutu Johana
Wistlunda zatytulowanego An elementary proof of Wallis’ product formula
for pi. Zmiana polega na wykorzystaniu tozsamosci Cauchy’ego.

n n
n! ~ (7) 27n,
e

korzystajacy z iloczynu Wallisa, zaczerpnalem z materiatow dydaktycznych
Stirling approximation formula profesora Jacka Cichonia z Politechniki
Wroctawskiej, czyniac gdzieniegdzie drobne uproszczenia.

1. Tozsamo$¢ Cauchy’ego

Lewa strone réwnosci mozna zinterpretowaé¢ — dosé
nietypowo — jako liczbe ciagdéw binarnych diugosci

2n + 1, z przewaga jedynek nad zerami. Przedstawiamy
je graficznie jako szlaki gorskie, ktére rozpoczynaja sie
na wysokoéci 0 i sktadajg sie z 2n + 1 krokéw tej samej
dtugosci, wiodacych w gére (odpowiednik jedynki) lub
w dbt (odpowiednik zera) pod katem 45°. Wszystkie
takie szlaki koncza sie na nieparzystej wysokosci powyzej
poziomu 0. Na ponizszym rysunku widnieje przyktadowy
szlak.

2 2 +1

Liczbe krokow szlaku bedziemy nazywaé jego diugoscig,
a roznice wysokosci pomiedzy koncem i poczatkiem —
jego wzgledng wysokoscig. Wyrdznione punkty na szlaku
mozemy interpretowaé jako wartosci funkcji okreslonej
na pewnym zbiorze kolejnych liczb catkowitych

i przyjmujacej wartosci catkowite. Kazdy punkt
znajdujacy sie na wysokosci 0 bedziemy nazywacé
miejscem zerowym szlaku, w analogii do funkcji.
Oznaczmy pionows linia — przegrodg — ostatnie miejsce
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zerowe. Dzieli ono szlak na dwie czesci spelniajace

nastepujace warunki:

(C1) pierwsza czesé (szlak dlugosci 24) zaczyna sie
i koniczy na wysokosci 0;

(C2) druga czesé (szlak dlugosci 25 + 1), nie liczac
poczatku, znajduje sie catkowicie powyzej
poziomu 0.

Miejscem podzialu moze byé¢ poczatek szlaku —

wtedy pierwsza czesé zostaje zdegenerowana do punktu.

Zwroémy uwage, ze suma wspolrzednych kazdego

punktu szlaku jest tej samej parzystosci, w szczegdlnosci

pierwsza czesé¢ szlaku zawsze ma parzysta dlugosé.

Wykazemy, ze liczba szlakéw z przegroda umieszczong
tak jak na rysunku wynosi (21’) (2; ) W pierwszej czesci
mamy 4 krokéw w gére i tyle samo w dét, co daje
doktadnie (2;) mozliwosci, nawet jesli ta cze$é jest
zdegenerowana.

7 druga czedcia nie jest juz tak tatwo. Bedziemy
potrzebowaé nastepujacej zasady.

Zasada odbicia. Niech A = (x4,y,) @ B = (zp,yp),

przy czym Yo, yp > 0 i x4 < xp. Ponadto niech A’

bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem osi OX.

Wowczas zbiory szlakow:

e S1 — lgczgeych A i B majgcych co najmniej jedno
miejsce zerowe,

o Sy — wszystkich lgczqgcych A’ i B

sq rownoliczne.



Dowdd. Na kazdym szlaku s € S; odnajdzmy jego
pierwsze miejsce zerowe Z, nastepnie odbijmy czesé od A
do Z symetrycznie wzgledem osi OX. Ztaczajac odbita
czedé z pozostala, otrzymamy szlak f(s), na rysunku
zaznaczony linig przerywana.

AR . .
‘. . LR . K
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7 drugiej strony, kazdy szlak s’ € Sy zaczyna si¢ ponizej
zera, a konczy powyzej, wiec ma miejsce zerowe (mozna
to nazwaé dyskretng wlasnoscig Darbouz). Mozemy wiec,
analogicznie jak dla szlaku s € S, odbi¢ wzgledem osi OX
cze$é szlaku ¢’ od A’ do pierwszego miejsca zerowego.
Tak okreslone odwzorowanie jest odwrotne do f. To
dowodzi, ze f jest bijekcja, wiec |S1| = |Sa]. O

Oznaczmy przez S, 4 zbiér szlakéw o u krokach w gére
i d krokach w dot, ktére rozpoczynaja sie w ustalonym
punkcie. Oczywiscie |S, 4| = (“:d). Nas interesuje
liczba szlakéw rozpoczynajacych sie w punkcie O,

bez miejsc zerowych poza nim. Zbior takich szlakéw
oznaczmy przez S, ;, przy czym u i d okreslamy jak
wyzej. Ponizsze twierdzenie méwi nam, ile ich jest.

Twierdzenie Bertranda. Zachodzi rownosé

Sial = 352 ("3)

Dowdd. Kazdy szlak s € S ; zaczyna si¢ krokiem w gore,
mozemy wiec rozwazaé szlaki majace poczatek w punkcie
A=(1,1) i koniec w B = (u+d,u — d). Wszystkich takich
szlakéw jest |Sy—_1,4| = (u+;171) (wykorzystaliémy jeden

krok w gére, by dojsé do A). Liczba wszystkich szlakéw
od A’ = (1,-1) do B jest réwna |Sy q—1] = (“jﬁ;l). Na
mocy zasady odbicia taka sama jest liczba szlakéw od A

do B majacych miejsca zerowe. Z tego wynika, ze

v (utd=1\ (fut+d-1
@ sl = (") - (0,

co po prostych rachunkach daje teze. [l

Tu warto wspomnie¢ o liczbach Catalana. Mozna je
definiowaé¢ na wiele sposobéw, miedzy innymi za pomoca
szlakéw. Liczbe szlakéw dlugoéci 2n, rozpoczynajacych
sie i konczacych na wysokosci 0, bez punktéw ponizej 0,
oznaczamy przez C,. Jesli na poczatku takiego szlaku
dotozymy krok w goére, otrzymamy szlak, ktory po
wyjsciu z punktu startowego nigdy nie wraca do jego
poziomu, zatem C,, =[S}, ,|. Z twierdzenia Bertranda

1 (2n+1\ 1 (2n
2n +1 n S n4+1\n)’
Wréémy do dowodu tozsamoéci Cauchy’ego. Liczba
wszystkich szlakéw spelniajacych warunek (C2) jest na

mocy () réwna sumie
(( 2_j ) ( _2j_ >>
S0 \\J k j—k—-1

C%/:|52+Ln|:

Z ST g1kl = Z

k>0

ktéra, niczym teleskop, sktada sie do (2JJ ).
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Pora na krétkie podsumowanie. Y.aczna liczba szlakdow
rozpoczynajacych sie na wysokosci 0 i koniczacych

na dodatniej wysokosci, majacych dtugosé 2n + 1,
jest réwna 4™. Liczba takich szlakéw z przegroda

po 2i krokach jest réwna (221) (2; ), wiec 4" jest

sumg takich liczb po catkowitych nieujemnych 4, j,
spelniajacych réwnosé i + j = n. To konczy dowod

tozsamosci Cauchy’ego.
2. Tloczyn Wallisa
Ciag iloczynéw czesciowych
22 42 2n)?2
(5) Wy= e (2n)
1-3 3-5 (2n—1)2n+1)
jest rosnacy, gdyz wszystkie czynniki sa wigksze od 1.
7 analogicznej przyczyny ciag

, _ 2n+2 _
"ol
.24 46 2n(2n + 2)
T3 52 T (2n41)2

jest malejacy. Ponadto W/ /W,, — 1 przy n — oo, wiec te
ciagi maja wspélng granice W oraz

2n + 2
6 W, <W < W! = -
(6) < < Wn 2n + 1

Wykorzystamy tozsamosé Cauchy’ego do obliczenia
granicy W. Dla liczb catkowitych nieujemnych n

okreslamy 1 /on
)

Na mocy tozsamosci Cauchy’ego ciag (a) spelnia
roéwnanie

an

agly +a16p-1 +a2Gp_o + ...+ an_1a1 + anag = 1.
Ma to ciekawa interpretacje graficzna. Rozwazmy
pierwsza ¢wiartke ukladu wspolrzednych i umiesémy
w niej kwadrat o boku ag (warstwa nr 0). Obudujmy
go dwoma prostokatami o wymiarach ag X a1 i a1 X ag
(warstwa nr 1). Kontynuujemy z prostokatami ag X as,
ap X ay i as X ag, i tak dalej.

A

anp

Gp—1

ag

v

Sn

9, 51

Niech P,, bedzie wielokatem utworzonym z warstw

od 0 do n — 1. Skoro kazda warstwa ma pole 1, to

pole P, jest rowne n. Na pierwszy rzut oka im wigksze n,
tym bardziej wielokat P,, przypomina ¢wiartke kota

O promieniu

Sp,=ap+a1+...+an—1.



Wykazemy, ze to nie jest przypadek. Dla wygody
przyjmijmy so = 0, a wtedy:

. z sz 2
Lemat 1. Dia n > 0 zachodzi réwnos¢ s, = %(:)

Dowdd. Dla n = 0 jest to oczywiste. Krok indukcyjny jest
jednolinijkowy:

2n+1/2n\

o (0)-

B 2n+2(2n+2)

Sn+1 = Sn +a, =

Co4ntl \n 41
Pora, by wkroczyl do akcji iloczyn Wallisa. Mnozac
licznik i mianownik w iloczynie przez 22 (n!)?,
otrzymamy
2n (o, 1\4 2n
) W, — 42" (n!) = 4 .
En D@ @t 1))

4n?
2n+1°

wiec z lematu 1 wynika, ze s2W,, =
7 nieréwnosci @, otrzymujemy
n+2  4n?
m+1 2n+1
Nie liczac punktu O, wierzchotkami wielokata P,

sa punkty A; ; := (84,8;), w ktérych i + j = n lub
i+ j =n+1. Oczywiscie [OA; ;|* = s7 + s3. Na mocy
powyzszych nieréwnosci mamy

Korzystajac

< 2n.

2n — 1< s2W, < s2W <

n—2 2i—-1 2j—1
< OA, |2
W ot <104l <
2 25 2m+2
< = 7< 9
W+W w

wiec wspomniane wierzcholtki lezg miedzy okregami

o wspélnym srodku O i promieniach 1/2(n £ 1)/W. Pole
wielokata P, szacuje si¢ zatem z géry i z dolu przez pola

¢wiartek kot o takich promieniach. Przypomnijmy, ze
wielokat P, ma pole n, wiec
2n—1
T e T 2Ant D)
4 w 4 w

a po przeksztalceniu
m 1 T 1
—(1-—= ] <W<-(1+—-]).
(a) < ()
Przechodzac z n do nieskonczonosci, otrzymujemy
W =mr/2.
3. Wzér Stirlinga

Dla n > 0 okreslamy

f(n) = (n+ ;) Inn — n.

W kolejnych lematach udowodnimy, ze istnieje granica
g = lim,, o (In(n!) — f(n)). W tym celu wprowadzamy
funkcje pomocnicze

= (i (i) 1

n—1

R(n) = Z r(k).
k=1
Dobor tych funkcji uzasadnia ponizszy lemat.

Lemat 2. Zachodzi rownosé
1— R(n) =In(n!) — f(n)
dla wszystkich catkowitych n > 1.
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Dowdd. Dla n =1 mamy réwnoéci 1 — R(1) =1-0=1
oraz In(1!) — f(1) =0 — In1+ 1 = 1. Indukeyjnie,

1-R(n+1)=1-R(n)—r(n) =

1 1 1
= In(n!) — —
In(n!) <n+2>lnn+n <n+2>1n(1+n)+1

=1In(n!) — (n—|—;>ln(n—|—1)+n—|—1:

=In((n+1)!)— (n+1+;>ln(n+1)+n+1=

—In((n+1)!) - f(n +1),
co konczy dowdd. O

Aby pojs$¢ dalej, potrzebujemy dos¢ dokladnego
oszacowania wartosci funkeji logarytmiczne;j.

Lemat 3. Dla kazdego x > 0 zachodzg nierownosci

1 1 1
T — 51‘2 <In(l+z)<z— 53:24— gasg.
Dowdd. Sa one réwnoéciami, gdy = = 0, wiec wystarczy
udowodni¢ nieréwnosci miedzy pochodnymi

L) sy < (o= Lar e 1)
€T 237 X Un x |7 2$ 31‘ )

rownowaznie 1 — z < H_% < 1 — z + 22. Ostatnie
nieréwnoéci otrzymujemy z podzielenia oczywistych

nieréwnoéci 1 — 22 <1< 1+ 23 przez 1 + x. O
Lemat 4. Istnieje granica lim,, o, R(n).

Dowdd. Na mocy lematu 3:

/1 1 1
> o I (- D
r(k) 2 <k+2> (k 2k2> =T

1 1 1 1 1 1
rik) < (’”z) Qw*w) 1= ot S
< 1
o4k
Szereg > 7o | -5 jest zbieiny, gdyz

— 1 S | —( 1 1
S <1+ ey =1+ (1) =2
2 _ _
= k = k(k—1) = E—1 &k
Mamy |r(k)| < ﬁ, wiec na mocy kryterium
poréwnawczego szereg > po, |r(k)| jest zbiezny.
To dowodzi zbieznosci szeregu > -, r(k), co jest
rownowazne tezie lematu. ]
Z lematéw 2 i 4 wynika, ze istnieja réwniez granice
_ _ — | 1 —
g = lim (1—R(n)) = lim (In(n!) = f(n)),

G=e¢9= lim =1 = Jim n

T~

n—o0o n—oo (%) \/ﬁ
Ostatnia prosta! Granice G obliczymy za pomoca
iloczynu Wallisa, przy wykorzystaniu réwnosci :

n!

G (Wf .4 )2
GGJE%O((QTL)!)nlLH;O(Qﬂ\/;

(2%)271,\/% n

2
\/—=@2n+1)W, = V27.
n— oo n

= lim
To konczy dowdd wzoru Stirlinga.



