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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
831 (WT = 2,52) i 832 (WT = 2,24)
z numeru 12/2021

Witold Bednarek 1.6dz 41,13
Kacper Morawski ‘Warszawa 40,83
Andrzej Kurach Ryjewo 40,81
Krzysztof Maziarz Krakéw 40,67
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda Sl 36,14
Marcin Kasperski Warszawa 35,34
Marek Spychata Warszawa 34,25
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,34

Rozwigzanie zadania M 1715.
Niech K bedzie punktem przecigcia
odcinkéw AE i BF. Wtedy

XAKB = XAFB + xFAE =
= XADB + ¥xBDC = xADC =
= XAEC.

Oznacza to, ze BF || CE.

Rozwigzanie zadania M 1716.
Poniewaz

a+1 a b—a

b+1 b b(b+1)’
po przeniesieniu prawej strony na lewa
strone dostajemy do pokazania
nastgpujaca nieréwnosé:

y—x z—y T—z
< 0.
y(y+1)  z(z+1)  =z(z+1)
Mozemy zatozy¢, ze x jest najwigksza
z trzech podanych liczb. Mozliwe sa dwa
przypadki.
1) y > z. Wtedy

T—y T—y y—=z
z(z4+1)  yly+1) wz(z+1)
Dodajac te nieréwnosci, otrzymujemy
y—x zZ—1y
z(z+1) B y(y+1) B 2(z+1)°
2) y < z. Wtedy
z—y z—y T—z T—z
2(z+1)  y(y+1)’
Dodajac te nieréwnosci, otrzymujemy
Z—vy y—x
2(z41) | w(z+1) © y(y+1)

Yy—z

X

r—z

r—z

2(z4+1)°

z(z+1) ~ yly+1)’

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

837. Wewnatrz wypuklego n-kata A1 As ... A, lezy taki punkt P, ze kazdy z tréjkatéw PA;A; jest
réwnoramienny (1 < ¢ < j < n). Czy stad wynika, ze wielokat ma okrag opisany, ktérego $rodkiem
jest punkt P?

838. Udowodni¢, ze istnieje nieskoriczenie wiele tréjek liczb catkowitych x, vy, z wigkszych od 1,
spelniajacych réwnanie
4 4 2
z +y =z +1.

837. Odpowiedz: tak. Przypusémy bowiem, ze np. PA; # PAs. Odcinek A;As jest
wtedy jednym z bocznych ramion tréjkata réwnoramiennego PA; Az, wobec czego kat
A1 PA; jest ostry. Przez punkt P prowadzimy prosta B1C1, prostopadla do PA1, oraz
prostg B2Cy, prostopadla do PAsz; punkty B;, C; wybieramy na tych prostych tak, by
katy A2 PB1, A1 PB; byly ostre, a katy A2 PC1, A1 PCs rozwarte (woéwczas takze katy
B1PC5, BoPCh sa ostre, a B1PBa, C1 PC> rozwarte).

Gdyby w obszarze kata wypuklego C1PC> (branego z brzegiem) lezal jakis
wierzchotek Ay, katy A1 PAg, A2 P Ay bylyby rozwarte (lub proste); réwnoramienne
tréjkaty A1 PAyg, As PAj, musialyby mieé réwne ramiona PAq, PAy, PAs, wbrew
przyjetemu zatozeniu. Tak wiec w tym obszarze nie ma wierzchotkéw badanego
wielokata.

Skoro P jest punktem wewnetrznym tego wielokata, a w sektorze C1 PC nie

ma wierzchotkéw, zatem wewnatrz kata wypuktego Be PCt1 musi lezeé jakis
wierzchotek A;. Podobnie, wewnatrz kata wypuktego B1 PC> musi leze¢ jakis
wierzchotek A;. W kazdym z trojkatow réwnoramiennych A PA;, A;PA;, A;PA,
kat przy wierzchotku P jest nieostry, skad wniosek, ze odcinki PAs, PA;, PA;, PA:
sg réwnymi ramionami tych trojkatéw. To ostatecznie obala przypuszczenie, ze

PA; # PAs,, i uzasadnia odpowiedz ,tak” na postawione w zadaniu pytanie.

838. Kluczem do podanej nizej konstrukcji jest tréjka pitagorejska (8,15,17). Okreslamy
nieskoniczone rosnace ciagi liczb naturalnych (z,), (y») wzorem rekurencyjnym:
To =2 Tnt1 = 11z, + 15y,
(1) 0 i Y dla n=0,1,2,...
Yo = 1 Yn+1 = an + 11yn
Fatwo sprawdzié, ze 8xi+1 — 15yﬁ+1 = 82 — 15y2; a skoro 8z2 — 152 = 17, zatem
(2) 822 —15y2 =17 dla n=0,1,2,...
Stad dalej wynika, ze
) 1722 -8 17y2 + 15
5 8
(wystarczy wymnozy¢ ,na krzyz” te utamki i skorzystaé z réwnosci (2)).
7 okredlenia (1) widaé, ze y2,1 = y2 (mod 8); stad y2 =1 (mod 8) dla wszystkich
n > 0, dzieki czemu

dla n=0,1,2,...

17y2 +15=0 (mod 8)
To pokazuje, ze wspdlna wartos¢ wyrazen (3) jest (dla kazdego n) liczba catkowita.

Oznaczmy ja z,. Wéwczas
= ()= ()= () () () () -
Z"*<17 wt\17) =17 15 17 8 -
» 8 )2 ( > 15)2 4, 4 2(8z3 — 15y5)
= _ — _— = _—_— 1
(xn Tt 7 Tn + Yn 17 +1
co wobec réwnosci (2) oznacza, ze 22 =z + yi — 1. Kazda tréjka (zn, Yn, 2) jest wiec
rozwigzaniem badanego réwnania diofantycznego.

dla n=0,1,2,...

Uwaga. Te serig¢ rozwigzan wskazal Witold Bednarek, autor zadania. Istnieje wszelako
bardzo wiele innych rozwigzan. Podobna seri¢ mozna wygenerowa¢ na przyktad przez
rekurencje liniowa o =3, yo =1, Tn+1 = 192 +40yn, Ynt+1 = 92n + 19y, (tu
kluczem jest tréjka pitagorejska (9,40,41)); poczatkowe wyrazy ciagu (zp + ya — 1)
to 9%,96442, ... ; i wszystkie dalsze tez sa kwadratami; aby sie o tym upewnié,

warto wyrazi¢ liczby 2z, = v/ + ys» — 1 wzorami analogicznymi do (3). Zachgcamy
do znalezienia jeszcze innych (podobnych) serii — np. takiej, w ktérej znalaztoby

sie rozwigzanie x = y = 13; lub tez — co ciekawsze — do rozpoznania ogdlniejszego
schematu, ktéry kryje sig za tymi przyktadami.
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