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Liczba i suma dzielnikow
Barttomiej BZDEGA

Niech 7(n) i o(n) oznaczaja odpowiednio liczbe i sume dzielnikéw liczby

catkowitej dodatniej n. Rozwazmy rozklad liczby n na czynniki pierwsze:
n=pipy? .. PRk,

Na mocy zasadniczego twierdzenia arytmetyki liczba catkowita dodatnia d jest

dzielnikiem liczby n wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja zapisa¢ w postaci

(1)
Kazda z liczb §; mozemy wybraé niezaleznie na a; + 1 sposobéw, wigc na mocy
reguly mnozenia

(2) 7(n) = (a1 + 1)(ag+1)...(ax + 1).

W celu uzasadnienia wzoru na sume dzielnikow

(3) o(n)=1+p1+pi+...+p7)(L+pe+p3+...4+p32) ... (1 +pe+pi+...+pp*),
wymnazamy jego prawa strone — jest ona réwna

a1 o ag
Z Z pr‘péﬁ...pf" :Zd
d|n

B1=0 B2=0 Br=0

d:pllpgz...pi’“, przy czym 3; € {0,1,...,a;} dlai=1,2,... k.

na mocy .

Na koniec pokaze, jak mozna oszacowaé warto$é o(n), znajac tylko dzielniki
pierwsze liczby n. Zauwazmy, ze dla liczby pierwszej p i liczby catkowitej a > 1
zachodzg nieréwnosci

+1  p+p* !t 1+p+pP+...+p® 1 1 1
prl_p Ay oAphpd LA R TSP g
p p p p pop p—1
Po wymnozeniu ich stronami dla liczb p;, o; przy i = 1,2,...,k, na mocy ,
otrzymamy nastepujace nieréwnosci:
1 1 1
(4) pmtl pptl  pet gf"(”)
Y41 b2 Pk n

pr P2
pr—1 pp—1 "

Dk
pr—1

Zadania.

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, ktérych liczba dzielnikéw
wynosi /n.

2. Liczba calkowita dodatnia n ma dokladnie trzy razy mniej dzielnikéw niz
liczba n?. Ile dzielnikéw moze mieé liczba n?

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktére maja nieparzysta
(a) liczbe dzielnikéw,

(b) sume dzielnikéw.

4. Ustalmy liczbe catkowita dodatnia n. Wyrazi¢ za pomoca funkcji 7 liczbe
rozwigzan réwnania % + % = % w liczbach catkowitych z i .

5. Liczby calkowite dodatnie m i n nazywamy zaprzyjaZnionymi, jesli spelniaja
warunki o(n) = 2m i o(m) = 2n. Dowiesé, ze jesli m i n sg liczbami
zaprzyjaznionymi, to iloczyn sumy odwrotnosci dzielnikow liczby n i sumy
odwrotnosci dzielnikéw liczby m jest réwny 4.

6. Liczbe catkowita dodatnia n nazywamy doskonalq, jeli o(n) = 2n. Dowiesé, ze
(a) nieparzysta liczba doskonala ma przynajmniej trzy rézne dzielniki

pierwsze;
(b) parzysta liczba jest doskonala wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
2P=1(2P — 1), w ktorej liczby p i 2P — 1 sa pierwsze.

7. Liczbe catkowita dodatnia n nazwijmy hiperdoskonalq, jesli o(n) = 3n.
Udowodnié, ze jesli liczba hiperdoskonata ma dokladnie trzy rézne dzielniki
pierwsze, to jest ona podzielna przez 6.

8. Niech n > 6 bedzie liczba doskonalg oraz niech p bedzie najmniejszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Dowies¢, ze w rozkladzie liczby n na czynniki
pierwsze liczba p wystepuje z wykladnikiem parzystym.
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