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843. Po krawedziach wypuklego wieloscianu petza zuk. W kazdym wierzchotku
wieloScianu schodzg sie trzy krawedzie. Po dojsciu do wierzchotka zuk nie

zawraca w krawedz, ktérg przyszedl, lecz wybiera jedna z pozostalych dwéch

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2022

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
829 (WT = 3,29) i 830 (WT = 1,43)
z numeru 11/2021

krawedzi — lewa lub prawsg (orientacja: lewo/prawo — tak, jak widaé, patrzac

z zewnatrz wieloScianu). Gdy na jednym rozdrozu zuk wybral wariant lewy, na
nastepnym wybiera prawy — i na odwrét. Dowiesé, ze w pewnym momencie zuk
wréci do punktu, z ktérego rozpoczal wedrowke.

844. Wyjasnié, czy istnieje liczba pierwsza p, dla ktorej suma

1P 43P ...+ (2p—1)P

Witold Bednarek Lédz 39,87
Krzysztof Maziarz Krakéw 38,88
Kacper Morawski Warszawa 38,59
Andrzej Kurach Ryjewo 38,29
Pawel Najman Krakéw 37,33
Adam Woryna Ruda S1. 36,14 3 &e1 i 3
Mosoin Kaoporski Wasazams 3691 jest szesScianem liczby naturalnej.
Marek Spychata Warszawa 31,73
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,34

Rozwigzania zadan z numeru 2/2022
Przypominamy tresé¢ zadan:

835. Dana jest liczba naturalna n podzielna przez 3 oraz ciag
(z1,...,2pn) o wyrazach 1, 2 lub 3, przy czym jedynek, dwdjek i tréjek
jest tyle samo (po n/3). Dowie$é, ze dla pewnych numeréw k, I

(1 € k <1< n) zachodzi réwno$é¢ xp + ...+ z; = n.

836. (a) Wykazad, ze istnieje nieskoriczenie wiele dodatnich liczb
rzeczywistych z, dla ktérych oba wyrazenia z'/? 4 2712 oraz

z1/3 —+ z—1/3 majg wartosci calkowite.

(b) Ustali¢, ile jest liczb > 1 o powyzszej wlasnosci takich, ze |z]
ma w zapisie dziesigtnym nie wigcej niz 2022 cyfry.

835. Niech sy =z1+ ...tz dlak =1,...,n (wiec s, = 2n)
i niech S = (s1,...,sn). Sasiadujace elementy ciagu S réznia
sie co najwyzej o 3.

Przypus$émy, ze teza zadania nie zachodzi. Wtedy sk # s; +n
dla k,1 =1,...,n. Ma wiec miejsce réwnowaznosé:

(1) teS <= t+n¢sS date{l,...,n}

Skoro 2n € S, zatem n ¢ S.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy n — 1 € S. Niech

n — 1 = sp,. Przyjmijmy, ze w ciagu M = (x1,...,Zm) jest
a jedynek, b dwdjek, c tréjek. Tak wiec

(2) a+2b+3c=n—1.

Niech z; bedzie jedna (dowolna) z tych a jedynek. Liczby
a = sj_1, B = s; réznig si¢ o 1 (gdy j = 1, przyjmujemy
a = 0). Liczby o +n, 8+ n nie naleza do S (wtasnosé¢ (1)).
Wsréd trzech kolejnych liczb musi byé element S, wobec
czego liczby y=a+n—1,6 = 8+ n+ 1 nalezg do S;
réznig sie o 3, wiec wyznaczaja pewien element x, = 3
(ten, dla ktérego s, = 4). W ten sposéb kazdej jedynce

z ciagu M zostata przyporzadkowana pewna trdjka

z ciagu N = (Tmt1,- .-, Tn).

Na odwrét, bioragc dowolny element z,, = 3 z ciaggu N,
widzimy, ze liczby § = s, oraz v = § — 3 naleza do S, liczby
v+ 1, § — 1 nie naleza, wicca=v+1—-n,=d—1—n
naleza (wlasno$é (1)) i wyznaczaja pewien element

x; =1 (ten, dla ktérego s; = B) — kazdej tréjce z ciagu N
zostala przyporzadkowana pewna jedynka z ciggu M. Te
przyporzadkowania sa wzajemnie odwrotne i ustalajg bijekcje
miedzy jedynkami w M i tréjkami w N. Mamy wiec a tréjek
w ciggu N oraz c trojek w ciggu M. Stad

(3) a+c=n/3
(bo tyle jest wszystkich tréjek w (z1, ..

Sy Tn)).
Pozostaje przypadek, gdy n —1 ¢ S. Wtedy n+1€ S
(bomn ¢ S). Niech n + 1 = s,,. Odwracamy kierunek;
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Zadanie 844 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

oznaczamy przez a, b, ¢ liczby jedynek, dwéjek, trojek

w ciagu (Tm+1,...,2Zn) = N, ktérego elementy teraz sumuja
sie do wartosci s, — $m = n — 1; wzér (2) nadal w mocy.
Rozumowanie analogiczne jak poprzednio ustala bijekcje
miedzy jedynkami w N i tréjkami w M i ponownie implikuje
réwnosé (3).

Uzyskane w obu przypadkach zaleznosci (2) i (3) daja
oczekiwang sprzecznosé:
6(b+c)=3(a+2b+3c)—3(a+c)=3(n—1)—-3(n/3)=2n-3
(liczba parzysta réwna nieparzystej); koniec dowodu.
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836. Niech ¢ = 2'/% + 27/5. Wowezas
(4) 2427V =F -3¢, Py =-2
Jasne, ze jesli ¢ jest liczba naturalng wiekszg od 1, to te
warto$ci sg liczbami naturalnymi. Ale i na odwrét: jezeli
liczby ¢® — 3¢ oraz c? — 2 (wiec takze ¢® oraz ¢? — 3) sa
naturalne, to ¢ = (¢® — 3¢)/(c* — 3) jest dodatnia, liczba,
wymierng o kwadracie catkowitym — jest wiec liczba
naturalna. Rozwazany warunek, by wartosci wyrazen (4)
bytly caltkowite dodatnie, sprowadza sie do tego, by liczba
c=g'/0 4 47 1/0 byta catkowita.

Funkcja f(z) = /% 4+ 27V przyjmuje (dla = > 0) wszystkie
wartosci z przedzialu [2, c0). Punkty, w ktérych przyjmuje
wartosci catkowite ¢ > 2, tworza zbidér nieskonczony; to

teza (a) zadania.

W czesci (b) chodzi o ustalenie, w ilu punktach

przedziatu [1,102°2%) ma ona wartoéci catkowite.

Poniewaz jest w tym przedziale ciggta i $cisle rosnaca,

jest to po prostu pytanie o to, ile jest liczb catkowitych

w przedziale J = [f(1), £(10?°??)). Skoro f(1) = 2,

za$ f(10%9%2) = 1037 +107*%7 < 1037 + 1, zatem do
przedziatu J nalezg liczby catkowite 2,3, ...,10%7, i tylko
one. Jest wiec 1037 — 1 tych liczb, i taka jest odpowiedZ na
pytanie (b).



