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Ogélna postaé¢ réwnania kwadratowego to
az? + bz 4 ¢ = 0, ale wystarczy podzielié
stronami przez a, by ja sprowadzié¢ do tej
rozwazanej obok.

Wzory Viete’a:
xo + 1 = —b,
Troxy1 = C.

Tzw. podstawowe twierdzenie algebry
méwi, ze zawsze istniejg trzy pierwiastki,
jesli tylko liczymy je zgodnie z ich
krotnoscia i nie unikamy liczb
zespolonych.

Dobre wprowadzenie w tematyke liczb
zespolonych mozna znalezé w tekscie
Zbigniewa Marciniaka z A{g.

Po co nam A?
Michal MISKIEWICZ*

Nie, nie zamierzam poddawaé¢ w watpliwosé sensu istnienia tego szacownego
czasopisma, bo tez trudno sobie wyobrazié¢, co bySmy bez niego zrobili. Chodzi mi
o delte znang nam ze szkolnych lekcji matematyki.

Réwnanie kwadratowe a A

Na tak postawione pytanie odpowiedz sama si¢ narzuca — wyréznik, czyli
popularna delta, pozwala nam obliczy¢ rozwiazania rownania kwadratowego.
Mianowicie dla réwnania postaci 22 4+ bz + ¢ = 0 mozemy najpierw wyznaczyé
A = b? — 4c, a nastepnie uzyskaé¢ dwa rozwigzania:
—b— VA b+ VA

2 o T T
Jesli w ten sposob postawimy sprawe, A pelni jedynie role pomocniczej
wielkosci, ktora pozwala podzieli¢ proces wyznaczania rozwigzan na dwa etapy.

(%) Ty =

Wielkos$¢ ta nie bierze sie jednak znikad. Jednym ze sposobéw na przekonanie
sie o tym jest odjecie stronami obu réwnosci w @ Wspoélczynnik b sie

wtedy skraca i widzimy, ze VA jest réwny z1 — zg, czyli réznicy rozwiazan.
Przypomnijmy, ze sume rozwigzan mozemy wyznaczy¢ ze wzordw Viete’a.
Wzory te (przytoczone na marginesie) wynikaja po prostu z przyréwnania
odpowiednich wspélezynnikéw wielomianéw z2 + bz + ¢ oraz (z — xo)(z — x1).

W naszym przypadku wystarczy jeden z nich — je$li wiemy, ze 1 — 29 = VA
oraz xg + 1 = —b, to taki uktad dwoéch réwnan liniowych tatwo rozwiazac,

otrzymujac wzory opisane w (ED

Pozostaje uzasadnié, skad wzial sie wzér A = b? — 4¢. Otéz jesli VA jest réimica
rozwiazan, to A jest kwadratem tej réznicy, a te wielko$¢ nietrudno wyznaczy¢
ze wzoréw Viete'a:

A= (z1— x0)2 = x% + x% —2zox1 = (0 + x1)2 — dxgxy = b% — 4e.

Zadanie 1. Korzystajac z zaleznoéci A = (z1 — 19)?, wyjasnié, o czym $wiadczy
kazdy z trzech przypadkow:
e A <O, e A =0, e A > 0.

Zadanie 2. Wielko$¢ (z — y)? umiemy wyrazié poprzez x + y i zy. Sprawdzié, ze
podobnie mozna przedstawié¢ z2 + 32, z3 + 33, z* 4+ y* itd., jak réwniez kazde inne
wyrazenie wielomianowe symetryczne ze wzgledu na zamiane miejscami x i y.

Wskazowka. Sukcesywnie wyjmowaé przed nawias xy i odejmowac x + y
podniesione do odpowiedniej potegi.

Roéwnanie trzeciego stopnia — co A méwi o rozwigzaniach?

Przejdzmy krok dalej i rozwazmy réwnanie postaci 3 + bz? + cx +d = 0.
Zaczniemy od przyjrzenia sie, co o jego rozwiagzaniach moze nam powiedzie¢
wyréznik.

Powiedzmy, ze rozwiazania sa trzy: xo, x1, z2. Motywowani przypadkiem
kwadratowym, tutaj wprowadzimy wyréznik réwnania jako

(%) A = (zg — x1)* (21 — 22)* (22 — 20)>.

Odnotujmy od razu dwie pozyteczne obserwacje:

e Jesli réwnanie ma pierwiastek wielokrotny, czyli np. ¢ = x1, to A = 0.

e Jesli pierwiastki zg, x1, 22 sa trzema réznymi liczbami rzeczywistymi, to A > 0.

Do analizy przypadku A < 0 bedziemy potrzebowaé liczb zespolonych.
Przyjmijmy mianowicie, ze rozwigzaniem réwnania 22 + bx? 4+ cx 4+ d = 0 jest
liczba zespolona 1 = u + v, gdzie u, v sa liczbami rzeczywistymi i v # 0 (a wiec
nie mamy do czynienia z liczba rzeczywista w przebraniu). Kluczowa bedzie
obserwacja, ze jedli z1 jest rozwiazaniem réwnania x® 4+ bx? + cx +d = 0, to
rozwigzaniem jest réwniez x2 := u — iv (tzw. sprzeZenie x1). Opiera sie to na
ponizszym fakcie:
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Wzory Viete'a raz jeszcze:

xo + 1 + x2 = —b,

ToT1 + X1T2 + T2T0 = C,

ToT1T2 = —d,

(dla réwnania 23+ bz’ +ecx+d= 0).

Alternatywne uzasadnienie wzoru na A
mozna otrzymadc, opierajac sie
na zadaniu 7.

Zadanie 3. Jedli liczba u + v po wstawieniu do wielomianu 23 + ba? + cx + d
(o wspélezynnikach rzeczywistych) daje s 4 it (gdzie s,t € R), to wstawienie
u — v daje w wyniku s — ti.

Istotnie, w przypadku, gdy s + it = 0, zerowac si¢ musza obie liczby s i ¢,
a w konsekwencji zerem jest réwniez s — it. Podstawowe twierdzenie algebry
gwarantuje istnienie jeszcze trzeciego pierwiastka xg, ale ten musi juz by¢
rzeczywisty — inaczej jego sprzezenie byloby czwartym pierwiastkiem, a co za
duzo, to niezdrowo. Ta wiedza pozwala juz wyznaczy¢ znak wyrédznika. Wyraz
(71 — x2)? wynosi bowiem

(21 — 22)? = (u+iv) — (u —iv))? = (2iv)? = —40?,
a wyrazy rj — To i X2 — X9 mnoza si¢ do
(z1 —x0) (29 — o) = (u— 20 +10) (u — T — iv) = (u—20)? — (1) = (U — )% +V°.
Po zebraniu wszystkiego razem otrzymujemy A = —4v? ((u —0)? + v2)2, co
dzigki warunkom zg,u,v € R i v # 0 na pewno jest liczba ujemna. To dopelnia

naszej analizy:
e Jesli réwnanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa zespolone, to A < 0.

Jak znalezé A?

Przekonalismy sie, ze w przypadku rownan trzeciego stopnia znak wyrdznika A
daje taka samg informacje, jak w przypadku réwnan kwadratowych. Ale jak
wyznaczy¢ A, nie znajac z géry pierwiastkéw xg, z1, 227 Na pomoc znowu
przychodza wzory Viete’a.

Po otwarciu nawiaséw w widzimy jedynie szOste potegi pierwiastkow

(np. 2323, z3x3xs). Na zasadzie analogii do wzoru b? — 4c w poszukiwanym
wzorze na A spodziewaliby$my sie wiec wyrazéw typu b®, c3, d2, ale nie tylko
(np. bed tez jest szostego stopnia). Jest ich duzo, wiec rozpatrzmy najpierw
przypadek réwnania 22 + cz + d = 0 z zerowym wspoélczynnikiem b. W nieznanym
jeszcze wzorze na A wszystkie wyrazy z b znikaja i pozostaja jedynie dwie
kombinacje stopnia 6: ¢3 oraz d?. Postulujemy wiec, ze w przypadku b = 0 wzér
ma postaé A = S - ¢c® + T - d?. Pozostaje znalezé S i T.

To jest jednak najlatwiejsza cze$¢ tego przedsigwziecia. Wystarczy sprawdzié
postulowany wzér na dwéch wybranych rownaniach o znanych pierwiastkach:
A=S-(=3P°+T-2> « 2°-3z+2=(x—-1(@-1)(@+2) « A=0
A=S-(-1P*4+T-0° & 2*—z=x@@-1(x+1) & A=4.
Rozwiazanie otrzymanego ukladu rownan daje nam S = —4 1T = —27, a wiec:

|A = -4 — 21’

Wzér ten mozna oprawi¢ w ramke — tak jak wyzej — i przej$¢ do nastepnej sekcji,
by zobaczy¢ rozwigzanie rownania trzeciego stopnia. Mozna tez ten wzér Scidle
uzasadnié¢; nasze owocne poszukiwania nie stanowily wszak dowodu, ze wzér

w ramce dziala. W tym celu zauwazmy, ze dowolne réwnanie 23 +bz2 +cx+d =0
daje sie sprowadzi¢ do poprzedniego przypadku poprzez podstawienie x =y — %
Po otwarciu nawiaséw i uproszczeniu okazuje sie bowiem, ze y spelnia réwnanie
postaci

b2 265 be

— D=d+ — — —,

3 27 3

ale juz bez wspélczynnika przy y2. Dla powstalego réwnania wyréznik — tym
razem wyznaczony przez rozwigzania o, Y1, Y2 pomocniczego réwnania — jest dany
wzorem w ramce, czyli —4C3 — 27D?.

> +Cy+D =0 zewspélczynnikami C =c¢—

Zachg¢cam Czytelnika do zlozenia wszystkich elementow tej ukladanki w catosé,
a w rezultacie — do $cistego uzasadnienia wzoru w ramce:

Zadanie 4. Uzasadnié¢, ze wyr6zniki obu réwnan (na z i na y) sa takie same.
Wyprowadzi¢ stad wzér A = 5-(4(b? — 3¢)® — (2b® — 9bc + 27d)?).

Zadanie 5. Sprawdzi¢ bezposrednio, ze wzér z zadania 4 po podstawieniu b, ¢, d
wedlug wzoréow Viete'a jest tozsamy ze wzorem (ED
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Dla réwnania z° + pxr+q=0:
xo + x1 + 2 =0,

zox1 + x1T2 + X220 =P,
Tpx1T2 = —(q.

Warto zauwazy¢, ze niektére permutacje
pierwiastkow zmieniaja znak wyrazenia
obok, a niektére nie. Jest to zwigzane

z niejednoznacznoscig VA — wszak (poza
przypadkiem A = 0) sg dwie liczby dajace
w kwadracie A, wiec wybdr jednej z nich
jest calkiem arbitralny.

Kluczowa wlasnoscia liczby € jest to, ze

e3 =1 - stad tez nazwa pierwiastek

z jedynki. Pozwala to obliczaé kolejne

potegi (np. e* = ) oraz wielkosci takie jak

14e+¢e? (ktoére jest réwne zero jako
1—e3 )

1—e /°

iloraz

Tak jak z pierwiastkiem z A, tak i tutaj
jest niejednoznaczno$é. Pierwiastek
szescienny mozna wyciagnac na trzy
sposoby, ktére odpowiadaja réznym
kolejnosciom pierwiastkéw zo, z1, 2.

Rozwigzanie réwnania trzeciego stopnia

Pigkne wyprowadzenie rozwiazan takiego rownania pochodzace

od XVI-wiecznych wloskich matematykéw mozna znalezé w artykule Marka
Kordosa z A}, Tutaj jednak, zeby podkredlié¢ role wyréznika A w rozwiazywaniu
réwnania trzeciego stopnia, péjdziemy za XVIII-wiecznym rozumowaniem
Josepha Lagrange’a.

Dla uproszczenia sytuacji zalézmy, ze wspétczynnik przy x2 jest zerowy, a wiec
mamy do czynienia z réwnaniem 23 + pz + ¢ = 0 (oznaczenia tradycyjne);

w szczegblnosci A = —4p? — 27¢%. Widzieliémy juz zreszta, ze ogdlny przypadek
daje sie do tego sprowadzié¢ przez liniowe podstawienie.

Na dobry poczatek zobaczmy, co nam daje wyciagniecie pierwiastka z A. Ot6z
daje tyle:

VA = (g — 21) (21 — 22) (22 — 20) = (w022 + 2122 + 2225) — (2221 + 2229 + 2320).
Podobne wyrazenie, tylko z plusem, mozna wyznaczy¢ ze wspolczynnikéw
rownania jako

Zw?mk = (xox1 + 2122 + T220) (X0 + 21 + 2) — 3T 122 = 3¢,

i#k
skad zox? + 123 + 2370 = (3¢ + VA)/2 i 2321 + 2320 + 2310 = (3¢ — VA) /2.
Do tych watpliwej urody réwnoéci jeszcze wrécimy.

Przebieglym pomystem Lagrange’a bylo zastosowanie dyskretnej transformaty

Fouriera. W naszym przypadku oznacza to po prostu, ze wprowadzimy na scene

iv3—1
2

pierwiastek trzeciego stopnia z jedynki € := i rozwazymy pomocnicze

C 2 .
wielkosci s = 35 ek x;, czyli
So = g + 621‘1 + cxo.

2
So =%p + 21+ T2, 81 =20 +EX+E T,

Jak tatwo sie przekonaé, tzw. odwrotna transformata daje xp = %Z?:O eIk S5,
czyli
zo=3%(so+s1+52), x1=2%(so+e%s1+es2), x2=12(s0+es1+e%s2).
Te ostatnie wzory maja dla nas znaczenie jedynie o tyle, ze gdy wyznaczymy
S0, 81, S2, bedziemy umieli tez wyznaczy¢ xg,x1,x2. I to jest pewien postep,
bo ze wzoréw Viete’a mamy juz so = 0. Z kolei iloczyn s1s2 jest réwny
5180 = T2 + 22 + x5 — (Tox + T1T2 + Toxp) =
= (zo + x1 + 22)? — 3(zoz1 + T122 + Toz0) = —3p.
3p

To oznacza, ze so = -

-£ i do pelnego sukcesu wystarczy nam wyznaczy¢ si.

I tutaj przyda sie VA. Ot67 s do szeécianu ma znajoma wartoscé
83 = (zo+w1+29)34+3(e—1) (232 + 2w +2320) +3(e% — 1) (o2 + 103+ 2320) =

=3(e—1)(3¢— VA) + 2(e* — 1)(3¢ + VA) = _%q B 3?31'\/&

mozemy wiec wyciagnac pierwiastek trzeciego stopnia z powyzszej wielkosci, by
wyliczy¢ s1, a nastepnie so i wszystkie pierwiastki xg, z1,z2. Choé¢ metoda jest
dos¢ zawila, to jej wynik da sie czeSciowo strescié:

3p . 3 q l¢*  p?
1 —
=3 <81_51>’ gdzie 51 3\/_2+ Z+?7

I to by bylo na tyle!

Zadanie 6. Jak na ironie, gdy istnieja trzy rozwiazania rzeczywiste xg, 1, z2
(czyli gdy A > 0), pomocnicze wartoéci s3 i s; nie sa rzeczywiste.

Zadanie 7. Niech f(z,y, z) bedzie wielomianem symetrycznym ze wzgledu na
permutacje zmiennych z,y, z. Wykazaé, ze da sie go przedstawi¢ jako wyrazenie
wielomianowe od wielkosci = 4+ y + z, xy + yz + 2z, zyz.

(niektorzy Czytelnicy mogq znaé to zadanie jako zastosowanie teorii Galois, ale
da si¢ je tez rozwigzal elementarnie).
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