Biorac pod uwage relatywnie mate Aby OthZyé h, musimy teraz ObliCZYé d. Poniewaz Znamy r i (dhlgOéé

odleglosci (w stosunku do promienia luku) AB, mianowicie: 23,41 km, jest to bardzo proste. Rzeczywiscie
Ziemi), zamiast d mozemy uzyé¢ AB. ‘AB ’ AB o ) AB
22 .9 = awu@cd:tg(T)r. Zatem

Rzeczywiscie d = tg(48)r &~ 23,4101 km, « = 2mr r )
AB
h = r(l + tg2(> + 1>.
T

a wiec d =~ AB.
Dla r =6371 km i AB = 23,41 km otrzymujemy h ~ 0,0430098 km, czyli okoto
43 metry. Poniewaz 43/(92/26) ~ 12,15, wnioskujemy, ze morze wida¢ juz

Proste obliczenia zostaly wykonane przy Z trzynastego pi(—;tra Pontsteigera.
uzyciu Wolfram Alpha,
https://www.wolframalpha.com/} W tym rozumowaniu przyjeliSmy dwa niewinne zatozenia. Po pierwsze, ze

budynek lezy na poziomie morza. Jest to uzasadnione, gdyz stoi on prawie na
poziomie Kanalu Morza Pélnocnego. Poza tym zalozyliSmy rowniez, ze Ziemia
jest idealng sfera.

Interesujacym aspektem réwnania jest, ze mozemy je réwniez uzy¢ do
ustalenia 7, promienia Ziemi. Mianowicie: zalézmy teraz, ze znamy wysoko$¢ h
i dlugo$é stycznej d. Z () otrzymujemy

d? — h?
T
Ten genialnie prosty sposob obliczenia promienia Ziemi  Mozemy odtworzy¢ jego osiagniecie, proszac
zostal zaproponowany przez arabskiego uczonego administratora Pontsteigera, aby powiedzial nam,
Al-Biruni okotlo tysiaca lat temu. Dokladniej, zamiast z ktérego pietra mieszkancy budynku moga juz
obliczy¢ d, Al-Biruni obliczyl, uzywajac astrolabium, widzie¢ morze. UstaliliSmy wczesniej, ze sa to
kat 8 pomiedzy styczna d do horyzontu i pionowa mieszkancy trzynastego pietra. Trzynaste pigtro
linig poprowadzona ze szczytu gory. Ponadto aby zaczyna sie na wysokosci h = 12 - 92/26 metréw,
obliczy¢ wysokosé h wzgodrza, porownal on katy jego a wiec okolo 42,46 metra. Wstawiajac w ostatnim
elewacji z dwéch miejsc i obliczyl odleglo$é miedzy tymi réwnaniu h = 0,04246 km i d = 23,41 km, otrzymujemy
punktami. Poniewaz r & 6453,44 km, warto$é, ktéra rézni sie od prawidlowej
sin(8) = r . odpowiedzi raptem o 1%.
dostajemy wtedy T Trzecie zastosowanie réwnania polega na obliczeniu d,
hsin(5) gdy znamy h i r. Zilustrujemy je, ustalajac, jak daleko
r= m widaé ze szczytu Pontsteigera do horyzontu w kierunku

W ten sposéb Al-Biruni obliczy! promieri Ziemi z bledem M™% z otrzymujeny

zaledwie 2%. d = +/2rh + hZ2.

Sparavigna, Amelia (2013). The Science of Al-Biruni. _ : _ :
International Journal of Sciences. 2 (12): 52-60. arXiv:1312.7288. Dla 7= 6371 km i h = 07092 km otrzymujemy
doi:10.18483 /ijSci.364. d =~ 34,2385 km.

Abstract nonsense, czyli teoria kategorii
* Student, Wydzial Matematyki, RObGTt SZA FAROZ YK*

Informatyki i Mechaniki,

Uniwersytet Warszawski Teoria kategorii, ktéra jest tematem tego artykutu, ma dos$¢ nietypowe
w matematyce zastosowanie. Wladciwie mozna powiedzieé, ze nie jest to wcale
Wyrazenie abstract nonsense jest teoria; nie jest to odrebny obszar badan, w ktérym mozna sie wyspecjalizowac,
uzywane do opisu dowodéw twierdzer zapominajac o reszcie matematyki. Teoria kategorii jest pewnego rodzaju
spoza teorii kategorii, ale K . . ” , e
wykorzystujacych wylacznie jej metody.  jezykiem, uniwersalna ,mowa” matematyczna, ktéra pozwala (mniej lub
bardziej) polaczyé te wszystkie porozrzucane dziedziny matematyczne w jakas
calosé.

Zacznijmy od tego, czym jest ta kategoria.

Definicja 1 (Kategoria). Kategoria skiada sie z obiektéw i morfizmdw.
Morfizmy wyobrazamy sobie jako strzatki idgce od obiektu do obiektu, czyli
morfizm [ z obiektu A do obiektu B narysujemy tak:

ALB.

Oczywiscie kazda strzatka ma dokladnie jeden poczgtek i dokladnie jeden koniec.
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Ponadto morfizmy mozna skladaé. Gdy dwa morfizmy f, g sq takie, Ze pierwszy
konczy sie tam, gdzie drugi zaczyna, to automatycznie otrzymujemy trzeci
morfizm, ktéry nazywamy ich zlozeniem i oznaczamy f - g (vwaga: réwnie czesto
w literaturze spotyka sie oznaczenie go f).

Kategoria jest troch¢ jak mapa
samochodowa, sa na niej miasta i drogi.
Planujac wycieczke z miasta A do

miasta B, mozemy podrézowaé droga f.
Jesli chcemy potem pojechaé¢ z B do C
droga g, to mozemy to zrobi¢, nazywajac
cala podréz f - g. Ponadto w kazdym
miescie mozemy si¢ zatrzymac na
zwiedzanie rynku, co nie zmienia w zaden
sposéb trasy wycieczki

La-f=f=/"15.

B—YsC

i/g

Dla danych skladalnych morfizmoéw istnieje dokladnie jedno zlozenie; morfizmow,
ktére nie sq skladalne, nie mozna skladaé; ponadto zachodzi f-(g-h)=(f-g)-h

(czyli mozemy pisac po prostu f - g - h). Ostatnig wlasnoscig potrzebnag, by
kategoria byla kategorig, jest to, ze kazdy obiekt (dla ustalenia vwagi A) musi
posiadac morfizm 14 : A — A zwany identycznosciq i spetniajgcy dla dowolnych
f:A—=>Big:C— Atoisamoscily-f=f orazg-14=g.

Przykltad 1. PonizZsze struktury tworza kategorie:
e jeden obiekt i identycznosé: A D1a;
e jeden obiekt i morfizmy {f,}.cz takie, ze
fm ' fn = fm+n5 A PIDY
Ponizsze struktury nie tworza kategorii:
e trzy obiekty z identyczno$ciami i dwa morfizmy:
Qa (W (Pe
A2 B0
(brakuje zlozenia f - g);
e jeden obiekt i morfizmy {f,}ncz takie, ze
Jm fo = fm-n: A o fn
(brakuje identycznosci).
Jak na uniwersalna mowe matematyczna, ktéra (wedtug
autora) ma pozwoli¢ na sformalizowany opis calej
matematyki, to na pierwszy rzut oka nie wyglada to
zbyt obiecujaco. Strzalki i kropki nie pojawiaja sie¢
w matematyce zbyt czesto, no chyba ze w teorii graféw.
Mimo to nie traé¢my nadziei i sprébujmy cos z tej
definicji wywnioskowac.

Lemat 1. Kazdy obiekt ma dokladnie jedng
identycznosé.

Dowaod. 7 definicji kategorii wiemy, ze kazdy obiekt ma
co najmniej jedng identycznosé. Trzeba wiec pokazac,
ze nie moze mie¢ ich wiecej. Zalézmy nie wprost, ze
jest jaki$ obiekt A, ktéry oprécz 14 ma jeszcze jedng
identyczno$é i : A — A nieréwna 14. Wowcezas 14

i ¢ sa skladalne, wiec zachodzi i =i-14 (bo 14 jest

identycznoscia) oraz i - 14 = 14 (bo 4 jest identycznoscia).

Ale to znaczy, ze i = 14, co jest sprzeczne z naszym
zalozeniem. (]

Teoria kategorii ma to do siebie, Ze robi si¢ tym
ciekawsza, im bogatszy jest wachlarz ,stéw”, jakimi
jesteSmy w stanie operowa¢. Wprowadzmy wiec nowa
definicje.
Definicja 2 (Monomorfizm). Morfizm m : A — B
nazywamy monomorfizmem, jesli dla dowolnego
obiektu C' i morfizméw f,g: C — A z réwnosci
f-m=g-m wynika f =g.

A—"- B

fﬁg/ng'm = f=g9
o
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Czyli monomorfizmy to morfizmy posiadajace pewnag
dodatkowa wlasnos¢. Ponizej zostawiam Czytelnikom do
udowodnienia fakt ukazujacy, ze znamy juz pewna klase
monomorfizmow.

Zadanie 1. Identycznosci s¢g monomorfizmami.
Tymczasem my udowodnimy ponizszy lemat.

Lemat 2. Niechm: A— Bin:B — C bedg
monomorfizmami. Wéwczas ich zlozenie m-n: A — C
rowniez jest monomorfizmem.

Dowaod. Wezmy dowolne D oraz f,g: D — A, takie ze
f-m-n=g-m-n. Chcemy wywnioskowa¢, ze f = g.
Mamy diagram:

A"+ B "3 C
It
D
Mozemy go przerysowaé jako:

B " C
f.ngM
D

wiec korzystajac z tego, ze n jest monomorfizmem,
dostajemy f-m =g-m:

A—"- B
e~
D

A stad wynika juz, ze f = g, bo m jest monomorfizmem.
O

No to teraz cala ta teoria kategorii stata si¢ wrecz
niepowazna. Ten ,dowod” przypomina bardziej
zabawe w laczenie kropek niz inteligentny wywaod
przyczynowo-skutkowy. Nadszedl wiec moment,

w ktérym, by zachowaé przyzwoitosé tekstu badz co
badZ matematycznego, musze niezwlocznie ujawnié
sekret przydatnosci teorii kategorii. A mianowicie:
wszystko, co w matematyce interesujace, tworzy
kategorie. A oto dowdd (empiryczny):



Na przyktad ze zbioru dwuelementowego
do tréjelementowego istnieje 32 = 9
morfizméw. Z kolei morfizméw ze zbioru
jednopunktowego do dowolnego innego
zbioru jest tyle, ile ma on elementéw.

Piszac ,wszystko tworzy kategori¢”, nie
mialem na myséli tylko zbioréw, kazda
porzadna struktura matematyczna ma
swoja kategorie. Istnieje wiec kategoria
grup, graféw, przestrzeni topologicznych,
funkcji rézniczkowalnych, a nawet
kategoria wszystkich kategorii.

Jeszcze bardziej magiczne jest to, ze
ogromny liczbe wlasnos$ci i konstrukcji
matematycznych mozna uogdlni¢ na
dowolng kategori¢. Na przyktad
konstrukcje produktu kartezjariskiego
zbioréw mozna opisaé kategoryjnie.
Wéwczas, jak mozna si¢ spodziewac,
przyjmuje ona postaé¢ produktu grup
w kategorii grup, produktu pierscieni
w kategorii pierscieni itd. Ale, sprytnie
dobierajgc kategori¢, mozna tez
powiedzieé, ze produktami sa pojecia
takie, jak AN B, p A ¢, NWD(m,n) czy
min(z, y).

w

Rozwigzanie zadania M 1713.

Niech P’ bedzie punktem lezacym na
krétszym tuku CB okregu 2 tak, ze

BP’ = PD. Wtedy czworokat PDP’'B
jest trapezem réwnoramiennym, skad
PP’ = BD. Ponadto z tego, ze
P'B=PD, DM = BN oraz

XxP'BN = xPDM (co wynika wprost

z wyboru P’) wnosimy, ze trojkaty PDM
oraz P'BN sa przystajace.

W szczegdlnoéci NP’ = M P. Wobec tego
z nieréwnosci tréjkata dla PN P’ mamy:
PN + NP’ > PP’ czyli

PN + PM > BD.

Definicja 3 (Kategoria zbioréw). Oznaczamy przez Set kategorie, w ktdrej:
e obiektami sq zbiory,
e morfizmami sq funkcje,
e skladanie jest skladaniem funkcji,
e identycznodciami sq funkcje identycznosciowe (v — x).

Uwazny Czytelnik powinien w tym momencie sprawdzi¢, ze Set rzeczywiscie
spelnia wszystkie warunki bycia kategoria.

Bardzo wazna rzecza, wrecz kluczowa, jest to, ze tworzac kategorie zbiorow,
tak naprawde zapominamy, czym zbiory sa. Obiekty w Set to tylko punkty
(bez elementéw, bez informacji), morfizmy to tylko strzalki. Jedyna informacja,
jaka mamy, to jak dany morfizm sklada si¢ z innymi morfizmami (o ktérych
réwniez wiemy tylko to, jak skladaja sie z innymi morfizmami...). Wydawaloby
sie wiec, ze pozbyliSmy sie wszystkiego, co istotne z teorii zbioréw, i dostaliémy
co$ kompletnie z nia niezwigzanego. Wprost przeciwnie.

Twierdzenie 1. Funkcja jest injektywna (réznowartosciowa) witedy i tylko
wtedy, gdy jest monomorfizmem w Set.

Dowdd. Najpierw sprawdzmy, ze jesli f jest funkcja injektywna ze zbioru X
do Y, to spelia wlasno$¢ monomorfizmu. Wezmy dowolny zbiér Z oraz dwie
funkcje g, h : Z — X spelniajace g- f = h- f. Wowczas dla dowolnego z € Z
mamy f(g(z)) = (g- )(z) = (h- f)(2) = f(h(z)), czyli z réznowartosciowosci
funkcji f dostajemy g(z) = h(z), co oznacza g = h.

Teraz zalézmy, ze funkcja f z X do Y spelnia wlasno$¢ monomorfizmu.
Chcemy pokazaé, ze jest injektywna. Wezmy dowolne xg,x1 € X spelniajace
f(zo) = f(z1). Oznaczmy przez * obiekt w Set odpowiadajacy pewnemu
zbiorowi jednoelementowemu (ten jedyny element réwniez nazwijmy )

i zdefiniujmy funkcje go, g1 : * = X w ten sposéb, ze go(*) = zg, a g1 (%) = x1.
Woéwezas mamy (go - f)(x) = f(go(*)) = f(z0) = f(x1) = f(91(+)) = (g1 - [)(*),
czyli go - f zgadza sie z g1 - f na wszystkich elementach *. Morfizmy te sa réwne,
a skoro f jest monomorfizmem, to réwniez gg = g1, co oznacza, ze Ty = 1. (I

Stalo sie cos magicznego. Okazalo sie, ze dla zbioréw definicja funkcji
injektywnej pokrywa sie z definicjag monomorfizmu. A mimo to ciezko sobie
wyobrazi¢ dwie réwnie niepodobne do siebie definicje. Jedna jest lokalna, méwi
o dwdch zbiorach, ich elementach i jednej funkcji miedzy nimi. Druga wprost
przeciwnie, wykorzystuje cata kategorie, wszystkie zbiory i wszystkie funkcje.

PokazaliSmy juz metoda abstract nonsense, ze ztozenie dwéch monomorfizméw
jest monomorfizmem. Dostajemy wiec ,,za darmo” ponizszy prosty fakt.

Whniosek. Zlozenie dwoch funkcji injektywnych jest funkcjg injektywng.

W taki wlasnie sposéb dziala teoria kategorii. Pozwala uprawia¢ matematyke
jeden poziom abstrakcji wyzej. Jesli udowodnimy co$ dla wszystkich kategorii,
to mozemy to zastosowaé dla kazdej z nich (dla zbioréw, grup, pierécieni,
nawet jesli nie wiemy, czym one sa). Jedno twierdzenie abstrakcyjne jest warte
nieskonczenie wielu twierdzen szczegdlnych.

Jesli wiec Czytelnik mialby ochote za jednym zamachem rozwiazaé
nieprzeliczalnie wiele zadari matematycznych (bijac tym na pewno jaki$ rekord
Guinnessa), to ponizej jest ku temu okazja.

Zadanie 2. Niech f: A— B, g: B — C bedqg dowolnymi morfizmamsi. Pokazad,
ze jesli f - g jest monomorfizmem, to f jest monomorfizmem. Czy g tez musi byc
monomorfizmem?

Zadanie 3. Skonstruowac skoriczong kategorie, w ktérej dokladnie polowa
morfizmow jest monomorfizmami.

Zadanie 4. Definiujemy kategorie N. Jej obiektami sq wszystkie liczby
naturalne, a morfizmami relacja < (strzalka m — n istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy m < n). Sprawdzié, ze N rzeczywiscie tworzy kategorie.
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