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Leonardo da Vinci (1452-1519)
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Przyktady trzech rodzajéw transformacji.
Kodeks Madrycki II, folio 107 r.
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Rys. 1. Transformacja pierwszego rodzaju
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Rys. 2. Transformacja drugiego rodzaju
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Rys. 3. Transformacja trzeciego rodzaju

Leonardo da Vinci i topologia
Grzegorz LUKASZEWICZ*

O Leonardzie napisano bardzo duzo. Istnieja rozliczne obszerne monografie
dotyczace jego osiagnie¢ w roznych dziedzinach, na przyklad w botanice
[Emboden] czy anatomii [Clayton, Philo], nie wspominajac juz o malarstwie.
Nie ma natomiast stosownego opracowania wkladu Leonarda do matematyki.
Popularna wiedza na ten temat ogranicza si¢ przewaznie do jego pieknych
ilustracji w dziele Divina proportione Paciolego (1509). A przeciez badania
Leonarda w dziedzinie matematyki sa zdumiewajace, mimo ze, jako
nieopublikowane, nie odegraly swojej roli w rozwoju matematyki.

Leonardo patrzyl na swiat holistycznie, doszukujac sie wszedzie wzajemnych
powigzan, wszystko bylo dla niego procesem zmian i transformacji,

w anatomii, botanice, geologii czy hydrodynamice. Swiat byt dla niego
procesem dynamicznym, sterowanym sitami, ktére nalezy poznaé.

Bardzo zaawansowane badania hydrodynamiczne Leonarda [zob. Capra, 2013],
zmierzajace do opisu ruchu wody, stanowily motywacje do pomystu opisu
jakosciowego jej dynamiki. Pamietajmy, ze w tamtej epoce, a takze jeszcze

w XVII wieku, rozwazania matematyczne byly prowadzone gltownie w jezyku
geometrii [zob. Trysekcja kgta w ,Geometrii” Kartezjusza AL], a wlasciwy
dla fizyki aparat matematyczny pozwalajacy ujaé¢ te procesy iloéciowo, czyli
réwnania rézniczkowe, pojawil sie dopiero w XVII wieku, w kontekscie
mechaniki i geometrii.

Jezykiem dla opisu jakosciowego proceséw dynamicznych jest topologia,
badajaca miedzy innymi ciagle w obie strony i wzajemnie jednoznaczne
transformacje, a takze dynamika topologiczna, natomiast w obrebie
hydrodynamiki — hydrodynamika topologiczna. Same te pojecia nie istniaty
oczywiscie w XV wieku, ale badania Leonarda miaty juz pewne cechy

o charakterze topologicznym, czyniac go prekursorem w dziedzinie, ktérej
pierwsze zalazki przypisuje sie czasom i badaczom znacznie péZniejszym —
Leibnizowi (1646-1716) i Eulerowi (1707-1783).

Na przyklad, chcac badaé ruch wody, Leonardo rozwazal transformacje (dzis
powiedzielibySmy homeomorfizmy) zachowujace objetosé. W tym artykule
opiszemy kilka jego prostych pomystéw, od ktérych zaczynal swoje badania.
Podamy takze przyktady studiéw Leonarda nawigzujace do dzisiejszej topologii
kombinatorycznej oraz teorii wezlow.

Transformacje ciagle. Pokazemy trzy rodzaje takich transformac;ji,
rozwazane przez Leonarda.

Na rysunku 1 widzimy figure zaznaczona ciagla linig oraz figure powstala
przez jej przesuniecie w lewo. Poniewaz zaznaczona czed¢ B jest wspolna
czescia obu figur, pola figur A i C sa réwne. W ten prosty sposéb

Leonardo zbudowal przeksztalcenie homeomorficzne miedzy figurami A

i C, zachowujace pole. Jedli patrzeé na przeksztalcenie A na C jako na
odzwierciedlenie ruchu wody, to zachowanie pola odpowiada jej niecisliwosci.

Na rysunku 2 widzimy tréjkat réwnoramienny oraz figure krzywoliniowa
powstala z wyciecia z naszego trojkata obszaru b i doklejenia go wzdtuz
drugiego boku, tak aby powstal obszar c. Otrzymalismy transformacje
tréjkata na figure krzywoliniowa, bedaca jego deformacja z zachowaniem pola.

Na rysunku 3 widzimy dwie réwnowazne topologicznie figury o tym

samym polu. Tym razem za konstrukcja stoi pomyst nawigzujacy do

tzw. metody niepodzielnych, ktérg stosowal juz Archimedes w celu obliczania
pola figur, a ktora pdzniej, w XVII wieku, zostata ujeta w twierdzeniu
Bonaventury Cavalieriego (1635). Niepodzielnymi sa tu linie (nieskoficzenie
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Rys. 4a. Réwnanie geometryczne

Rys. 4b. Rozwigzanie rownania
geometrycznego

Rys. 5. Rozwiazywanie réwnania
geometrycznego
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Rys. 6. Transformacja dwunasto$cianu
foremnego na sze$cian. Kodeks Forster I,

folio 7 r.

cienkie ,,podobszary” danej figury), na ktére dana figure dzielimy,

a pdézniej ustawiamy w innej konfiguracji, tworzac w ten sposob inna figure
o tym samym polu (co wynika z twierdzenia Cavalieriego w przypadku
dwuwymiarowym [Edwards]). W podanym przykladzie Leonardo rozwaza
ciagte transformacje zespotu takich niepodzielnych.

W manuskryptach Leonarda jest wiele innych przykladéw myslenia
topologicznego. Jednym z nich jest tworzenie map danego terenu, gdzie pewna
jego czed¢, na przyklad plan miasta, jest mapowana dokltadnie, z zachowaniem
katow i proporcji, a druga, przedstawiajaca okolice miasta, jest mapowana
tylko z doktadnosciag do zachowania struktury topologicznej terenu.

W badaniach dotyczacych relacji miedzy mikrokosmosem a makrokosmosem —
na przyktad podobienstwa miedzy uktadem krwionoénym w reku czltowieka

a rzeka z jej doptywami czy z pniem drzewa z jego rozgalezieniami —
Leonardowi chodzi przede wszystkim o poroéwnanie struktury topologicznej.
Drzisiaj takie badania naleza do teorii grafow.

Roéwnania geometryczne. Leonardo zamierzal napisaé caty traktat o czyms,
co mozna nazwaé réwnaniami geometrycznymi. W, Kodeksie Atlantyckim”
zebral duza kolekcje transformacji figur, ktora zatytutowal De ludo geometrico,
czyli O grze geometrycznej. Jego pomysty w tym zakresie zostalty dzis
wykorzystane w rozmaitych ksiazeczkach do rysowania stuzacych terapiom
antystresowym, patrz np. [Margara]. Aby zrozumieé, o co w tym chodzi,
spojrzmy na figury na rysunkach 4a i 4b. Rysunek 4a przedstawia réwnanie
geometryczne, a rysunek 4b jego rozwigzanie. Na rysunku 4a duze potkole

ma promien R, a w nim jest osiem zaciemnionych segmentéw powstatych

z wpisania w to péikole czterech pélkoli o promieniach g.

Pola zaciemnione na obu rysunkach sa rowne, a patrzac na rysunek 4b, tatwo
je obliczy¢. Konkretne liczby nie sa tu zreszta wazne. Rzecz w tym, aby
pokazaé rownos¢ tych pél, tworzac ciag transformacji, homeomorficznych

i zachowujacych pole, kolejnych segmentéw figury zaciemnionej na

rysunku 4a, ktére to transformacje prowadza do otrzymania w koncu figury
na rysunku 4b. Taki ciag transformacji mozemy nazwaé rozwigzaniem
rownania geometrycznego, przy czym rozwigzan moze byé¢ oczywidcie wiele.
Na rysunku 5 przedstawiono kolejne kroki rozwiazania rozwazanego rownania
geometrycznego.

Transformacje figur tréjwymiarowych. Leonardo wniést takze

swoj wkitad w badanie relacji miedzy brylami platoniskimi. Rysunek 6
przedstawia kolejne kroki transformacji dwunastoscianu foremnego na szescian,
z zachowaniem objetosci. Widzimy rozklad dwunastodcianu na dwanascie
réwnych ostrostupéw o podstawach bedacych pieciokatami foremnymi,
nastepnie rozklad kazdego takiego ostrostupa na pigeé¢ mniejszych ostrostupow
o podstawach tréojkatnych. Dostajemy w sumie sze$édziesiat takich bryt.
Kazda z nich przeksztalcamy na ostrostup o tej samej wysokosci, ale

o podstawie prostokatnej, ktorej pole jest réwne polu tréjkata stanowiacego
podstawe przeksztalcanego ostrostupa. W ten sposéb dostajemy szesédziesiat
ostrostupow, ktorych suma objetosci jest rowna objetosci wyjsciowego
dwunastoscianu. Konicowy krok to upakowanie ich w szescian.

Wezly. Badanie i uzycie rozmaitych rodzajow wezléw dla celow
dekoratywnych czy symbolicznych ma bardzo dluga tradycje w wielu
kulturach [Przytycki]. W czasach Leonarda dekoracje z wykorzystaniem
weztéw byly popularne. Sam Leonardo réwniez studiowal wezly dla celow
dekoratywnych, ale takze zainteresowal sie nimi glebiej [zob. Hoy, Capra, 2008,
Cocciardi]. Wszystko zreszta, czym sie zajmowal, chcial poznaé bardzo
doktadnie i w réznych kontekstach — co wynikato z jego holistycznego
myslenia. Warto zajrze¢ do Internetu, aby zobaczy¢ liczne przyktady bardzo
zlozonych weztéw, ktére skomponowal i badat Leonardo da Vinci.
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Przygotowal Dominik BUREK

M 1705. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD, przy czym
XABP =2xADP oraz <DCP =2xDAP.

Udowodnij, ze AB = PB = PC.
Rozwiazanie na str.

M 1706. Niech z, a, b, ¢ i d beda takimi liczbami catkowitymi, ze
(z—a)(z—-b)(z—c)(x—d)—4=0,

oraz a, b, ¢, d sa parami rézne. Udowodnij, ze © = i(a +b+c+d).

Rozwigzanie na str.

M 1707. Niech n i r beda nieujemnymi liczbami catkowitymi, takimi ze
zadna z liczb
n+r—k(k+1), dlak=12,...
nie jest liczba dodatnia zlozona lub réwna —1. Udowodnij, ze liczba
4n? 4 47 + 1 jest pierwsza lub réwna 1 lub 9.
Rozwiazanie na str.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 1045. Podczas projekcji zamieniono kierunek przewijania tasmy filmowej,
i widzowie ogladali film od konca. Jak zmienily si¢ predkosci i przyspieszenia
w scenach obserwowanych przez widzow?

Rozwiazanie na str. [I0]

F 1046. W catkowicie wypelnionej, walcowej puszce o masie M i wysokosci
H miesci sie napdj o masie m. Puszka stoi pionowo. Gdy jest pelna i gdy
jest pusta érodek masy puszki z napojem znajduje si¢ na wysokosci H/2. Dla
posredniego stopnia wypelnienia §rodek masy jest ponizej H/2. Przy jakiej
wysokoéci h napoju (mierzac od dna) $rodek masy znajduje si¢ najnizej?
Rozwiazanie na str. [J]
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Czym jest widmo, mozna si¢ dowiedzieé
w A[l)g .

Strumien

Emitowane widmo

Rejonizacja Wszechswiata
i gwiazdy Populacji 111
Miguel FIGUFEIRA

Zaraz po Wielkim Wybuchu Wszechswiat byt tak goracy, ze materia mogta
istnie¢ tylko w formie mieszaniny natadowanych czastek subatomowych,
poruszajacych sie z zawrotnymi predkosciami. Wraz z czasem Wszechswiat
sie rozszerzal, przez co stawal si¢ coraz zimniejszy, az osiagnal temperature,
ktora pozwolila na taczenie sie tych czastek i powstanie pierwszych jader
atomowych: helu, deuteru, litu, berylu i boru (tzw. pierwotna nukleosynteza).
Nastepnie w zwiazku z dalszym ochladzaniem sie Wszech§wiata mogty
powstaé neutralne atomy: wodoér i hel (tzw. epoka rekombinacji). Od tego
momentu elektrony byly juz potaczone z atomami i nie mogty oddzialywaé
z poruszajacymi sie swobodnie we Wszech§wiecie fotonami. Poza tymi
fotonami nie istniato zadne inne zrédlo swiatta i z tego wtasnie powodu ten
okres istnienia Wszechswiata nazywany jest Ciemnymi Wiekami. W czasie
tego mrocznego okresu materia powoli skupiala sie, tworzac pierwsze zwarte
obiekty, takie jak gwiazdy, ktérych promieniowanie umozliwito zjonizowanie
wszystkich atoméw wodoru obecnych we Wszechéwiecie. Ten okres historii
Wszech$wiata znany jest jako era rejonizacji.

Skad wiemy, ze neutralny Wszech$wiat zmienil sie w zjonizowany? Rozwazmy
zrédlo (galaktyke albo gwiazde) emitujace §wiatlo o pewnym ciaglym
widmie. Jesli na drodze pomiedzy Zrédlem a obserwatorem §wiatto nie ma
zadnych przeszkod, to na Ziemi zaobserwujemy dokladnie takie samo widmo
promieniowania, jakie zostalo wyemitowane. Wyobrazmy sobie jednak, ze
Wszechswiat jest wypelniony atomami wodoru. Wodér moze absorbowaéd
fotony o okreslonej dtugosci fali (\), wzbudzajac elektrony do przejécia na
wyzsze poziomy energiczne. Dla wodoru przejscie od stanu podstawowego

(n = 1) do wyzszych pozioméw (n > 1) odpowiada tzw. serii Lymana: 121,6 nm
(Aya, n=1—2),102,5 nm (Arys, n=1—3), 97,2 nm (Apy,, n =1 — 4) itd.
Fotony o takich dlugosciach fali sa absorbowane (pochloniete przez wodor)

i znikaja z widma, pozostawiajac w nim ciemne prazki, ktére nazywamy
liniami absorpcyjnymi. I takie wlaénie widmo obserwujemy na Ziemi.

Przyjmujac wczesniejsze zatozenie, ze Wszechswiat jest wypelniony wodorem,
musimy jednak wzia¢ pod uwage fakt, ze Wszechswiat sie rozszerza, przez co

N
W\
7
by Lyp  Lya ) ’piugosé fali

97,2n0m102,5n0m  121,5 nm

N
%"J\
Lye A Dtugosé fali

121,5 nm

i

Lya 3 “Drugosé fali

121,5 nm

5

Strumien

5

Peten wodoru

Rozszerzajacy sig

Strumien

5
[

7. Diugosé fali Gr

Strumien

Rys. 1. Zrédto (gwiazda) emituje §wiatlo, ktérego widmo obserwujemy na Ziemi. W statycznym
Wszechs$wiecie réwnomiernie wypelnionym wodorem wszystkie fotony, ktérych dlugosé fali odpowiada
dlugosciom fali serii Lymana, sa absorbowane i znikaja z widma. W rozszerzajacym sie
Wszechéwiecie wypelnionym wodorem wszystkie fotony o dtugosci fali mniejszej niz Apya sa
absorbowane (Efekt Gunna-Petersona). W zjonizowanym i rozszerzajacym si¢ Wszechs$wiecie,

w ktérym istnieja chmury neutralnego wodoru znajdujace si¢ pomigdzy nami a Zrédltem Swiatta,
widmo zawiera linie absorpcyjne od kazdej chmury wodoru, przez ktéra przeszto $wiatto (Las
Lymana o)
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Zjawisko wydluzenia fali Swiatta
podrézujacego przez rozszerzajacy sie
Wszechdwiat nazywamy przesunigciem ku
czerwieni (redshift). Im bardziej
wydluzona jest fala (im jest bardziej
czerwona), tym pochodzi od bardziej
odleglego od nas obiektu. Dlugosé fali
fotonu emitowanego (Ag) przez zrédto
znajdujace sie¢ w odlegtosci
odpowiadajacej redshiftowi zg rosnie
i jest obserwowana na Ziemi jako

Az = (1 + zg)\g. Wiecej o redshifcie
mozna przeczytaé w All)g |

Kwazary to ekstremalnie jasne galaktyki
aktywne, w ktérych centrum znajduje si¢
supermasywna czarna dziura.

Generacje gwiazd powstalych we
wezesnym Wszech§wiecie nazywamy
przewrotnie gwiazdami III Populacji.

Gwiazdy, ktére urodzily sie¢ po gwiazdach
Populacji II, maja wyzsza zawartosé
pierwiastkéw metalicznych i sa znane jako
Populacja I.

dlugosé fali fotonéw rosnie (dla zainteresowanych tym zjawiskiem odrobine
wiecej informacji w notatce na marginesie). Wiemy, ze fotony o dtugosci fali
A = ALya sg absorbowane przez wodér, ale co si¢ dzieje z fotonem emitowanym
na nizszej dlugosci fali A < Aryo? Rozwazmy foton o dtugosci fali A\g = 110 nm
emitowany przez zrédlo istniejace 0,5 Gyr (0,5 miliarda lat) po Wielkim
Wybuchu (z ~ 9). Podczas podrézy fotonu przez Wszech§wiat jego dtugosé
fali stopniowo roénie, osiagajac Az = (1 4+9) x 110 = 1100 nm w momencie
obserwacji na Ziemi. Poniewaz foton zostal wyemitowany z Ap < Arya

i ta dtugos¢ fali ro$nie do Az > Ay, to istnieje moment, w ktérym A jest
réwne Aryq (= 121,6 nm). W tym momencie foton zostaje zaabsorbowany,
koticzac swoja podréz (nie dotrze do Ziemi). Z drugiej strony, dlugosé fali
bardziej energetycznych fotonéw emitowanych z Ag > Apyq tez ro$nie do

Az > ALya, Wiec nigdy nie bedzie w stanie osiagnaé¢ Ay — te fotony nie
zostang pochloniete przez wodér i dotrag niezmienione do Ziemi. Ostatecznie
wigc widmo promieniowania obserwowane na Ziemi bedzie si¢ sktadato

z dwoch czesci, ktérych granica wypadnie dokladnie na diugosci fali Apyq:
powyzej tej warto$ci widmo pozostanie niezmienione, natomiast ponizej

niej zostanie catkowicie zaabsorbowane. To zjawisko nazywane jest Efektem
Gunna—Petersona i zostalo teoretycznie przewidziane przez Jamesa Edwarda
Gunna i Bruce’a Petersona w 1965 roku oraz potwierdzone obserwacyjnie

w roku 2001 dzieki obserwacji kwazara J1030+0524. Pdzniejsze tego typu
obserwacje, przeprowadzone dla wielu réznych kwazaréw, dowiodtly, ze Era
Rejonizacji skoficzyla sie okolo 1 Gyr (z ~ 6) po Wielkim Wybuchu.

Dzisiaj astrofizycy uwazaja, ze rejonizacja byta spowodowana przez bardzo
gorace i niezwykle masywne gwiazdy, ktore powstaly zaledwie kilkaset
milionéw lat po Wielkim Wybuchu. Rodzity sie one w chmurach gazéw
sktadajacych sie jedynie z trzech rodzajéw atomoéw: wodoru, deuteru i helu.
Z uwagi na fakt, ze w mlodym Wszechswiecie nie istnialy jeszcze ciezkie
pierwiastki, proces tworzenia sie¢ pierwszych gwiazd przebiegal troche inaczej,
niz ma to miejsce teraz. Proces powstania gwiazdy mozna skrétowo opisaé

w nastepujacy sposob: Zeby mogla powstaé¢ gwiazda, zapadajaca sie chmura
gazu musi mie¢ wystarczajaco duza mase, wieksza od tzw. masy Jeansa.
Masa ta rosnie wraz ze wzrostem temperatury. Mlody Wszechswiat byt
bardzo rozgrzany. Chmury deuteru mialy temperatury nie mniejsze niz

~ 100 K. Skutkowalo to wysoka masa Jeansa. Poniewaz masa gwiazdy (M)
zalezy od masy chmury gazu, z ktorej powstaje, gwiazdy Populacji II1 byty
zdecydowanie masywniejsze (M > 100 M, gdzie M, oznacza mase Stonca)
niz te, ktére powstaja we wspolczesnym Wszech§wiecie (M ~ 0,5 M,). Tak
masywne gwiazdy zyly ,tylko” kilka milionéw lat, ale odegraty fundamentalna
role we Wszechswiecie: zjonizowaly go oraz wyprodukowaly ciezsze pierwiastki,
ktére potem rozrzucity, wybuchajac jako wysokoenergetyczne supernowe.
Ciezkie pierwiastki wyprodukowane wewnatrz pierwszych, masywnych
gwiazd wzbogacily chmury deuteru, co umozliwilo obnizenie ich temperatury
i jednoczes$nie zmniejszenie masy Jeansa. Dlatego moglo powsta¢ nowe
pokolenie mniej masywnych gwiazd o niezerowej metalicznosci, znanych jako
Populacja II.

Cala wiedza, ktéra posiadamy o gwiazdach III Populacji, jest niestety jedynie
teoretyczna. Jak do tej pory, nie mamy zadnych dowodéw obserwacyjnych na
ich istnienie. Pomimo bardzo szybkiego rozwoju technologicznego teleskopow
obserwacje mtodego Wszechéwiata wciaz sa bardzo trudne. Skuteczne
mogloby sie jednak okazaé¢ wykorzystanie obserwacji fal grawitacyjnych.

19 maja 2021 roku zaobserwowano sygnatl fal grawitacyjnych powstatych

w wyniku polaczenia sie¢ dwéch masywnych czarnych dziur (GW190521).
Jedna z hipotez opisujacych pochodzenie tych czarnych dziur méwi, ze one
wlasnie moga by¢ pozostatoscia po uktadzie podwdjnym gwiazd III Populacji.
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y = f(z)

fol f(z)dz

Tlustracja zasady (A)

Funkcja charakterystyczna zbioru A to
funkcja 14: [0,1] — {0, 1} zadana wzorem

1 gdyze€ A,
Ta(z)= {0 W p.p

Objetosé kuli mozna wyznaczy¢,
poréwnujac jej plasterki z odpowiednimi
plasterkami walca z wycietym stozkiem

Jesli plasterki powstaja przez dowolne,
niekoniecznie plaskie réwnolegte ciecia —
jak np. warstwy cebuli albo uci¢gte nozem
kawalki tortu — objeto$é réwniez daje sig
wyznaczy¢ na podstawie pél plasterkow.
Odpowiednia formuta nosi nazwe wzoru
na calkowanie po widknach (ang. coarea
formula).

Zwigzek miedzy calky a pochodng mozna
tez przekué na definicje: catka (dzi$
powiedzieliby$Smy — nieoznaczona)

funkcji f nazwiemy kazda funkcje F,
ktoérej pochodng jest f. Oczywiscie
definicja taka nie rozwigzuje wszystkich
probleméw.

Klasyczna definicja Riemanna jest
odrobineg bardziej skomplikowana;
konstrukcja podana tutaj jest

modyfikacja konstrukcji Darboux.

TR AT

L’

n

Ul

Caltka Riemanna: sumy L{L i U,{
ograniczajg pole pod wykresem z dotu
i z géry, choé¢ bez uzywania stowa pole

Miara i catka
Michat MISKIEWICZ

Miara — czyli dlugosé, pole, objetoéé etc. — oraz catka ida ramie w ramie. Kto
zna jedno z tych pojeé, tak naprawde zna oba, a to dzigki ponizszym dwoém
obserwacjom:

(A) Calka fol f(z) dz to pole figury pod wykresem funkeji f.

(B) Miara zbioru A C [0,1] to calka z jej funkcji charakterystycznej fol 14(z)da.

Pojecia te ida ramie w ramie juz od czaséw starozytnych. Méwi o tym zasada
Cavalieriego:

(C) Dwie bryly M, N lezace na poziomym stole przecinamy plaszczyzna

na wysokosci h > 0, otrzymujac ,plasterki”, ktére oznaczymy odpowiednio
przez My, Ny. Jesli dla kazdego h zachodzi réwnosé pél | My | = |Ny|, to
wyjsciowe bryly maja te sama objetosc.

Choé precyzyjne sformutowanie pochodzi od Bonaventury Cavalieriego
(1598-1647) (ucznia Galileusza, zob. notke M. Kordosa w A1), to zasade (C)

i jej warianty znal i wykorzystywal juz Archimedes. Dzieki niej byl w stanie
wyznaczy¢ wzér na objetosé kuli i pole sfery (zob. Af,, Al,). Ten pierwszy wzoér
Czytelnik moze sprébowaé wyprowadzié¢ sam, stosujac zasade Cavalieriego do
dwoch bryl na marginesie.

A gdzie tutaj caltka? Rzeczywiscie, jest troche schowana, ale (C) jest
szczegolnym przypadkiem formuty:

(D) Calka z pdl plasterkéw foh""‘”‘ | My | dh daje objetosé M.

W istocie jest to wariant zasady (A), w ktérej dlugosci odcinkéw zastapiono
polami plasterkéw, a pole pod wykresem — objetoécia bryty. W omawianym
przed chwila przypadku (C) objetosci M i N okazuja sie calka z tej samej
funkeji |[Mp| = | Ny|, wigc istotnie musza by¢ réwne.

Wzajemne przenikanie sie teorii miary i calki jest owocne réwniez w dzisiejszych
czasach — do tego tematu wrécimy jeszcze w dalszej czedci tekstu.

Calka Riemanna

Oparcie teorii calki na zwiazku wyrazonym w (A) ma jednak swoja wade —
dopdki pojeciem pola operujemy jedynie intuicyjnie, rozwazania dotyczace catek
rowniez sg niesciste. Mimo to matematycy XVII i XVIII wieku poczynili wielkie
postepy, na przyklad Isaac Barrow (1630-1677) — nauczyciel Newtona — odkryt
i uzasadnit zwiazek miedzy pochodna i calka.

Tradycyjne podejscie miato swoje ograniczenia — nie pozwalato np.

w satysfakcjonujacy sposéb bada¢ szeregéw Fouriera — wiec poszukiwano takiej
charakteryzacji calki, ktora nie odwolywalaby sie do miary. Dla funkcji cigglych
Scista definicje zaproponowal Augustin Cauchy (1789-1857), a nastepnie
Bernhard Riemann (1826-1866) uogdlnil ja na szersza klase funkcji. W pewnym
uproszczeniu, definicja jest nastegpujaca:

Definicja. Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja nieujemna ograniczona. Dla kazdego
n=0,1,2,... podzielmy przedzial [0, 1] na 2" réwnych przedzialéw I,..., Isn,
nastepnie zdefiniujmy dolne i gérne sumy:

271 271,
L= 27" inf f(z Ul = 27" sup f(x).
" ; €l ( )7 " ; €I} ( )
Jedli ciagi LY, UJ sa zbiezne do tej samej granicy, catke Riemanna fol f(z)dx
definiujemy jako wlasnie te granice.

W definicji powyzej inf i sup to odpowiednio kres dolny i gérny wartosci f na
odpowiednim przedziale. Czytelnik nieznajacy tych poje¢ moze jednak $mialo
przyjac¢, ze chodzi o minimum i maksimum — dla dalszych rozwazan nie ma to
znaczenia.

Zadanie 1. Oba ciagi Lf, U/ sa monotoniczne — pierwszy niemalejacy, drugi
nierosnacy — oraz L < UJ dla kazdego n. W szczegdlnoéci, oba sa zbiezne
i w ogélnym przypadku zawsze lim L < lim U.
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Przytoczone tu informacje historyczne
pochodza z ksigzki T. Hawkinsa
Lebesgue’s theory of integration. Its
origins and development, AMS Chelsea
Publishing (2001).

Dowolng funkcje¢ ograniczong mozna
rozlozy¢ na réznice f = fi — f_ funkcji
nieujemnych, co pozwala rozszerzy¢ klase

funkcji catkowalnych: ff = ff+ — ff,

A

Calka Lebesgue’a: efekt cigcia na
plasterki poziome zamiast pionowych

* Dlaczego miare zewnetrzng, a nie po
prostu miare? Otéz za chwile si¢ wyjasni,
dlaczego A rzeczywiscie nie zastuguje

na miano miary.

Rodzina przedziatéw pokrywa zbiér A,
jesli zawiera si¢ on w sumie mnogosciowej
tych przedzialéw. Dopuszczamy przy tym
rodziny skoficzone (zawsze mozemy je
rozszerzy¢, dodajac wiele przedzialow
dtugosci 0).

Jak widac¢ z definicji, nie kazda funkcje da si¢ scatkowacé — dla niektérych
funkcji f (przyktadowo, dla f(x) = Lgno,1)(z)) catka po prostu nie jest okreslona.
Dla odpowiednio porzgdnych funkcji jest to jednak mozliwe, o czym Czytelnik
sam latwo sie przekona:

Zadanie 2. Jesli f jest jednostajnie ciagta, to jest catkowalna.
Wskazowka. Sprobowaé prostszego przypadku: np. przy zaltozeniu

f(x) = F(y)] < V]z —y| wykazaé |Lf — UJ| < 27"/2.

Zadanie 3. Jedli f jest monotoniczna, to jest calkowalna.

Wskazowka. Poréwnaé sumy LI, Ul wyraz po wyrazie i przekonadé sie, ze
L] = Ul =27"1f(1) - f(0)].

Catka Lebesgue’a

Wspélczesnym catka Riemanna wydawala si¢ szczytem ogdlnosci. Rzeczywiscie,
definicja dopuszcza zupelnie dowolne funkcje — zamiast koncentrowaé sie np.
na funkcjach ciaglych — a klasa funkcji catkowalnych jest niejako produktem
ubocznym. Biorac pod uwage, ze w czasach Riemanna dowolne funkcje byly
wzgledna nowoscia (zamiast tego rozwazano raczej funkcje zadane jawnymi
wzorami), jest to niezwykle osiagniecie.

Jak wiedza studenci pierwszych lat studiéw $cistych, caltka Riemanna rozwiazuje
cale mnostwo praktycznych probleméw. Nie jest jednak pozbawiona wad,
roéwniez z punktu widzenia zastosowan. Problematyczne okazuje sie np.
przechodzenie do granicy pod znakiem calki; chodzi tu o sformulowanie typu
jedli ciag funkcji f,, zbiega do f, to ciag liczb fol fn zbiega do fol 1.

Motywowani potrzeba rozwiazania tych probleméw, matematycy XIX wieku
opracowali teori¢ miary (wigcej o tym w AS,), ktéra pozwalata na zdefiniowanie
calki jako pola pod wykresem. Z dzisiejszego punktu widzenia zwyciezyla
propozycja Henriego Lebesgue’a (1875-1941), oparta na obserwacji podobnej

do (A). Ot6z jesli catka ma byé polem pod wykresem, to réwnie dobrze owo
pole mozemy ciaé¢ pionowo (wedlug argumentéw), co poziomo (wedlug wartosci).
Trzeba sie tylko zastanowi¢, jak duze sa powstale poziome plasterki. Mozna wiec
zdefiniowaé catke Lebesgue’a nastepujaco:

Definicja. Jak poprzednio, niech f: [0,1] — R bedzie funkcja nieujemna
ograniczong. Dla kazdego 0 < t < fiax definiujemy nadpoziomice jako zbior
P, :={x €0,1] : f(x) > t}, a nastepnie calke Lebesgue’a jako liczbe

1 fmax
(%) f f(z)dx := f | P;| dt,
0 0

gdzie | P;| jest miarg zbioru P; C [0, 1].

Definicja taka wydaje si¢ ttumaczy¢ nieznane przez nieznane. Narzucaja sie od
razu dwa gléwne zarzuty:

— W odréznieniu od catki Riemanna, definicja caltki Lebesgue’a zmusza nas do
okreslenia miary przed okresleniem calki. Niejako krecimy sie wiec w koétko.

— Nawet przy okresleniu miary catke definiujemy jako calke, wiec gdzie tutaj
postep?

Drugi zarzut latwo jest oddali¢. Jakkolwiek patologiczna nie bylaby funkcja f,

jej nadpoziomice maleja, to znaczy P, C Ps, o ile s < t. A poniewaz wigksze zbiory

maja wigksza miare (do tego faktu jeszcze wrécimy), wiec funkcja ¢ — |Py| jest

funkcja nierosnaca. Zgodnie z zadaniem 3 taka funkcja jest zawsze calkowalna

w sensie Riemanna, powinni$my wiec definicje (ED udcislié: catke Lebesgue’a f f

okreslamy jako catke Riemanna [ |P].

Aby jako$ ominaé (na chwile) pierwszy z zarzutéw, mozna wprowadzi¢ miare
zewnetrzng™ Lebesgue’a A wzorem

(oo}
AMA) = inf{z |ax, — by| : rodzina przedzialéw [ay, bi] pokrywa A}
k=1
i wyjasnié, ze przez |A| bedziemy tak naprawde rozumieli A(A). Co prawda wzér
ten wymaga rozwazenia wszystkich pokryé¢ zbioru A przez rodziny przedzialéw,
ale mozna sprawdzi¢ pewne podstawowe pozadane wlasnosci:
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Przyktad. Z zadan 4 i 5 wynika, ze
A(@Q@nN[0,1]) = 0, wigc catka Lebesgue’a
z funkeji f(z) = Ignpo,1] Wynosi okragle
Zero.

w

Rozwigzanie zadania M 1706.

Liczby (z — a), (x —b), (x —¢) i (x — d)
sg calkowite o iloczynie réwnym 4. Wobec
tego ich wartosci bezwzgledne sg réwne 1,

1, 1,4 1ub 1, 1, 2, 2 (w pewnej kolejnosci).

Jednakze wsréd dowolnych trzech liczb
dwie z nich maja ten sam znak, stad

w pierwszym przypadku dwie liczby
bylyby réwne 1 — oznaczaloby to, ze dwie
liczby sposéréd a, b, ¢ i d sg réwne
sprzecznosé.

Zatem moduly rozwazanych liczb sa
réwne 1, 1, 2, 2. Podobnie jak wyzej,
uwzgledniajac, ze a, b, ¢ i d sa parami
rézne, widzimy, ze liczby (z — a), (z —b),
(z —c¢)i(z—d) saréwne 1, £2

w pewnej kolejnosci. Jednakze wtedy

(@—a)+ (2 —b)+ (@ —0) + (& —d) =
=HD+ D+ (H2) +(-2) =0,
skad szybko dostajemy teze.

O konstrukcjach zbioréw niemierzalnych
(czyli zbioréw A, B o opisanych tu
paradoksalnych wlasnos$ciach) mozna
przeczytaé w artykutach P. Zakrzewskiego
w Agg i L. Rajkowskiego w A(fg.
Paradoksalny rozktad kuli
Banacha—Tarskiego, opisany przez

J. Jaszunska w A‘ll7, jest tu szczegdlnie
spektakularnym przyktadem.

Zadanie 4. Dla dowolnych a,b € R zachodzi A([a,b]) = |a — b|. Ponadto dla
dowolnego zbioru A C R i funkcji liniowej f(z) = ax 4+ b mamy A(f(A)) = |a|A(A).
Zadanie 5. Dla dowolnych zbioréw Ai, Ao, ..
A (Uiozl AN) < E:o:1 /\(An)-

Lebesgue (i jego poprzednicy) wiedzieli jednak, ze z tak zdefiniowang caltka jest

jeden fundamentalny problem. Zanim do niego przejdziemy, zilustrujmy
pozytki pltynace z nowej teorii.

. zachodzi nieréwnosé

Nowe perspektywy

Konstrukcja Lebesgue’a pozwala definiowaé catke wszedzie tam, gdzie
umiemy zdefiniowaé¢ miare. Przykladowo, Lebesgue podal konstrukcje miary
powierzchniowej na sferze S?. Dla funkcji f: S* — R zdefiniowal wiec calke [, f

jako calke Riemanna [)™* |P| dt, przy czym tym razem P; s podzbiorami S?.
Nadaje to sens takim pojeciom jak srednia temperatura na Ziemi — jest to calka
funkcji temperatury 7: S> — R podzielona przez pole powierzchni Ziemi.

Innym owocem nowej teorii byta nowoczesna interpretacja rachunku
prawdopodobienstwa, pochodzaca od Andrieja Kolmogorowa (1903-1987).
Zapostulowal on mianowicie, by funkcja przyporzadkowujaca zdarzeniu A jego
prawdopodobieristwo P(A) byla wladnie miarg na zbiorze zdarzen elementarnych.
Jednym z pluséw takiego Scistego podejscia jest mozliwo$é zdefiniowania
wartosci oczekiwanej E(X) (danej zmiennej losowej X) jako calki.

Jako przyklad rozwazmy zmienna o rozkladzie wykltadniczym z parametrem A > 0.
Rozklad ten jest scharakteryzowany przez warunek P({X >t}) =e M dlat >0
(innymi stowy, przez swoja dystrybuante), co pozwala wyznaczy¢ oczekiwana
wartosé takiej zmiennej:

E(X)= [PUX > t})dt = [ e Mdt = 1.
0 0

A co jest nie tak?

Czas na wspomniane Powazne Zastrzezenie: od calki oczekujemy, by dla
dowolnych funkcji f, g zachodzila réwnosé fol(f +g) = fol f+ fol g. I calka
Riemanna te wlasnoé¢ posiada, ale catka w nie! (a przynajmniej nie

w podanym sformulowaniu).

Jesli wejdziemy o krok glebiej, to okaze sie, ze podobna ulomno$é posiada
miara zewnetrzna Lebesgue’a A: istnieja rozlaczne zbiory ograniczone A, B C R,
dla ktérych A(A U B) # A(A) + A(B). Radykalne rozwiazanie przyjete przez
twércow teorii miary jest nastepujace: ograniczy¢ rodzine zbioréw, ktoérych miare
bedziemy rozwazac.

Definicja. Niepusta rodzine F podzbioréw R nazwiemy o-cialem, jedli jest
zamknieta na przeliczalne dzialania teoriomnogosciowe (sumy, przeciecia,
dopelnienia). Miara na (R, F) nazwiemy wéwczas dowolng funkcje p: F — [0, o0
spelniajaca u() = 0 oraz

u( U An> = Z w(A,) dla dowolnego ciagu roztacznych zbioréw A, € F.
n=1 n=1

Ostatecznie, funkcje f: R — R nazywamy mierzalna, jesli kazdy ze zbioréw
{z eR: f(z) >t} (dla dowolnego ¢t € R) nalezy do F.

Na koniec jestem wiec winien Czytelnikowi pewne wyjasnienie. Mozna dowies¢,

ze po ograniczeniu do pewnego o-ciata F, zawierajacego m.in. wszystkie

skoniczone przedzialy, \: F — [0, 0o] staje sie miara. Dalej, nalezy zawezi¢

rozwazania jedynie do mierzalnych funkeji f: [0,1] — R. Wkladem Lebesgue’a do

teorii calki bylo wykazanie, ze:

— kazda funkcja calkowalna w sensie Riemanna jest mierzalna;

— dla funkcji mierzalnych calka okreslona w @ ma wszystkie oczekiwane
wlasnosci, w tym wiele takich, ktérych brakowalto calce Riemanna;

— dla funkcji catkowalnych w sensie Riemanna oba pojecia calki sie pokrywaja.

Ale to jest juz temat na dluzsza opowiesé, zazwyczaj opowiadana w formie
semestralnego wyktadu.
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Na marginesie warto zwréci¢ uwage, ze
dzieci sa madre i patrza na wage lodéw,
a nie ich objetosdé, a nie jest to to samo.

w

Rozwigzanie zadania F 1046.
Zacznijmy od wyznaczenia wysokosci x
polozenia srodka masy ukltadu, gdy napdj
wypelnia puszke do wysokosci h — masa
napoju wynosi wtedy mh/H. Mamy:

MH/2 +mh?/(2H)
M + mh/H

Nim rozpoczniemy poszukiwanie
minimum funkcji z(h) przeprowadzmy
eksperyment myslowy i wyobrazmy sobie,
ze dla kazdej badanej wysokosci h
zamrazamy napdéj i ktadziemy puszke
poziomo, na ostrzu noza umieszczonym
doktadnie pod $rodkiem masy.
Przyjmijmy, ze zamrozony plyn jest po
lewej stronie. Jesli x < h, to po dodaniu
napoju (zwigkszeniu h) puszka przechyli
si¢ w prawo, bo prawa strona stanie si¢
cigzsza od lewej, a odjecie napoju
spowoduje przechyl w lewo. Gdy h < z, to
dodanie napoju spowoduje przechyt

w lewo, a odjecie — w prawo. Co bedzie,
gdy x = h? W tej sytuacji zaréwno
dodanie, jak i odjecie ptynu spowoduje
przechyl w prawo. Oznacza to, ze dla

x = h, srodek masy pionowo stojacej
puszki jest najnizej. Najnizsze polozenie
$rodka masy, hpin, spelnia wiec réwnanie
Z(hmin) = hmin. Rozwigzaniem jest:

MH 14 m 1
m M ’

Czytelnika lubigcego rézniczkowanie
zachecamy do sprawdzenia, ze podane
rozwigzanie rzeczywiscie odpowiada
minimum funkcji z(h). Przytoczone
rozumowanie prowadzgce do wniosku, ze
w swym najnizszym potozeniu $rodek
masy lezy na powierzchni napoju, stosuje
sie takze do bardziej skomplikowanych
ksztaltéw niz walec — np. dla butelki
trudniej jednak wtedy wyznaczy¢ funkcje
z(h). (Problem i pomyst rozwigzania
pochodzg z ksigzki Helmuta Vogla
»,Probleme aus der Physik”).

z(h) =

Rmin =

Jak podzieli¢ lody, czyli o nukleolusie
Oskar SKIBSKI

Adas, Beatka i Czarek stoja przed lodowka z lodami w osiedlowym sklepie. Juz
jaki$ czas temu zauwazyli, ze lody na patyku sa mate i drogie, a na dodatek po
zjedzeniu pozostaje w ustach smak patyka. Na lody w pudelku jednak Adasia

i Beatki nie sta¢ w ogdle, a Czarek méglby kupié¢ tylko 400 g. Postanowili wiec
sig zrzuci¢. Okazalo sig, ze Adas i Beatka razem mogg kupié 500 g lodéw, Adas
i Czarek tez, a Beatke z Czarkiem sta¢ na 750 g. Jezeli zrzucy sie wszyscy, to
uda im si¢ kupi¢ 1000 g. Tak sie im najbardziej optaca, biora wiec kilogram
lodéw i ida do kasy. Ich mozliwosci zakupowe wygladaja wiec nastepujaco:

| ¢ | AB | AC | BC | ABC
7400 | 500 | 500 | 750 | 1000

kto
lody

| A | B
e[ o]0
Pozostaje kwestia podzialu. Mogliby podzieli¢ si¢ po réowno i kazdy dostaltby
333 graméw (jeden gram zostalby na nozu), ale nie byloby to zbytnio
sprawiedliwe — Czarek moze przeciez sam kupi¢ 400 graméw. Poza tym Beatka
i Czarek dostaliby w ten sposéb 666 g, a sami moga kupi¢ 750 g. Adas nie
powinien zatem dostaé¢ wiecej niz 250 g — i tak powinien sie cieszy¢, bo bez
przyjaciot nic by nie kupit. Czarek oczywidcie powinien dosta¢ co najmniej 400 g,
ale nie wiecej niz 500 g, aby Ada$ z Beatka nie woleli kupi¢ lodéw bez niego.
Wynika z tego, ze Beatka dostanie co najmniej 250 g. Ojej, wszystko zrobilo sie
mocno pogmatwane. Uzyjmy matematyki, aby to uporzadkowaé.

Oznaczmy przez a, b i ¢ iloéci lodéw, jakie dostang odpowiednio Adas, Beatka
i Czarek. Zalezy nam na tym, aby zadnej grupie nie optacalo si¢ wytamac,
czyli szukamy takiej trojki liczb (a,b, ¢), ze a + b+ ¢ = 1000 oraz spelnione sa
nastepujace warunki:

c>400, a+b>500, a+c>500, b+c=T750.

Przeksztalcajac je troche (np. a + b = 1000 — ¢ daje ograniczenie gérne na c),
dostajemy nastepujacy zbiér podzialéw:

X ={(a,b,¢) : 0 < a <250 < b< 500,400 < ¢ < 500, a+ b+ c=1000}.

Podzialéw w tym zbiorze jest jednak wciaz bardzo duzo (matematycy
powiedzieliby nawet, ze nieskonczenie wiele, a fizycy pewnie zaczeliby liczy¢
lodowe kwarki). Jak zatem dzieci powinny sie podzieli¢?

Najwyzsza pora siegna¢ do ksiazek. Nasz problem jest szczegdlnym przypadkiem
problemu podziatu, czyli fundamentalnego zagadnienia teorii gier koalicyjnych.
Ustalmy zbiér graczy N, zwykle oznaczanych kolejnymi liczbami naturalnymi
N ={1,...,n}. Gra koalicyjna to funkcja v : 2" — R, ktéra kazdej grupie graczy
S C N, czyli koalicji, przypisuje pewna warto$é (zaktadamy v()) = 0). W naszej
lodowej grze mamy zatem trzech graczy, a funkcja przypisuje, ile lodéw sa oni
w stanie kupié. Pytanie, jak sprawiedliwie podzieli¢ warto$¢ v(N) pomiedzy
graczy, spedzalo sen z powiek wielu naukowcom, w tym niejednemu laureatowi
Nagrody Nobla.

W powyzszej sytuacji wszyscy ci uczeni (a przynajmniej ci zyjacy) zgodziliby
sie, ze sprawiedliwy podzial znajduje si¢ w zbiorze X. Zbior ten nazywany jest
rdzeniem.

Definicja. Rdzeri (ang. core) gry v to zbiér podzialéw, w ktérych kazda koalicja

otrzymuje wyplate wieksza badZ réwna jej wartosci:

Rdzen(v) = {(x1,...,2n): Zacl =v(N) oraz Zwl > v(9) dla kazdego S C N}.
iEN ies

Z rdzeniem sa jednak problemy. Po pierwsze — czesto jest pusty. Zalézmy

na chwile, ze ze sklepu wycofano lody o pojemnosciach 400 i 500 graméw,
ale wprowadzono promocje na 750-gramowe, i sta¢ na nie kazda pare dzieci
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Skoro a 4+ b > 750, a + ¢ > 750 oraz
b+ c > 750, to 2(a + b+ ¢) > 2250, co
daje sprzecznosé.

»Warto§é Shapleya!” — mégltby zakrzyknaé
Czytelnik, ktéry mial stycznosé z grami
koalicyjnymi (lub z autorem). O warto$ci
Shapleya pisaliSmy juz w Aié oraz Aé(l,
Rzeczywiscie czesto znajduje si¢ ona

w rdzeniu. Zdarza si¢ jednak, ze rdzen
jest niepusty, a warto$¢ Shapleya do niego
nie nalezy. Nie jest to zatem rozwiazanie,
ktérego szukamy.

L]

Rozwigzanie zadania F 1045.
Rozwazmy najprostszy przypadek ruchu
wzdluz prostej. Kolejne klatki filmu
rejestrujg obraz co 7 = 1/24 s, co
wystarcza do wywolania wrazenia
ciagtosci ruchu. Przyjmijmy, Zze na
kolejnych klatkach filmu wyéwietlanego
,normalnie” poruszajacy si¢ przedmiot
znajdowal sig, odpowiednio,

w polozeniach si, s2, s3. Widz zarejestruje
woéwezas kolejno predkosci jako

vi = (s2 — 81)/7 1ivy = (83 — s2)/7,

a przyspieszenie jako

a=(va —v1)/T = (s3 — 285 + 51)/72. Po
zmianie kierunku wys$wietlania dla widza
odwrdci sie kolejnosé rejestrowanych
polozen na "'/1 = s3, "/z = So, s’j = s1.
Wynika stad, ze widz zarejestruje
predkosci vy = (sh — s})/7 = (s2 — s3)/T
ivh = (s5—s5)/7 = (s1— s2)/7. Jak
wida¢ predkosci zmienig znaki na
przeciwne — zamieni si¢ tez ich kolejnos¢.
Wartosé przyspieszenia pozostanie bez
zmian. Oznacza to, ze zmieni si¢ zwrot
predkosci wzgledem zwrotu
przyspieszenia, a wiec np. ruch
jednostajnie przyspieszony zmieni si¢

w ruch jednostajnie op6zniony — tak jak
oczekiwalismy.

Lista a = (a1,...,ak) jest
leksykograficznie wieksza niz lista
b= (b1,...,br), co oznaczamy a >jcz b,
jezeli na pierwszej pozycji, na ktérej listy
sig¢ réznig, wartosé na liscie a jest wigksza
niz na liscie b:
a >iep b & istnieje i € {1,...,k} takie, ze
a; > b; oraz a; = b; dla kazdego j < <.
Na przyktad (2,3,4,5) >ee (1,5,6,7)
oraz (2,3,4,5) >iex (2,3,3,6). Bedziemy
pisaé a Zjeq b, jezeli @ >jex b lub a = b.

(czyli mamy gre v(A) = v(B) = v(C) =0, v(AB) = v(AC) = v(BC) = 750
oraz v(ABC) = 1000). Dzieci wciaz nie sa w stanie kupi¢ wiecej niz kilogram
lodow, ale kilograma lodow nie da sie podzieli¢ tak, aby kazda para dostata
co najmniej 750 g.

Po drugie — rdzen, jak widzimy w naszym przyktadzie, czesto zawiera wigcej niz
jeden wektor i spora czes¢ z nich nie wydaje sie wcale sprawiedliwa. Na przyklad
podzial (100,500, 400) znajduje si¢ w zbiorze, ale Czarek na pewno nie uznatby go
za fair. Dlatego tez rdzen nazywany jest czasem zbiorem podzialéw stabilnych,
a nie sprawiedliwych, a to troche co innego — Czarek moze sie ktéci¢, ale sam
wiecej nie dostanie, a innych nie uda mu sie przekonaé¢ do wylamania sie.

Jak wigc wybrac jeden wektor z rdzenia? I jak znalezé podzial, kiedy rdzen jest
pusty? Stynng odpowiedzia na te pytania jest nukleolus, nazywany tez joderkiem,
o ktérym opowiemy w tym artykule.

Zastanéwmy sie nad nastepujacymi trzema podzialami:
x = (300, 300, 400), y = (200,300,500), =z = (150,400,450).
Ktéry jest najbardziej sprawiedliwy?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, spéjrzmy znowu na to, co o tych podziatach
powiedzialyby wszystkie koalicje. Wczesniej patrzyliSmy tylko zero-jedynkowo,

czy nie sg stratne. Tym razem dla kazdej koalicji policzymy jej zysk, czyli
wyplate pomniejszona o jej wartoscé.

zysk H A B C ‘ AB AC BC
z |/ 300 300 0 | 100 200 —50
y 200 300 100] 0 200 50 2ysk(S,z) =3 lies @i — v(S)
z || 150 400 50 | 50 100 100

Na przyktad dla podziatu z i koalicji Adasia z Beatka zysk wynosi:
zysk(AB, x) = (300 + 300) — 500 = 100.

Pomijamy koalicje wszystkich graczy ABC, bo ma zawsze zerowy zysk.

Dla kazdego podzialu uszeregujmy zyski rosnaco. Taka liste bedziemy nazywaé
listq zyskdw i oznaczaé L(x) dla podzialu x. Dostajemy:

L(z) = (=50,0,100, 200, 300, 300),
L(y) = (0,50, 100, 200, 200, 300),
L(z) = (50,50, 100, 100, 150, 400).

Patrzac na te listy, od razu widzimy, ze wzieliSmy jeden podzial spoza rdzenia —
dla pierwszego podzialu mamy jeden ujemny zysk, co oznacza, ze pewna koalicja
dostata mniej lodéw, niz moglaby kupié¢ sama (sa to Beatka z Czarkiem). Ten
podzial mozemy zatem odrzucié.

A ktoéry z dwéch pozostalych podzialéw jest lepszy? To oczywiScie kwestia
dyskusyjna, ale widzimy, ze w podziale z kazda koalicja co$ zyskuje,

a w podziale y istnieja koalicje, ktérych wyptlaty sa ,na styk” Fajnie by bytlo,
gdyby wszystkie koalicje czerpalty ,podobne” zyski, a przynajmniej zeby zadna
nie byla zbyt poszkodowana.

Ta wtasnie idea przyswieca nukleolusowi, ktéry stara sie maksymalizowaé
najmniejszy zysk, a wsréd podzialéw z takim samym najmniejszym zyskiem —
drugi najmniejszy zysk i tak dalej. Bardziej precyzyjnie, nukleolus to taki
podzial, ktérego lista zyskdéw jest maksymalna w porzadku leksykograficznym
(na marginesie tlumaczymy, co to znaczy).

Definicja. Nukleolus (ang. nucleolus) gry v to podzial, ktérego lista zyskéw jest
maksymalna leksykograficznie:

nukleolus(v) = = t.ze L(x) 2 L(y) dla kazdego podziatu y.
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Gwoli Scistodci — jezeli warto$é v(IN) jest
mniejsza niz suma ZieN v({i}), to
zdefiniowany przez nas podzial nazywa
sie prenukleolusem. Aby nie komplikowad,
nie wprowadzamy tego rozréznienia

w naszym artykule.

Wspomnielismy juz kiedys, ze nukleolus
odegral kluczowsg rol¢ w rozwigzaniu
Problemu bankructwa z Talmudu (Aé[l))
O zwigzku obu tematéw napiszemy
nastepnym razem, a Niecierpliwych
Czytelnikéw zachecamy, aby znajac oba
pojecia, sami sprobowali odkry¢ ten
zwigzek.

Popatrzmy na dwa podzialy dla naszej
oryginalnej gry: x = (75, 425, 500),
y = (175,425, 400). Dostajemy:
| A B C | AB AC BC
z || 75 425 100 | O 75 175
y || 175 425 0 | 100 75 75
Mamy zatem:

L(z) = (0,75,75,100,175,425) = L(y).
Rozpatrzmy teraz z = (z + y)/2, czyli
z = (125,425, 450). Dostajemy:

A B C|AB AC BC

z || 125 425 50| 50 75 125
Czyli L(z) = (50, 50, 75,125, 125, 425)
i rzeczywiscie L(z) >jeq L(z) = L(y).

YLatwo zauwazy¢, ze nukleolus zawsze nalezy do rdzenia, jezeli ten jest niepusty:
podzial x jest w rdzeniu, jezeli pierwszy element listy zyskéw L(z) jest
nieujemny. Jezeli rdzen jest niepusty, to znaczy, ze sa podzialy spelniajace ten
warunek, a zatem nukleolus, ktérego lista jest leksykograficznie maksymalna, tez
ma pierwszy element nieujemny.

Wréémy do naszego przykladu. Widzimy, ze lista L(z) jest leksykograficznie
wieksza niz L(y) oraz L(z). Ale czy nie istnieje podzial, ktérego lista zyskéw jest
jeszcze wigksza? Okazuje sig, ze nie. Sprobujmy to pokazaé.

Fakt. Dla lodowej gry v mamy nukleolus(v) = (150,400, 450).

Dowdéd. Niech (a,b, c) bedzie dowolnym podziatem takim, ze a + b + ¢ = 1000.
Nieposortowana lista zyskéw wyglada dla naszej gry tak:
(a,b,c —400,a + b — 500, a + ¢ — 500, b + ¢ — 750).
Korzystajac z réwnania a + b + ¢ = 1000, dostajemy, ze lista ta jest rowna:
(a, b, c — 400,500 — ¢, 500 — b, 250 — a).
Zacznijmy od $rodkowych elementéw: (¢ — 400) oraz (500 — ¢). Widzimy, ze ktorys
z tych elementéw bedzie mniejszy badz réwny 50. Nie da sie wiec stworzy¢
podziatu, dla ktorego najmniejszy zysk bedzie wiekszy niz 50. Wiemy natomiast,
ze istnieje podzial, w ktérym jest on réwny 50 (takim podziatem jest przeciez z).
Dla nukleolusa najmniejszy zysk tez zatem musi by¢ rowny 50. Aby tak byto,
musimy mieé¢ (¢ —400) = (500 — ¢) = 50, czyli ¢ = 450. Lista zyskéw upraszcza sie
nam do:
(a, b, 50,50,500 — b, 250 — a).
Popatrzmy teraz na ostatnie dwa elementy. Ich suma jest réwna
750 — (a + b) = 750 — 550 = 200.
Mniejszy z tych elementow musi by¢ wiec mniejszy badz réwny 100, a réwnosé
zachodzi tylko, jesli a = 150 oraz b = 400. Dwa pierwsze elementy z listy sa
woéwcezas wieksze niz 100, wiec rzeczywiscie na maksymalizacji mniejszego
z dwéch ostatnich elementéw powinnismy sie skupi¢. Wychodzi nam zatem, ze
podzial (150, 400,450) rzeczywiscie daje maksymalng leksykograficznie liste. [0

Jak widzieliSmy na naszym prostym przykladzie, wyznaczenie nukleolusa nie
jest takie proste. Z samej definicji nie jest takze oczywiste, ze nukleolus jest
okreslony jednoznacznie ani ze w ogdble istnieje! Oba te stwierdzenia sa jednak
prawdziwe. Nasz artykul zakonczymy, pokazujac jednoznaczno$é¢ — o znalezienie
jednego podzialu lodéw przeciez nam chodzilo od samego poczatku.

Twierdzenie. Nie istniejq dwa réine podzialy x,y takie, ze L(x) = L(y) jest
maksymalng listq zyskow.

Dowdéd. Zaldézmy przeciwnie. Skoro podzialy sa rozne, ale listy zyskéw takie
same, to rézne musi by¢ dopasowanie koalicji do zyskéw. Na marginesie
prezentujemy przyklad takiej sytuacji. Popatrzmy teraz na podzial z = (z +y)/2.
Wykazemy, ze L(z) > L(x), co pokazuje, ze x i y nie maja wcale maksymalnej
listy zyskow.

Dla dowolnej koalicji S mamy: zysk(S, z) = (zysk(S, z) + zysk(S,y))/2 (x). Niech
¢ bedzie najmniejszym zyskiem, dla ktérego dopasowanie koalicji sie rézni (dla
przyktadu z marginesu mamy ¢ = 0). Najpierw zauwazmy, ze listy L(z) oraz L(z)
maja takie same wartosci mniejsze niz c. Jezeli zysk(S, z) < ¢, to z definicji ¢
mamy zysk(S,x) = zysk(S, y), wiec takze zysk(S, z) = zysk(S,z) < c. Z kolei jesli
zysk(S, z) > ¢, to takze zysk(S,y) = ¢ iz (x) tez zysk(S,x) > c.

Przeanalizujmy teraz, jakie koalicje maja zysk ¢ wedlug podziatu z. Jezeli
zysk(S,x) = ¢ oraz zysk(S,y) = ¢, to oczywiscie zysk(S, z) = ¢. Jednak jezeli
zysk(S,z) = ¢, ale zysk(S,y) > ¢ (lub odwrotnie: zysk(S,y) = ¢, ale zysk(S,z) > ¢),
to z (*) mamy zysk(S, z) > c¢. A skoro tak, to ¢ pojawia si¢ na liScie zyskéw L(z)
mniej razy niz w L(z) i L(y). Z tego wynika, ze z ma leksykograficznie wigksza
liste zyskow, a to daje nam sprzecznosé. ]
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Fibonacci prawie
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@

Rozwigzanie zadania M 1707.
Zalézmy, ze m = 4n? + 4r 4+ 1 nie jest
réwne 1 ani nie jest liczbg pierwsza.
Wéwcezas posiada nieparzysty dzielnik
pierwszy p = 2k 4 1 taki, ze p < /m.
Mamy zatem dwa przypadki: 1) p < /m.
Wtedy
m — p?
4

jest liczba catkowita dodatnig podzielng
przez p, skad z warunkéw zadania jest
réwna p. Zatem

712+7‘7k'(k+1):p:2k’+1,
czyli
n’4r—(k+1)(k+2) = 2k+1-2(k+1) =

=—1

n? +r—k(k+1) =

wbrew zaltozeniu zadania.
2) p = /m. Wtedy
4n? +4r+1= p2 =
skad

(2k 4+ 1),

n?+r—(k—1)k=2k

sprzecznosé z zalozeniem, o ile k # 1.
Zatem k=11

an?+4ar+1=3>=09.

wszedzie Mirostaw LACHOWICZ*

Leonardo Pisano (ok. 1170 — ok. 1242) znany jest powszechnie pod pseudonimem
Fibonacci. Pisano takze nie jest jego nazwiskiem — oznacza jedynie, ze

urodzil sie w Pizie. Fibonacci to syn Bonacciego. Byl synem zapewne bardzo
spokojnego cztowieka, skoro jego ojciec mial pseudonim Bonacci. Fibonacci byt
prawdopodobnie jednym z najwybitniejszych matematykéw w historii. Jako
gléowna jego zasluge uznalbym przeniesienie na grunt bardzo woéwczas ospatej
matematycznie (i nie tylko) Europy — idei matematykéw hinduskich i arabskich.
To on polaczyl je z ideami matematykdéw greckich, a w szczegdlnosci z ideami
geometrii euklidesowej. Wprowadzil i pokazal zalete systemu liczb arabskich
(ktére nazywal, i stusznie, hinduskimi) z ukladem pozycyjnym. Upowszechnil
liczbe 0, ktérej nie znat system rzymski. Trudno sobie wyobrazi¢ rozsadna
matematyke bez 0. Trudno sobie wyobrazi¢ opis $wiata bez 0. Nazwa 0 — zero

— ma tez ciekawa historie. Po tacinie bylo nazywane zephirus, co pochodzito od
arabskiego sifr, to z kolei pochodzito z sanskrytu sunya oznaczajacego pustke.
Zephirus poprzez dialekt wenecki (veneziano) stalo sie zevero, a stad juz tylko
krok do naszego zera. Naszego i w wielu innych jezykach. Czy mozna powiedzied,
ze jezeli co$ ludzko$é taczy, to wiadnie 07

Rzymianie do liczenia uzywali abakusa (liczydla). W swoim dziele Liber abbaci
nasz Leonardo, wbrew tytutowi, pokazal, ze to nie abakus, lecz system arabski
(hinduski) ulatwia i wrecz umozliwia rachunki. Warto zauwazy¢, ze Leonardowi
udato sie to, co nie powiodlo sie 200 lat wczesniej papiezowi Sylwestrowi I1.
Cho¢ tatwo nie byto — prawie 80 lat po dziele Leonarda miasto Florencja
zabronilo bankierom uzywania cyfr (hindusko-) arabskich (bo mogliby oszukiwadé,
szczegdlnie ci z Pizy).

Leonardo najbardziej znany jest z ciagu Fibonacciego, omawianego juz w Delcie
(artykuly P. Domaniskiego i J. Gérnickiego). Najczesciej ciag ten wiaze sie

z populacja krolikow. Moze byé traktowany jako prosty model populacji ze
struktura wieku. Oczywiscie model nie jest zbyt realistyczny (,,para rodzi pare”)
i do$¢ szybko zakrélikowalibySmy caly $wiat, niczym Lejzorek Rojtszwaniec

w ksiazce 1. Erenburga.

Rozwazamy pary réznoplciowe krélikéw mlodych (,kréliczkéw”), ktére sie nie
moga rozmnazad, i dojrzatych (,krolikow”), ktére moga i to czynia. Zakladamy,
ze ani kréliczki, ani kroliki nie umieraja. Czas liczymy sezonami. Nowo urodzone
kréliczki potrzebuja sezonu, by dojrze¢. Kazda para (dojrzatych) krolikow

w kazdym sezonie wydaje na $wiat pare kréliczkéw. W chwili n = 1 kupujemy
pare kréliczkow. Mamy wiec jedna pare dla n = 1. Ta para dojrzewa — mamy wiec
dla n = 2 jedna pare krélikow. Dla n = 3 para krolikéw wydaje na swiat jedna
pare kréliczkéw, mamy wiec jedna pare kréliczkéw i jedna pare krélikéw. Jezeli
F, jest suma par kroliczkow i krélikéw w sezonie n, to

(1) Fi=1, Fo=1, F,=F, 1+ F,_2, n=3,4,...

Jest to stynny ciag Fibonacciego 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,..., o ktérym
mozna poczyta¢ w w.w. pracach. Okazuje sie, ze liczby z ciagu Fibonacciego
czesto spotyka sie w przyrodzie. Oto na przyklad liczby ptatkéw korony
kwiatow:

o 1 platek: Cantedeskia (Zantedeschia) zwana kalia,

o 2 platki: wilczomlecz sosnka (Euphorbia cyparissias L.),

« 3 platki: strzalka wodna (Sagittaria sagittifolia L.), $niezyczka przebi$nieg
(Galanthus nivalis L.),

o 5 platkéw: réza dzika (Rosa canina L.), niezapominajka, niezabudka
(Myosotis L.), dziurawiec (Hypericum L.), bodziszek cuchnacy (Geranium
robertianum L.),

o 8 platkéw: kosmos (Cosmos Cav.).

Zbyt entuzjastyczni interpretatorzy sktonni sa uznaé, ze wszystko w przyrodzie
jest zbudowane wedtug ciagu Fibonacciego. Niestety przyklady:

o 4 platki: wiesiolek (Oenothera L.), mak polny (Papaver rhoeas L.), godecja
wielkokwiatowa (Godetia grandiflora),
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e 6 platkéw: lilia (Lilium L.), zawilec gajowy (Anemone nemorosa L.), tulipan
(Tulipa L.), niektére rodzaje powojnika (Clematis L.),
o 7 platkéw: sibdmaczek lesny (Trientalis europaea L.),

pokazuja, ze nalezy by¢ ostroznym w formutowaniu tak daleko idacych zdan.
Z drugiej strony te kontrprzyklady nie powinny nam psué przyjemnosci
kontemplowania sytuacji w przyrodzie, gdy istnieje zgodnos¢ z ciggiem
Fibonacciego.

Rozwiazania trzeciego rownania w mozna poszukiwaé warto$¢ wtasna. Iloraz

w postaci F,, = A\". Po wstawieniu otrzymujemy tzw. 1_ (1_\/5)”“
wielomian charakterystyczny przyréwnany do 0: Fnia _ 1++5 1+v5
F, 2 1-v5\"
A2 -A—1=0. " 1—<1+¢5)
Pierwiastkami (warto$ciami wlasnymi) sa A_ = 172\/5 zbiega do # = ®, gdy n — oo, gdzie ® jest liczbg
PN = 1+2\67 a zatem rozwiazanie ma postaé zlotego podzialu — zauwazyl ten fakt Johannes Kepler
(1571-1630).

(2) Fp,=c_ (1_\/5> +ey (1+\/5) ,n=12 ..., Jezeli chcemy, za Euklidesem, aby odcinek dtugosci = + y

2 2 zostal roztozony na dwa odcinki o dtugosci = i y, tak

gdzie stale c_ i c4 nalezy wyznaczy¢ tak, aby byly
spetnione dwa pierwsze rownania . Otrzymujemy
L ktére po wstawieniu do

zatem cy = —c_ =

%7

daja tzw. wzér Bineta. Rozwiazanie mozna zapisaé

1\/5> ,m=12,...
1++/5

Widaé¢ zatem, ze dla duzych n ciag F,, bedzie sie

w nastepujacej postaci:
A (57 (- (
NAUE

F, =

n
zachowywat jak ciag geometryczny % <1+2\/g) . Jest

to wniosek z ogdélnego faktu wynikajacego z twierdzenia

aby stosunek dluzszej czeéci y do krétszej = byt taki sam
jak stosunek dlugoéci catego odcinka x 4 y do czesci
dtuzszej y, to otrzymujemy

y_ety 4_y
Y x

Zloty podzial znali juz starozytni Babilonczycy
(IX w. p.n.e.), Egipcjanie i Grecy. Wykorzystywali go
w architekturze i zdobieniach. Litera ® pojawila si¢ na
cze$¢ rzezbiarza Fidiasza (ok. 490 p.n.e. — ok. 430 p.n.e.).
Ciekawe jest pytanie, czy zloty podzial rzeczywiscie
ujmuje istote naturalnego piekna, czy tez Grecy
przekazali nam wzorzec, ktéry uksztaltowal nasze

® ~ 1,61803.

1
O=17+—
x +<I>’

Frobeniusa—Perrona: o zachowaniu decyduje dominujaca poczucie piekna.

U. Fory$, Nie tylko zloty podzial: czy
Fibonacci to przewidzial?, Rozdzial V,
Monografia Centrum Zastosowan
Matematyki, 2014, Metody matematyczne
w zastosowaniach, tom 2. Pod redakcja
A. Bartlomiejczyk.

C. K. Ghosh, A. I. Khan, Ezploring the
Fibonacci Sequence, Dream 2047, April
2015, Vol. 17 No. 7.

Parmanand Singh, The so—called
Fibonacci numbers in ancient and
medieval India, Historia Mathematica 12
(1985), 229-244.

L. Childers, K. Gopalakrishnan,

Gopala—Hemachandra codes revisited,
arXiv:2004.00821v1.

Jeremiah T. Southwick, The Lucas
Numbers and Other Gibonacci Sequences
Mod m, arXiv:1402.0598v 1.

Sporo informacji o ztotym podziale oraz zgodnosci ciagu Fibonacciego
ze $wiatem mozna znalez¢ w artykule Urszuli Forys.

W Indiach ciag Fibonacciego pojawil sie w sanskryckiej prozodii (system
wersyfikacji). W ustnej tradycji sanskryckiej kladziono duzy nacisk na to, jak
dtugie (L) sylaby (2 jednostki trwania) mieszaja sie z krétkimi (S) sylabami

(1 jednostka). Liczenie réznych wzorcéw L i S w ramach okreslonej stalej
dtugosci prowadzilo do ciggu Fibonacciego: liczba wzorcéw, w ktorych jest

n kroétkich sylab, to liczba Fibonacciego Fj, 1. Idee te mozna znalezé w pracach
Pingali (200 p.n.e.), Virahanki (700 n.e.), Gopali (ok. 1135) i Hemachandry
(ok. 1150).

Acharya Hemachandra (ok. 1088 — ok. 1173) byl hinduskim poeta,
matematykiem, filozofem i jezykoznawca. Nasladujac Gopale, opisal ciag
Fibonacciego okolo 1150 roku, czyli ponad 50 lat przed Fibonaccim. Rozwazal
liczbe kadencji o dtugosci n, pokazal, ze mozna je utworzyé¢, dodajac krotka
sylabe do kadencji o dtugoéci n — 1 lub dluga do kadencji o dlugosci n — 2.

Gopala i Hemachandra rozpatrywali nastepujacy uogélniony ciag:

(3) Gi=a, Go=b G, =Gn_1+G,_2, n=3,4,...

Po wstawieniu @ = 11 b = 1 otrzymujemy ciag Fibonacciego (por. ) Dlaa=1
i b =3 otrzymujemy ciag Lucasa (Francois Edouard Anatole Lucas, 1842-1891).
Mozliwe sa tez inne uogdlnienia, patrz w.w. artykut P. Domanskiego. Czasami
uogdblnione ciagi nazywa sie ,Gibonacci” (od ogélny — general).

Edouard Zeckendorf (1901-1983), belgijski lekarz i matematyk, udowodnit

w roku 1972 twierdzenie méwiace o tym, ze kazda liczba naturalna moze by¢
jednoznacznie przedstawiona (tzw. reprezentacja Zeckendorfa) jako suma jednej
lub wiecej liczb z ciagu Fibonacciego w taki sposob, ze suma ta nie zawiera
dwdch kolejnych liczb z ciggu. Dokladnie;j:
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Twierdzenie Zeckendorfa: Jezeli N jest liczba
naturalng, to N moze by¢ w sposéb jednoznaczny
przedstawione jako:

(4) N =) a;Fj,
j=1

gdzie a; réwna sig O lub 1, dla j =1,...,m, ay, =1,
F}; sa liczbami z ciggu Fibonacciego oraz jezeli o; = 1,
toa;y1=0dlai=1,...,m—1.

W sumie wystepuje Fj11, aby unikng¢ dwdch 1.
Reprezentacja Zeckendorfa liczby N nazywamy
odpowiadajacy jej ciag skonczony aq, asg, ..., Qm,

np. dla liczby 1 jest (1), dla liczby 4 jest (1, 0, 1), dla
liczby 6 jest (1, 0, 0, 1), dla liczby 12 jest (1, 0, 1, 0, 1).
Reprezentacja Zeckendorfa okresla kod Fibonacciego,
ktory zamienia, w sposéb jednoznaczny, kazda liczbe
naturalng na skonczony ciag binarny. Kod Fibonacciego
uzywany jest do kompresji danych, czyli wyrazenia tej
samej informacji za pomoca mniejszej liczby bitéw.

W reprezentacji Zeckendorfa nigdy dwie jedynki nie

Liczba Eulera przy obliczaniu NWW

moga wystapi¢ obok siebie, stad w kodzie Fibonacciego
stosuje sie dodatkowa jedynke na koncu ciagu, aby
zaznaczy¢ w ten sposéb koniec ciggu, czyli np. dla 4
bedzie to 1011, a dla 6 — 10011.

Ciekawostka jest, ze ten sam wynik co Zeckendorf
otrzymal Cornelis Lekkerkerker (1922-1999)

w roku 1952, czyli 20 lat przed Zeckendorfem, i opisat
w pracy w jezyku holenderskim (Zeckendorf napisal
swojg prace po francusku).

Okazuje sig, ze dla uogdlnionego ciagu G, nie dla
wszystkich a i b mamy odpowiednik reprezentacji
Zeckendorfa, np. dla a = =5 1 b = 6 nie ma —
por. prace L. Childersa i K. Gopalakrishnana.

Ciag Fibonacciego i jego uogélnienia sg dalej
przedmiotem interesujacych badan matematykow,

a nawet jest wydawane specjalne pismo naukowe
poswiecone tym badaniom — The Fibonacci Quarterly
— zwigzane z The Fibonacci Association.

Karol GRYSZKA*

*Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych, W poprzedniej czesci odkrylismy liczbe Eulera w trojkacie Pascala. Tym razem

Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

liczb.

sprobujemy siegnaé¢ do jednej z najciekawszych dziedzin matematyki — teorii

Najmniejsza wspoélna wielokrotnosé

Niech a,, = Q/NWW(L 2,3,...,n). Obliczajac poczatkowe wyrazy tego ciagu,

NWW(1,2,...,15) = 360 360,
NWW(1,2,...,30) = 2329089 562 800,
NWW(1,2,...,60) =

= 9690 712164 777 231 700 912 800.

zauwazmy, ze sg one zawsze ,male”. Na przyklad
a5 = 2,34665,
Zaskakujace jest jednak to, ze wyrazy ciagu a,, tworza bardzo przyjazny ciag,

aso ~ 2,58368,  ago ~ 2,60879.

jest on bowiem zbiezny do liczby Eulera!

W dalszej czesci zobaczymy jedno z mozliwych uzasadnien tego faktu. Nie jest
ono catkowicie elementarne, gdyz wykorzystuje twierdzenie o liczbach pierwszych
(o nim réwniez za chwile napiszemy). Rozumowanie podzielimy na trzy etapy.

teorioliczbowych.

Kazdy z nich zawiera w sobie ciekawe rozwazania na temat liczb oraz funkcji

Krok 1. W tym kroku przyjrzymy sie wylacznie zachowaniu najmniejszej
wspoOlnej wielokrotnosci kolejnych liczb naturalnych.

Jesli n jest potega liczby pierwszej, czyli n = p¥ dla pewnej liczby pierwszej
pik >0, tozadna z liczb 1,2,...,n — 1 oprécz mniejszych poteg p nie

dzieli p*. Tym samym wiec NWW(1,2,3,...,n—1) =p
liczby m, niepodzielnej przez p. Ponadto liczba p* - m jest wielokrotnoscia liczb

k=1 .m dla pewnej

1,2,...,n = p* i kazda wielokrotnosé tych liczb musi byé wielokrotnoscia p*
oraz m. Stad wynika wiec réwnosé

NWW(1,2,...,n) =p-NWW(1,2,...,n—1).
Zalézmy teraz, ze n nie jest potega liczby pierwszej. Wtedy n = p* - m dla
pewnych k,m > 0 i liczby pierwszej p (spelniajacych p {m). Poniewaz p* < n
im<n,top!INWW(1,2,...,n—1)i m[NWW(1,2,...,n—1). Ale liczby p* i m

Wykorzystujemy nastepujacy fakt:
jesli ale, blc i liczby a i ¢ s wzglednie
pierwsze, to ablc.

sa wzglednie pierwsze, wiec ich iloczyn dzieli NWW(1,2,...,n —1). Tym samym
otrzymujemy réwnosé
NWW(1,2, ...

n)=NWW(1,2,...,n—1).

Krok 2. W tym kroku, z dokladnoscia do jednej zaleznoéci, wskazemy gléwny
tok rozumowania dowodzacy istnienia granicy. Wykorzystamy wtasnoéci NWW,

wykazane w kroku 1.
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Funkcja A opisana klamra nazywa si¢
funkcja Von Mangoldta. Ma kilka
ciekawych zastosowan w teorii liczb i jest
zwigzana ze stynna funkcja zeta
Riemanna.

Funkcja ¢ (n) dana suma funkcji A jest
tak zwang druga funkcja Czebyszewa.
Istnieje jawny wzor tej funkcji wigzacy ze
sobg nietrywialne zera funkcji zeta
Riemanna.

Cigglosé funkcji pozwala ,,przejs¢”
z symbolem granicy z argumentu na
wartos$é.

Funkcja 9 to tak zwana pierwsza funkcja
Czebyszewa.

Réwnosé Z A(n) = Z I_};‘—;J Inp
n<w p<x

wynika z tego, ze jest dokladnle

llog, z| = I_{“Tj liczb postaci p*

w zakresie od 1 do z.

Rozwigzanie zadania M 1705.

Niech O bedzie takim punktem, ze

PO || AB, PO = AB = CD oraz PO
przecina odcinek AD. Wtedy czworokaty

ABPO oraz CDOP sa réwnolegtobokami.

Niech @ bedzie punktem na prostej PO
takim, ze OQ = OA i punkty P i Q leza
po przeciwnych stronach punktu O.
Wtedy

*xAOP
X0QA = x0AQ = 25— =
_ XABP
T2
wiec punkty A, P, D i Q leza na jednym
okregu 2. Wobec tego

XODQ = xDOP — ¥DQO
= xDCP — ¥DAP =
= ¥DAP = xDQO,

skad OD = OQ = OA, wigc O jest
$rodkiem okregu 2. Zatem

AB =0OP =0A=0D =PB = PC.

= XADP,

Zdefiniujmy dla n > 1 funkcje
A(n) =InNWW(1,2,...,n) —
Wtedy z kroku 1. wnioskujemy, ze

InNWW(1,2,...,n—1).

| dla n = p*
0 w przeciwnym przypadku.
Dodajac do siebie kolejne wartosci funkcji A, zauwazamy, ze wiele sktadnikéw sie

redukuje. Pozwala to stwierdzié, ze

InNWW(1,2,...,n) = A(Q) 4 A(n) —. w(n)
Zalézmy teraz, ze wiemy z jakiego$ powodu, ze

n—oo N
Wtedy wykorzystujac ciagtosé funkcji wykladniczej oraz wlasnosci logarytmu
naturalnego, otrzymujemy:
. a(n) p(n)
e = ehm “m = lim e » =
n—oo
i tym samym dowodzimy niezwyklej réwnosci.

lim e VNWW(L2,.n) _ iy \/NWW

n—oo n—oo

sn),

Krok 3. Pozostaje nam do wykonania najtrudniejszy krok — uzasadnienie
rownosci . W tym celu korzystamy z twierdzenia o liczbach pierwszych.
Pozwala ono na szacowanie funkcji 7(x), zliczajacej liczby pierwsze
nieprzekraczajace x. Zachodzi mianowicie przyblizenie

1
n(z) ~ —, toznaczy lim M =1.
Inx T—00 T
Zdefiniujmy na poczatek funkcje ¥(z) = Y. Inp, gdzie podana suma (oraz

p<T
wszystkie kolejne, w ktérych sumujemy po liczbach p) rozwazana jest po liczbach
pierwszych nieprzekraczajacych z. Wtedy
Z Inz = m(x)Inz.

ﬁ(m><zﬁn Jlnp >

p<T
Srodkowy wyraz to nic innego jak ¥ (z) (zob. wyjasnienie na marginesie), wiec —
o ile odpowiednie granice istnieja — mamy

9 1
(6) lim 2 gy @) gy, T@ 0T
T—o00 I 00 T T—00 T
Niech teraz n > 3 iy = z/(Inz)%. Wtedy
lnp ¥(x)
m(z) = Yo I<aly)+ Y o<yt Ty
y<p<T y<;v<w
(w ostatniej nieréwnodci skorzystaliémy z 7(y) < y oraz Zy <p<e P < (z)). Stad
z kolei
m(x)Ilnx o ylnz  Inzd@) 1 1 I(x)
x Sz Iny z  Inz 1 -2z o -

Poniewaz ﬁ — 0 oraz lrl‘rll—“af — 0 (w obu przypadkach rozwazamy z — 00),
dostajemy

(7)
Yaczac @ i , wnioskujemy, ze granica ciagu (%")) .
ne

¥ (n m(n)lnn
fim 20 _ gy, T
n—oo N n—oo n
Epilog. Fascynujace w powyzszym ciagu jest to, ze zamiast rozwazaé¢ w definicji
wszystkie liczby, wystarczy rozwazac liczby pierwsze. Tym samym otrzymujemy

wzOr
[Tr=c

p<n

1
lim m(x) Inx <
T—00 xT

lim M

T—>00 X

istnieje i jest réwna

=1

lim
n— o0

To nie koniec poszukiwan! Trzeci odcinek po$wiecimy pewnemu problemowi
z rachunku prawdopodobienstwa.
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Porozmawiajmy o...

Ten niezwykle cenny produkt sklada si¢ w 96% z wody, 2,5% zwiazkéw
azotowych, 1,5% soli mineralnych: chlorkéw, fosforanéw i weglanéw. Pozyskanie
roczne tego zwiazku w przeliczeniu na azot, potas i fosfor odpowiada

13% stosowanych obecnie na $wiecie nawozdéw o wartosci 13,6 miliarda dolaréw.
Obecna $wiatowa produkcja takich nawozdw, przy uzyciu ropy naftowej, wzrosta
oémiokrotnie w ciagu 60 lat, a zapotrzebowanie nadal rosnie — gtéwnie w Azji.
Omawiana substancja jest ,na wyjsciu” sterylna, ma odczyn obojetny. Rodzi sie
pytanie — czy mozna by ten produkt wykorzysta¢ dla naszego dobra?

Czas odstoni¢ tzw. rabek: chodzi o ludzki mocz. Dorosty
zdrowy czlowiek wydziela go dziennie 0,65-2,5 litra.

Problem ludzkich odpadéw zauwazono dawno, co
dokumentujg odkryte przez archeologéow w Mezopotamii
konstrukcje kamienne, budowane nawet ponad

6 tys. lat p.n.e. Podobne konstrukcje wykopano

w Rzymie w 1913 roku (lawa z dziurami co 56 cm,
wysokosé od podlogi 43 cm). Identyfikacja reszt
pozywienia znajdujacych sie¢ w tych miejscach sugeruje,
ze byly to latryny. Znane sa miejsca, gdzie mocz
stosowano do nawozenia pél, wyprawiania skor oraz

do prania. W miastach $redniowiecznych wylewano go
z nocnikéw do miejskich rynsztokéw, nie kojarzac tych
zwyczajow z pojawianiem sie epidemii i pandemii.

Liczba ludzi na $wiecie rosnie, rozrastaja sie tez miasta —
powstaja giganty zamieszkiwane przez miliony. Zatem
nie mozna dluzej lekcewazyé¢ wspdtczesnych prob
rozwiazania problemu: czy zbieraé¢ to, co wydzielamy,

i co robi¢ z zebranym.

Pierwsze przemystowe rozwiazania datuja sie nie tak
dawno — od drugiej potowy XIX wieku. Budujac systemy
kanalizacyjne wyprowadzajace z miast mocz, $cieki

i plynne odpady przemystowe, stworzono — wlasciwie
bez zmian w ostatnim stuleciu — caty system ich odbioru
i przesylu poza miasto, gdzie na koncu buduje sie
oczyszczalnie (badz wylewa do rzek i mérz). Z tego
systemu korzysta 43% ludnosci globu, zanieczyszczajac
morza i oceany 6,2 milionami ton azotu.

I tak doszliSmy do pytania: czy mozna inaczej te odpady
— nie bojmy sie tego stowa — zagospodarowac?

Zagadnienie kontrolowanej zbiérki moczu wiaze sig¢

z pewnymi procedurami medycznymi (np. dializa

przy niewydolnosci nerek), a takze. .. planami lotéw

w kosmos. Obecni mieszkancy Miedzynarodowej

Stacji Kosmicznej odzyskuja cata wydzielana przez
kosmonautéw wode (Amerykanie ja pija, Rosjanie
postanowili nie pi¢ wody odzyskanej z moczu). Problem
wody pozaziemskiej zauwazyli juz dawno autorzy
fantastyki naukowej dotyczacej kosmosu. W bardziej
masowe]j skali kwestia ta zajal sie szwedzki Uniwersytet
w Uppsali, zaalarmowany sytuacja, jaka ma miejsce

na wyspie Gotland. Jest tam malto wody oraz duzo
turystéw, i przybrzeza zarastaja glonami lubiacymi
zwiazki azotowe. Naukowcy z Uppsali postanowili
poszukaé rozwiazan umozliwiajacych odzyskiwanie wody
z ludzkiego moczu, traktujac sytuacje na Gotlandzie jako
swoisty model badawczy. Wyodrebnili dwa problemy:
odzysk wody i wykorzystanie suchej masy do nawozenia
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roslin. Opracowano produkcje suchych preparatéw
(po odparowaniu wody z moczu) wykorzystywanych
do nawozenia roslin. Podobne préoby podjeto juz na
mata skale w Paryzu, w wybranych miejscowosciach
USA, Nowej Zelandii i Szwajcarii. Obliczono, ze
gdyby wykorzystaé¢ suchg mase zwigzkéw zawartych
w moczu do produkcji nawozdéw, to w tym zakresie
zmniejszyltaby sie emisja gazéw cieplarnianych o 47%,
zuzycie energii o 41%, a zanieczyszczenie Srodowiska
odpadami w zuzywanej wodzie o 64%. GdybySmy
chcieli odzyskiwaé¢ azot z moczu do produkcji nawozéw,
ekonomicznie optacalna jest pierwotna obrébka ureaza,
enzymem hydrolizujacym mocznik. Cennym do dalszej
produkcji jest oczywiscie amoniak, NHg,

HyN-CO-NHs + HoO — 2NH;3 + COs.
Amoniak przeksztalca sie, poprzez inkubacje
z okre§lonymi bakteriami, w azotan amonu. Tak
otrzymany produkt (Aurin) jest zatwierdzony
do nawozenia jadalnych roslin np. w Szwajcarii.
Przeprowadzono ankiete wsrod okolo 4 tys.
konsumentoéw z 16 krajow, pytajac, czy zaakceptuja
do celéw spozywezych tak nawozone rosliny. Srednia
globalna odpowiedZ pozytywna wyniosta 59%,
w przodujacej Francji 80%, w Polsce 47%,
w Jordanii 14%.

Tyle informacji od chemikéw i biotechnologéw.
Czy jednak istniejace systemy wodno-kanalizacyjne
mozna przystosowaé¢ do masowej zbiérki moczu?

Zaczyna si¢ od ogdlnie stosowanych sedesow,
spltukiwanych woda. Istnieja juz sedesy umozliwiajace
oddzielenie sptukujacej wody od moczu. Teraz
nietrudno juz zaprojektowaé odrebny system rur

i zbiornikéw, zainstalowaé ,reaktory” do hydrolizy
mocznika, a nastepnie jego przeksztalcenia w obojetny
chemicznie azotan amonu. Tu ciekawostka: Takie
projekty dofinansowuje np. Fundacja Billa & Melindy
Gates z Seattle, stan Waszyngton. I inna, brzmiaca jak
zart: W Afryce Poludniowej opracowano technologie
produkcji cegiel z mieszaniny moczu, piasku i bakterii
wytwarzajacych ureaze — z powstajacej masy formuje sie
twardniejace cegly, niewymagajace wypalania.

Zadziwiajace, ile réznorodnych probleméw naukowych
(mikrobiologia, chemia, fizyka plynéw, biotechnologia,
reakcje w mikro i makro skali, a nawet zdobywanie
gwiazd) zawartych jest w prostym pytaniu: czy mozemy
praktycznie wykorzysta¢ produkt odpadowy zycia?

Magdalena FIKUS

Na podstawie: Nature 602, 202-206 (2022)

(magda.fikus@gmail.com)



Najlepiej dopasowana prosta?

*Instytut Fizyki PAN

Marek W. GUTOWSKI*

Tytulowa fraza — oczywiscie bez znaku zapytania — jest czesto spotykana

w publikacjach naukowych. Wszyscy wiedzg, co ona oznacza: chodzi

o taka prosta, ktéra jest najblizsza do jednoczesnie prezentowanego zbioru
wynikéw pomiaréw. Wszyscy wiedzq, ze parametry tejze prostej mozna
otrzymaé¢ za pomoca metody najmniejszych kwadratéw, zaproponowanej
przez Gaussa. Niniejszy esej ma na celu pokazanie uzytecznosci analizy
interwalowej (przedzialowej) w procesie znanym w slangu laboratoryjnym
jako fitowanie danych (albo, jak kto woli, fitowanie krzywych). Jednoczesnie
prezentujemy nieznany dotad zwiazek analizy przedziatowej z rachunkiem

prawdopodobienstwa.

Identyczne rachunki — ale przeprowadzane na réznych
maszynach — daja rézne wyniki. Dobrze byloby

wiec przynajmniej wiedzie¢ na pewno, w jakich
granicach miesci si¢ wynik prawdziwy. Jasne, ze
chcielibyémy tez, aby oszacowany przedzial wartosci
byl mozliwie waski. To wlasnie bylo gltéwnym
motywem pierwszych prac w dziedzinie rachunkéw
interwalowych. Za ojca tej czesci matematyki
powszechnie uwaza sie Amerykanina, Ramona E.
Moore’a (1929-2015), ktéry ustalil jej solidne podwaliny
(raport techniczny dla firmy Lockheed (styczeri 1959),
rozprawa doktorska (1962), monografia Interval
Analysis (1966)). Wprawdzie nasz rodak, Mieczystaw
Warmus (1918-2007), wezedniej opublikowal dwa
artykuly o tejze tematyce: Calculus of Approximations
(1956) oraz Approzimations and Inequalities in

the Calculus of Approximations. Classification of
Approxzimate Numbers (1961), ale te ukazaly sie

w Biuletynie Polskiej Akademii Nauk, czyli za ,zelazna
kurtyna”, przez co nie zostaly zauwazone przez reszte
$wiata. Mozna tez zazartowaé, ze prekursorem w tej
dziedzinie byl Archimedes, ktéry jako pierwszy podal
obustronne oszacowanie liczby 7 3%’ <7< 3%.
Wiecej o historii analizy interwatowej na stronie
http://www.cs.utep.edu/interval-comp/early.html.

Dzi$ rachunki interwalowe znalazty praktyczne
zastosowanie w dziedzinach, w ktérych projektuje

sie bardzo kosztowne konstrukcje (np. morskie

wieze wiertnicze), wymagany jest wysoki stopien
bezpieczenstwa ludzi (zalogowy sprzet kosmiczny)

lub gdy wymagana jest wysoka precyzja obliczen (np.
bezkolizyjne sterowanie ruchem robotéw podwodnych).

Przejdzmy teraz do krétkiego opisu interwaléw

i operacji, ktére mozemy na nich wykonywaé. Interwat
to obustronnie domkniety przedzial osi liczbowej,
zapisywany zwykle jako x = [z, Z|. Litery pisane
tlustym drukiem beda odtad oznaczaé interwaly,
ktorych konce bedziemy oznaczaé ta sama litera:

dolny z podkresleniem, a goérny z kreska u gory. Zbiér
wszystkich interwaléw zwykle oznacza sie¢ jako IR,
przez analogie do oznaczenia zbioru liczb rzeczywistych
jako R. Mamy wiec: IR = {x = [z,Z] : z,T € R, z < T}.
Zauwazmy, ze poprawnymi interwalami sg réwniez
odcinki o zerowej dlugosci (czyli takie, ze z = T), ktére
nazywamy singletonami. Mozemy to zapisaé krétko
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jako R C IR — liczby rzeczywiste sa podzbiorem zbioru
interwaléw.

Chcemy postugiwaé sie interwalami w sytuacjach,
kiedy nasze liczby sa niepewne, ale wiemy, w jakich
granicach mieszcza sie one z cala pewnoscia. Zacznijmy
od czterech dzialan arytmetycznych. Nietrudno sie
przekonaé, ze X +y = [z + y, T+ |, natomiast
X—y= [g -y, T — y]. Mnozenie i dzielenie sa bardziej
pracochtonne. Niech ¢ oznacza znak mnozenia albo
dzielenia. Najpierw znajdujemy czteroelementowy zbior
Z = {go Y, TOY, T Y, EQ@}. Wynik mnozenia, badz
dzielenia, wyrazi si¢ wowczas jako: x ¢y =

= [min Z, max Z |, przy czym przy dzieleniu wymagamy,
aby 0 ¢ y (nie dzielimy przez zero).

Wazne: wyniki prostych dzialan arytmetycznych to
zawsze interwaly ciasne, czyli takie, ktére zawieraja
wszystkie mozliwe wyniki operacji przeprowadzonych

na dwoch liczbach, z ktorych pierwsza pochodzi

z interwalu x, a druga z interwatu y, i tylko te wyniki,
bez jakichkolwiek przeszacowan. Problem jednak w tym,
ze nasze obliczenia beda realizowane przez komputery,
ktore pracuja ze skonczona dokladnoscia. W praktyce
jest wiec wrecz konieczne, aby wyniki nawet takich
prostych obliczen byly odpowiednio zaokraglane,
mianowicie ,na zewnatrz”, czyli lewy (dolny) kraniec
interwalu wynikowego w dét, a géorny — w gére. Tylko

w ten sposob nasze wyniki bedg gwarantowane, choé by¢
moze przeszacowane.

Niestety, wyrazenia bardziej skomplikowane czesto
produkuja interwaly szersze, choé¢ zawsze zawierajace
te ciasne. Warto samemu przekonac sie, ze generalnie
mamy x- (y+2z) C x-y+ Xz, a nie réwnos¢! Wniosek
praktyczny jest nastepujacy: zanim obliczymy warto$é
skomplikowanego wyrazenia, postarajmy sie najpierw
przepisac je do takiej postaci, aby kazda zmienna
pojawiala sie w nim tylko jeden raz. Na przyklad: opor
zastepczy dwéch opornikéw, Ry i R, polaczonych
réwnolegle, zwykle wyliczamy ze wzoru R = Ry -
Ry/(Ry + R2). W rachunkach interwalowych lepszy, bo
ciasny, wynik otrzymamy, stosujac rownowazny wzoOr:
R=1/(g+5r;)

Ale przeciez interwal to zbiér — powinniSmy wiec mieé
mozliwo$¢ wykonywania operacji typowych dla zbioréw.


http://www.cs.utep.edu/interval-comp/early.html

Nietrudno si¢ przekonaé, ze p N q (czes¢ wspdlna) to
przedzial [max(g, q), min(p, q)], natomiast p U q (suma)
wyrazi sie jako [min(p, q), max(p, ﬁ)] Tu pora na dwie
uwagi:

1) Czesé¢ wspolna moze przeciez byé zbiorem pustym.
Nasz wzér wyprodukuje wtedy ,,nielegalny” interwat,
tzn. taki, ze jego dolny kraniec przewyzsza kraniec gorny.
W praktycznych rachunkach interwatowych wygodnie
jest zapisaé zbiér pusty (interwal pusty) w postaci

@ = [+INF, —INF], gdzie INF jest najwigksza liczba
maszynowa. Wprawdzie ktéci sie to z wymaganiem, aby
spelniona byta nieréwnosé z < 7, ale bardzo praktyczne
jest zastapienie kazdego wykrytego ,nielegalnego”
wyniku tak wladnie zapisanym interwatem pustym.

2) Teoriomnogosciowa suma dwdéch interwaléw
niekoniecznie jest pojedynczym interwalem. Tymczasem
w takim wypadku nasz wzér dostarczy nam obiekt
bedacy interwalem, zawierajacym oprécz wszystkich
liczb zawartych w p lub q takze inne liczby. Nazywamy
taki obiekt powlokq wypuklg interwaléw p i q.

Pora na co$ wiecej. Jak obliczyé¢ warto$é pewnej

funkcji f, ktérej argumentem jest interwal x ? Powinien
to by¢ interwal bedacy zbiorem wszystkich wartosci,
jakie przybiera funkcja f, gdy jej argument zmienia

sie w przedziale x. Latwo znalezé¢ doktadny wynik,

jesli na odcinku x funkcja f jest stala, rosnaca lub
malejaca. W innych przypadkach sprawy si¢ komplikuja
(wynik moze by¢ przeszacowany), jednakze dostepne
oprogramowanie radzi sobie z tym. Zawsze jednak

z warunku x; C xo wynika, ze f(x1) C f(x2). Wlasnosé
te ilustruje rysunek

Rys. 1. Wykres funkcji f(t) = A -

sin(wt + ). Czas t jest zwykla
liczba rzeczywista, ale pozostale parametry sg niepewne: amplituda
A =[0.95,1.05], czegstosé w = [0.95, 1.05], faza ¢ = [0.40,0.60] (krzywa
kolorem). Po zwezeniu przedzialéw parametréw do A = [0.99, 1.00],

w = [0.95,0.98] i ¢ = [0.55, 0.60] otrzymujemy czarna krzywa, ktéra —

oczywiscie — w calodci zawiera si¢ w kolorowej krzywej

Przemyciliémy na nim co$, co mozna by nazwadé
interwalami wielowymiarowym. W literaturze

takie obiekty zwykle nazywane sa kostkamsi lub
pudetkami. Czym bowiem jest tréjwymiarowy interwat
(A, w, ) z rysunku [1f? Jesli zechcemy go zilustrowaé

w prostokatnym ukladzie wspélrzednych, to zobaczymy
prostopadloscian, ktorego krawedzie beda réwnolegte
do osi ukladu — co uzasadnia te¢ nazwe, uzywana takze
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przy wigkszej lub mniejszej liczbie wymiaréw. Przy
okazji zdefiniujmy jeszcze pojecie srednicy kostki.
Jest to po prostu dlugoéé jej najdluzszej krawedzi.
Na tym konczymy prezentacje narzedzi potrzebnych
w tym eseju. Wiecej m.in. w Wikipedii, pod hastem
Interval arithmetic.

Opiszemy teraz dwa algorytmy rzetelnego szacowania
wartosci liczbowych parametréow fizycznych oraz ich
niepewnosci, ukrytych w pracowicie zebranych danych.
Rysunek [I] sugeruje niedwuznacznie, ze powinni$my
wystartowaé ze wzglednie duzej kostki, co do ktorej
mamy pewnosé, ze zawiera prawdziwe wartosci
szukanych parametréw. To moze by¢ problem sam

w sobie, ale w przypadku pasowania linii prostej, takiej
jak na rysunku [2| sprawa nie wydaje sie trudna.

“t

20 2 4 6 8 10

Rys. 2. Przykladowe dane eksperymentalne z niepewnosciami

w obydwu wspoéirzednych oraz kilka linii prostych przechodzacych
przez mozliwie wiele , prostokatéw niepewnosci”. Ktéra z nich jest
najlepsza?

Widzimy, ze jesli nasza prosta ma réwnanie y = ax + b,
to a = [0.5,2] oraz b = [—2, 6] beda dobrymi wstepnymi
oszacowaniami poszukiwanych parametréow a i b. My dla
wszelkiej pewnosci, wystartowaliémy z wyraznie wiekszej
kostki: a € [—2.375,12.5] oraz b € [—32.45, 34.3].

Pierwszy algorytm polega na systematycznym
zmniejszaniu startowej kostki poprzez odcinanie

od niej ,,plasterkow”. Najpierw odcinamy polowe
aktualnej kostki, na przyktad dolna poléwke przedziatu
parametru a. Potem testujemy odciety plasterek poprzez
sprawdzenie, czy generowane z niego linie proste maja
czesci wspélne z ktérymkolwiek wynikiem pomiardw.
Jesdli tak, to ciecie sig¢ nie udato i wobec tego probujemy
odcia¢ cienszy plasterek, mianowicie o potowe cienszy.
Jesli ciecie okazalo sie skuteczne, to w dalszych etapach
bedziemy pracowaé juz ze zmniejszona kostka. I tak az
do skutku, czyli:

a) az odcinana kostka nie bedzie generowaé ani jednej
prostej choéby tylko zawadzajacej o oryginalne dane,
albo

b) wykonamy bezskutecznie maksymalna dopuszczalna
liczbe préb. To znaczy ile? Hmmm, to zalezy od

nas i od doktadnoéci maszynowej. Nie ma sensu
wykonywanie wigkszej liczby cie¢ niz liczba bitéw stowa
maszynowego. Warto jednakze zdac sobie sprawe z tego,
ze juz dziesiata préba to odciecie ~ 1/1000 szerokosci



aktualnie testowanego przedziatu, czyli zmiana 3-4 cyfry
ZNaczacej.

Te czynnosci powtarzamy dla gérnej granicy

parametru a, a potem takze dla parametru b. Opisany
cykl powtarzamy do momentu, kiedy nie uda si¢
poprawié¢ zadnego kranca wszystkich poszukiwanych
parametréw. Wynikiem jest ,zaledwie” powloka
interwatowa poszukiwanych parametréw. Dla prostej

z rysunku [2| otrzymali$my a = [1.02271, 1.04840],

b = [2.78378,2.96827] (po zaokragleniu do 5 cyfr
znaczacych). Warto poréwnaé ten wynik z otrzymanym
metoda najmniejszych kwadratéw, uwzgledniajaca
niepewnosci w obydwu wspélrzednych: a = 1.08663392 +
+0.0136490939, b = 2.49181199 + 0.082284525 (spisane
prosto z ekranu, bez zadnych zaokraglen). Ten drugi
wynik jest podany w dobrze znanym formacie: wartosé
Srednia £+ odchylenie standardowe. Obydwa wyniki sa
podobne, choé¢ nasz interwalowy jest jakby nieco szerszy.
Warto zauwazy¢, ze tzw. najlepiej dopasowana prosta
ma parametry spoza kostki interwalowej. Nie jest to
pierwszy przypadek tego rodzaju opisany w literaturze.

Dygresja: Ten sposdéb dopasowania przyda sie gldwnie
podczas kalibracji i do okreslenia doktadno$ci przyrzadu
pomiarowego, kiedy jego niepewnoéci sa zupelnie
nieznane i mamy do dyspozycji jedynie ,surowe” wyniki
pomiaréw. Wéwcezas najlepiej dopasowana prosta to taka,
ze odleglo$¢ najbardziej odstajacego od niej punktu jest
najmniejsza z mozliwych. Ale to nie jest taka sama
prosta, jaka otrzymalibyémy z metody najmniejszych
kwadratéw! Nie woleliby$my przypadkiem najbardziej
prawdopodobnej (wiarygodnej) prostej?

Drugi algorytm operuje na lidcie kostek, ktora na
poczatku zawiera tylko jeden element — kostke startowa.
Musimy jednak, oprécz zwykltych danych wejsciowych,
poinformowaé dodatkowo komputer, jakiej doktadnosci
oczekujemy dla kazdego z szukanych parametréow. Beda
to jednostki dtugosci potrzebne do okreslania $rednic
kostek.

Procedura jest nastepujaca: wybieramy najwieksza
kostke z listy (ona znika z listy) i dzielimy ja na dwie
potowki. Podzial odbywa sie oczywiscie na najdiuzszej
krawedzi. Teraz badamy obydwie potéwki. Badana
kostka jest ,,dobra”, jesli generuje ,,grube” linie proste
majace potencjalne czesci wspdlne z wiecej niz polowa
danych eksperymentalnych. Jesli tak, to dopisujemy ja
do naszej listy, w przeciwnym wypadku zapominamy ja.
Proces sie konczy, kiedy albo lista okaze sie pusta, albo
beda na niej tylko male kostki, czyli majace Srednice
co najwyzej réwna 1.

Pusta lista to zapewne wynik niewlasciwego wyboru
poczatkowego obszaru poszukiwan. Mozliwe jest jednak,
ze wybrany model (w tym przypadku linia prosta)

po prostu nie nadaje sie do opisu badanego zjawiska.
Zwykle jednak wygenerujemy grono kostek podobne do
tego z rysunku [3] Teraz juz nietrudno wyliczy¢ $rednie
wartosci poszukiwanych parametréw oraz ich odchylenia
standardowe. W tym celu wystarczy potraktowa¢ kazdy
punkt przynalezny do znalezionego grona jako wynik
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prostego, bezposredniego pomiaru. Zainteresowani
wartosciami wspélczynnikéw korelacji tez sobie poradza.

Pozostaje wyjaénié, dlaczego za dobre uznajemy kostki
generujace linie zaczepiajace o wiecej niz potowe
zebranych punktéw — a nie o wszystkie punkty, oraz
znaczenie koloru szarego na rysunku [3} Otéz kolor
szary oznacza kostki generujace linie proste na tyle
,chude”, ze w calo$ci mieszcza sie w wiecej niz polowie
eksperymentalnych bramek niepewnosci. Takich
kostek nie warto dzieli¢ na mniejsze czesci, co moze
zaoszczedzié sporo czasu i pamieci komputera.

580

570 -

520 L L
25 3 3.5 4 4.5 5

Rys. 3. Surowy wynik interwatowego dopasowania linii prostej do
danych eksperymentalnych (innych niz te na rys. . Dowolny punkt

z obszaru szarego opisuje prosta, ktéra na pewno przecina wigcej niz
potowe ,prostokatéw niepewnoéci”. Punkty kolorowe nie maja tej
gwarancji, sg kategorii ,,by¢ moze ”

A dlaczego nie wymagamy, aby dopasowana prosta
przechodzila przez wszystkie punkty pomiarowe? Ot6z
wynik pomiaru w formie y + ¢ wcale nie oznacza, ze
warto$é prawdziwa miesci sie w przedziale [y — o,y + o].
Przeciez wszyscy wiedzq, ze zdarzaja sie pomiary
odstajgee (bledny odczyt/zapis, przeklamanie transmisji,
jakie§ zaklécenia pomiaru itp.), dawniej znane pod
nazwg bledow grubych. Jedli rozklad niepewnosci
pomiarowych jest normalny (gaussowski), to wartosé
prawdziwa ma okoto 67% szans na znalezienie si¢ w tym
przedziale. Przy nieznanym rozkladzie niepewnosci
pomiarowych musimy sie¢ podeprzeé¢ twierdzeniem
Czebyszewa (1874), ktére méwi, ze prawdopodobienstwo
odchylenia od wartosci éredniej o wiecej niz ko (k > 1)
nie przekracza 1/k%. Inaczej méwiac, w przedziale

[y — ko, y + ko] powinno sie miesci¢ 100 - (1 — 1/k?)
procent pomiaréw. W naszych dopasowaniach zamiast
przedzialéw [y — o,y + o] powinnidmy wiec uzywaé
innych (szerszych): [y — ko, y + ko], ze wspdlczynnikiem
rozszerzenia k tak dobranym, aby prawdopodobienstwo
przejscia dopasowanej prostej przez wiecej niz polowe
zebranych pomiaréw przekraczalo 1/2. Wydawaloby sie,
ze k = /2 powinno byé dobre w kazdym przypadku.
Tak jest, o ile liczba pomiaréw N jest bardzo duza. Dla
N > 55 dobre sa oszacowania (dolne): k > v2(1 + 5%)
(dla N parzystych) oraz k > v2(1+ +) (dla

N nieparzystych). Tymczasem dla N = 3,6, 9, 30 mamy
odpowiednio: k = 2.201664, 1.944591, 1.594986, 1.489787.

Na zakonczenie: praktyka pokazuje, ze prosta
dopasowana ostatnia metoda zwykle przechodzi przez
70-90% prostokatéw niepewnosci punktéw pomiarowych.



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 839, 840

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2022
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
825 (WT = 2,50) i 826 (WT = 1,83)
z numeru 9/2021

Janusz Olszewski Warszawa 43,67

Btazej Zmija Krakéw 40,50
Kacper Morawski Warszawa 37,16
Witold Bednarek Lédz 36,36
Adam Woryna Ruda S1. 36,14
Pawel Najman Krakéw 35,90
Marcin Kasperski Warszawa 34,05
Andrzej Kurach Ryjewo 33,26

Rozwigzania zadan z numeru 12/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

831. (a) Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki:
azb>2c>d>1; bec<ad. Ustali¢, ktéra z liczb A, B jest wigksza:
A = 2022 | p2021 | (2021 | 2022,

2021 2022 ()202')

+b + “4d
(b) Pokaza¢, ze dla dowolnie zadanych liczb a > d > 1 oraz g > 1
mozna znalezé takie liczby b, ¢ € (d, a), ze bc < gad, ale wartosci
wyrazen A, B, okreslonych w czesci (a), nie spelniajg uzyskanej tam
nieréwnosci.

2021
B=a .

832. Numerujemy wierzchotki n-kata wypuktego liczbami 1,...,n
(kazda wystepuje raz; kolejno$é dowolna). Kazda krawedz (bok
wielokata) otrzymuje etykiete ze zbioru {1,...,n—1}, okreslong jako

warto$¢ bezwzgledna réznicy liczb bedacych numerami jej koncéw.

Dla kazdego n > 3 wyznaczy¢ najwigksza liczbe k, dla ktorej istnieje
takie ponumerowanie wierzchotkéw, ze kazda liczba ze zbioru
{1,...,n—1} pojawia si¢ jako etykieta pewnej krawedzi, przy czym
etykieta k (i tylko ona) pojawia si¢ dwa razy.

831. (a) Przy podanych zalozeniach wicksza jest liczba A;

uzasadnienie sprowadza sie do wykazania, ze funkcja
fl@)=a" =b" — " +d”

jest rosnaca w przedziale [1,00); teza A > B to nier6wnoéé

£(2022) > £(2021). Monotonicznoé¢ funkcji f mozna

wykazaé, badajac jej pochodng albo (prosciej) oznaczajac

ad ad

>1, p=bz1, A=l
C C

@
b
i stosujac przeksztatcenie

fl@)=d"((aB)" =" +1) =" = d"(a”" = 1)(B" = 1)+c" (A" ~1),
dajace przedstawienie funkcji f jako sume funkcji
niemalejacej i funkcji Scisle rosnacej.

o=

b) Teraz uzyjemy funkeji g(¢) = t2°22 — 2921 rosnacej
yjemy g acej

w przedziale [1,00). Dla zadanych liczb a > d > 1

oraz q > 1 bierzemy dowolna liczbe ¢ € (d, a) taka, ze
¢ < qd. Majac ustalone ¢ > d i korzystajac z ciaggtosci g
(w punkcie a), znajdujemy liczbe b € (d, a) taka, ze
g(a) — g(b) < g(c) — g(d). Skoro b < a, ¢ < qd, zatem
bc < qad; przy tym

A~ B = (g(a) - (b)) — (9(c) — g(d)) <O0.

832. Niech (z1,...
{1,...

Ciag (y1,...,Yn) jest permutacjg zbioru
{1-m,...,—1,0,1,...,n—m}. Dodatnie igreki maja sume
1(n —m)(n — m + 1); ujemne igreki maja sume moduléw
i

5(m — 1)m. Poniewaz

,Zn) bedzie dowolna permutacja zbioru
,n}. Przyjmijmy m = [n/2] oraz y; = z; — m.

(1) |zs — zip1] = |y — yir1| <yl + lyisal,
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839. Funkcja f (zmiennej rzeczywistej) nazywa sie wypukla w przedziale J, gdy
dla kazdej pary punktéw z,y € J oraz dla kazdej pary liczb p,q > 0, ktérych
suma wynosi 1, zachodzi nieréwno$é¢ f(pz + qy) < pf(z) + qf (y).

Niech beda dane funkcje f, F': (0,00) — R zwiazane zaleznoscia
F(z) =z f(1/x). Udowodnié¢, ze w przedziale (0,00) funkcja F' jest wypukla
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest wypukla.

840. Dane sa liczby naturalne n,k > 1. Niech M =1+ k+ k%2 4+ ...+ k"L
(a) Dowiesé, ze jesli M =1 (mod n), to k=1 =1 (mod M).
(b) Wyjasnié, czy zachodzi implikacja odwrotna (do podanej w czesci (a)).

Zadanie 840 zaproponowal pan Tomasz Ordowski

zatem

n n n
Dz — @] < Z(|yi| + \yi+1|> =2yl =
i=1 i=1 i=1
=mn-m)(n—m+1)+(m—-1)m
(przyjmujemy Tnt+1 = T1, Ynt1 = y1). W zaleznosci od
parzystosci liczby n, mamy n = 2m lub n = 2m — 1.
Uzyskane wyrazenie ma (odpowiednio) wartosé¢ 2m? lub
2m? — 2m, czyli n?/2 lub (n® — 1)/2. Dostajemy oszacowanie

(2) Z |zi — @ita] < {7J
i=1

Bedzie tu zachodzita réwnosé, gdy nieréwnosé (1) stanie sie
(dla wszystkich i) réwnoscia; czyli gdy yiyi+1 < 0. Mozemy
to uzyskaé (na przyktad) biorac y1 = 0 i umieszczajac
igreki dodatnie w dowolny spos6b na pozycjach parzystych,
a ujemne na pozycjach nieparzystych (lub odwrotnie).

W kontekscie zadania, x1,...,z, to oczywiscie liczby
przyporzadkowane kolejnym wierzchotkom n-kata,

a sktadniki sumy (2) to etykiety kolejnych krawedzi. Gdy
wszystkie te etykiety sg rézne, z wyjatkiem etykiety k,
powtarzajacej si¢ dwa razy, wowczas suma ta wynosi

(1 + .+ (n—l)) + k, i z oszacowania (2) otrzymujemy

3) k—zn:|$i—wi+1|—n(n_1)< \fﬁJ _M:

-13)

Jak poprzednio, aby uzyskaé¢ réwnosé, bierzemy

y1 = 0 i dalej przeplatamy na przemian igreki dodatnie

i ujemne, ale teraz w porzadku wzrastania ich wartosci
bezwzglednych. Wéwczas ciag (r1,...,7n—1), gdzie

ri = |ys — Yit1| = |x: — xix1] jest Scidle rosnacy, wiec
wyczerpuje wszystkie wartodci od 1 do n—1; a zamykajaca
cykl réznica |y, — y1| jest réwna wlasnie |n/2| (i dubluje
swoje wezesniejsze wystapienie). Dobrze to widaé¢ na
przyktadzie: dla n = 5 oraz n = 6 (i tu, i tu m = 3) mamy
ciagi igrekéw:

(0,1,-1,2,—2) oraz (0,1,—1,2,—2,3);
te same przyktady w jezyku ikséw (x; = m + y;):
(3,4,2,5,1) oraz (3,4,2,5,1,6);

réznica miedzy wyrazem ostatnim i pierwszym wynosi
odpowiednio |5/2] oraz |6/2].

Z oszacowania (3) i podanej konstrukcji wynika odpowiedz:
[n/2] jest maksymalng mozliwa wartoscia k.



Uwaga 1. Az do stéw W kontekscie. . .” nie Uwaga 2. Michal Adamaszek, autor zadania, zwrécit uwage,

zostato wykorzystane zatozenie ze permutacje (21,...,Zn), w ktérych wszystkie wartosci

o réznowartosciowosci etykiet (poza jedna). |z; — xit1] (dla i =1,...,n—1) sa rézne, byly przedmiotem badan

Dzigki temu 6w poczatkowy fragment rozwigzania (https://mathworld.wolfram.com/GracefulPermutation.html).

daje dowdd wlasnosci o bardziej ogdlnym Domykajaca cykl réznica |z, — z1| dubluje jedna z tych n—1

charakterze, waznej i ciekawej: dla dowolnej wartosci (to liczba k z zadania). Otwarte pozostaje pytanie

permutacji (z1,...,%,) zbioru {1,...,n} suma o dokladna identyfikacje¢ wszystkich mozliwych par (z1,zx)

cykliczna 3~ |x; — x;41| nie przekracza [n?/2]  (http://people.math.sfu.ca/ goddyn/Problems/problems.html), a nawet
(wzér (2)). pytanie o zbiér wszystkich mozliwych wartosci k (dla ustalonej liczby n).

Klub 44 F Zadania z fizyki nr 736, 737

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

736. Cewke o indukcyjnosci L polaczong szeregowo z idealna dioda podtaczono
w chwili tg do Zrédia napiecia przemiennego u = U sinwt (rys. 1). ZnaleZé
natezenie pradu w cewce w funkcji czasu. Opory omowe zaniedbujemy.

Termin nadsylania rozwiazat: 30 VI 2022 737 Lodéwka utrzymuje w zamrazalniku stalg temperature —12°C. Gdy
temperatura w pokoju wynosi 25°C, silnik wlacza sie co 8 minut, pracuje
5 minut, po czym nastepuje pauza. Jak czesto i na jak dlugo bedzie wlaczaé
si¢ lodowka, gdy temperatura w pokoju obnizy sie¢ do 15°C? Przy jakiej
maksymalnej temperaturze w pokoju lodéwka moze utrzymaé¢ w zamrazalniku
zadang temperature? Zakladamy, ze lodéwka jest idealng maszyna cieplng.

Rys. 1
Rozwigzania zadan z numeru 12/2021
@ﬁ Przypominamy tresé¢ zadan:
£ 728. Dodatnio natadowana czgstka porusza sie w jednorodnych, wzajemnie prostopadlych polach:
To elektrycznym o natezeniu F i magnetycznym o indukcji B. W pewnej chwili predkosé czastki wynosi
. Uo (Vo LE i U9 LB; rys. 2), przy czym E = vgB. Ile wynosi warto$é¢ wektora predkosci czastki w tych
E chwilach, gdy tworzy on kat m z wektorem v?
Rys. 2 Rys. 3 729. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 wszystkie woltomierze sg identyczne. Sita
elektromotoryczna baterii wynosi £ =5 V, jej opér wewnetrzny jest zaniedbywalny. Gérny woltomierz
wskazuje napiecie Uy = 2 V. Co wskazujg pozostale woltomierze?

728. Czastka porusza si¢ w plaszczyznie XY (rys. 4) i w chwili, gdy jej predkosé jest
réwna U = (vz,vy), sita Lorentza wynosi F' = q(—vy B, v. B), gdzie ¢ jest fadunkiem
czastki. Réwnanie ruchu czastki w kierunku osi X ma postaé

Ylrmmmmmmm - ' dvg dy
[ m— = —quyB = —qB—
} dt q Y q dta
AT gdzie m jest masa czastki, a jego rozwigzanie
Y vy = vo — qBy/m.
Rys. 4 W chwilach, gdy predkosé czastki tworzy kat m z wektorem predkosci poczatkowej,
g =—v 1 y=m(vo+v)/qB.
7 zasady zachowania energii
2 2
I mv” _ muop
I ! 5 =5 +qFy.
I Uwzgledniajac, ze E = voB, otrzymujemy réwnanie kwadratowe
2
v? — 200V — 31}02 =0,
ktérego rozwigzaniem jest szukana warto$¢ predkosci: v = 3vg.
Rys. 5 . . . . S
729. Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa dla duzego oczka napiecie wskazywane
przez dolny woltomierz wynosi Uz = 3V. Oznaczajac natezenia pradéw plynacych
odpowiednio przez gérny, dolny i §rodkowy woltomierz przez I, I2, I3 (rys. 5) mamy
z pierwszego prawa Kirchhoffa: I = I1 + I3. Stad, poniewaz mierniki sg jednakowe,
Us =U; — Uy =1V.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Ciekawostka: Masa Stonca to okoto
1,989 x 10%%kg, z czego okoto 75% (czyli
okoto 1,49 x 103°kg) to wodér. W kazdej
sekundzie (!) Stonice przetwarza okoto
600 milionéw ton wodoru w hel.

Spokojnie, mamy jeszcze troche czasu, az
Stonice pochtonie Ziemie — proces
przeksztalcania Storica w czerwonego
olbrzyma rozpocznie si¢ za 5,4 miliarda
lat, a za okoto 8 miliardéw lat osiggnie
rozmiary orbity Ziemi.

) BEZ PLANETY
Zrodio
o
/
Soczewka :E
2
Ziemia ]
O Czas
J
. Z PLANETA
Zrodto
™

Jasnosc

Ziemia

Q I Czas

Wykres przedstawia krzywa blasku, czyli
zalezno$¢ jasnosci od czasu, gwiazdy
pojasnionej w wyniku
mikrosoczewkowania grawitacyjnego.

Na gérze w przypadku, gdy
gwiazda-soczewka nie posiada planety,

a na dole, gdy posiada orbitujaca planete

Czy Jowisz przetrwa $mieré¢ Stonca?

Zastanawialidcie si¢ kiedy$, co stanie si¢ z Ziemia w odleglej przysztosci? Jej los
jest Scisle zwiazany z losem Slonica, a ono niestety za kilka miliardéw lat umrze.
Storice spala wodor, przemieniajac go w hel w procesach fuzji termojadrowej. Tlogé
wodoru dostepnego dla gwiazdy jest niesamowicie duza, ale jednak skoriczona. Gdy
we wnetrzu Stonca zacznie brakowaé wodoru, jego zewnetrzne warstwy zaczng,

sie rozszerzac i przeksztalci sie ono w czerwonego olbrzyma. Jego rozmiary beda
dostatecznie duze, aby mogto pochtonaé Merkurego i Wenus, a przypuszczalnie takze
Ziemie. Naszg planete czeka wiec najprawdopodobniej Smieré we wnetrzu jej wlasnej
gwiazdy. A co stanie sie z pozostalymi planetami?

Odpowiedzi na to pytanie moga nam udzieli¢ obserwacje ukladéw planetarnych
istniejacych wokot gwiazd bedacych w pdznych etapach ewolucji, czyli czerwonych
olbrzyméw lub bialych kartéw. Problem tylko w tym, jak takie uktady planetarne
znalez¢?

Mikrosoczewkowanie grawitacyjne

Jedna z metod poszukiwania planet spoza naszego Ukladu Stonecznego opiera

sie na wykorzystaniu zjawiska mikrosoczewkowania grawitacyjnego — gdy jedna
gwiazda (tutaj bedaca odpowiednikiem soczewki) przechodzi dokladnie na linii
pomiedzy obserwatorem na Ziemi a obserwowana jasna gwiazda (czyli w tym
wypadku zZrédlem), woéwcezas w wyniku zjawiska soczewkowania grawitacyjnego
promieniowanie Zrodla jest wzmocnione. Jezeli wokél gwiazdy-soczewki orbituja
planety, to w pewnych momentach wzmacniaja one efekt pojasnienia, co mozemy
obserwowadé jako dodatkowe nagle piki na wykresach prezentujacych jasnosé zrédta
(patrz rysunek).

Takie obserwacje sa niezwykle rzadkie, poniewaz wymagaja spelnienia bardzo
konkretnych warunkéw (chociazby takiego, ze gwiazdy musza znalezé si¢ w jednej
linii z obserwatorem). Mimo to maja przewage nad pozostalymi metodami
poszukiwania planet — zjawisko mikrosoczewkowania wystepuje niezaleznie od

typu gwiazdy i planety. W szczegdlnosci pozwala wykry¢ planety typu ziemskiego
okrazajace gwiazdy o stosunkowo malej jasnosci (na przyklad takie jak nasze Slorice).

Planeta z zaginiong gwiazda

W 2010 roku zaobserwowano zdarzenie mikrosoczewkowania
i nazwano je MOA-2010-BLG-477Lb. Do uzyskanej
krzywej blasku dopasowano modele pozwalajace oszacowaé
zaréwno mase gwiazdy, jak i planety. Oszacowano wiec, ze
gwiazda powinna mie¢ mase od 0,15 do 0,93 mas Stonca
(czyli bardzo typowa gwiazda tzw. ,ciagu gléwnego”,

do ktérego nalezy nasze Slorice), a planeta od 0,5

do 2,1 mas Jowisza. Nastepnie okreslono tor jej ruchu,

po to aby mozna byto przewidzie¢, gdzie sie przesunie,

i zaobserwowaé w pdzniejszym czasie. Odpowiedni moment
obserwacji nastapit catkiem niedawno, w 2021 roku.

W to miejsce skierowano teleskop Keck II, ale gwiazdy...
nie bylo! A Scidlej rzecz ujmujac, nie byto , typowej”
gwiazdy, ktorej sie spodziewano. Obiekt nie mégl zostaé
zaobserwowany przez teleskop, poniewaz mial zbyt mata

Niebo w kwietniu

W kwietniu Stonice znika za widnokregiem po godzinie 19
i zmrok zapada coraz pozniej. Przez caly miesiac

Stonice zwieksza wysokos¢ gorowania o ponad 10° i od
drugiej dekady miesiaca wedruje wtedy blizej zenitu niz
widnokregu, a czas jego przebywania nad horyzontem
wydluza sie do 15 godzin. Tym samym na obserwacje
ciemniejszych cial niebieskich pozostaje niewiele ponad

5 godzin.
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jasnosé. Wykluczono wszystkie mozliwe scenariusze: nasza
zaginiona gwiazda nie mogla byé brazowym kartem,
gwiazda neutronowsg ani czarng dziura. Pozostala wiec
tylko jedna mozliwo$é — byt to bialy karzel (pozostalo$é po
$mierci gwiazdy takiej jak Stonce), ktérego okraza planeta
bardzo podobna do Jowisza.

Obserwacja ta jako pierwsza pokazala, ze planety sa

w stanie przetrwac transformacje swojej rodzimej gwiazdy,
a w szczegllnoscei sg w stanie przetrwaé faze czerwonego
olbrzyma. Oczywiscie pojedyncza obserwacja nie stanowi
jeszcze solidnego naukowego dowodu, ale daje nadzieje na
przysztosé dla naszego Jowisza.

Anna DURKALEC

Artykul napisany na podstawie pracy J.W. Blackman et al., 2021, ”A
Jovian analogue orbiting a white dwarf star” https://arxiv.org/abs/
2110.07934

Podobnie jak w poprzednich miesiacach, kwiecienn zacznie
sie od nowiu Ksiezyca, przypadajacego 1. dnia miesiaca.
Poniewaz miesiac synodyczny trwa 29,5 dnia, to kolejny
néw zdarzy si¢ jeszcze w kwietniu, 30. dnia miesiaca.

W trakcie tego drugiego nowiu pélcien Ksiezyca zahaczy
o poludniowy kraniec naszej planety, doprowadzajac do
czesSciowego zaémienia Storica o fazie maksymalnej 70%
widocznej gdzie$ w potowie drogi miedzy Ziemia Ognista


https://arxiv.org/abs/2110.07934
https://arxiv.org/abs/2110.07934

a Polwyspem Antarktycznym. Zaémienie o mniejszej fazie
moga obserwowaé takze mieszkancy Chile i Argentyny oraz
wysp Pacyfiku na zachdd od tych krajow.

Wéréd planet Ukladu Stonecznego w kwietniu sytuacja
zmienia si¢ niewiele. Ekliptyka wciaz tworzy duzy kat

z widnokregiem wieczorem i maty rano. Poczatkowo
wszystkie planety przebywaja albo blisko Stonca, albo na
zachdd od niego, a zatem sg widoczne o Swicie. Niestety ze
wzgledu na niekorzystne nachylenie ekliptyki wschodza one
tuz przed Sloricem i do §witu zdaza sie wzniesé na wysoko$é
zaledwie malych kilku stopni. Dotyczy to szczegdlnie planet
Wenus, Mars i Saturn, widocznych tuz przed wschodem
Stonca jeszcze w marcu. Z tych planet w kwietniu
najbardziej poprawi si¢ widoczno$¢ Saturna, ktéry zwiekszy
odlegtosé od Storica do ponad 70°. W tym samym czasie
elongacja Marsa zwigkszy sie do 58°, elongacja Wenus

za$ zmniejszy sie do 42°. To sprawi, ze Saturn o Swicie
zwigkszy wysokosé do 10°, Mars takze wzniesie si¢ wyzej,
ale tylko na wysokosé 6°. W przeciwienstwie do nich
warunki obserwacyjne Wenus si¢ pogorsza, gdyz planeta
zmniejszy w tym samym czasie wysoko$¢ do 3°. W kwietniu
jasnos¢ Wenus spadnie z —4,2™ do —4™, érednica jej
tarczy zmniejszy sie z 22" do 17", faza natomiast uroénie

z 55% do 67%. Saturn przez caly miesigc utrzyma jasnosé
+0,8™ i $rednice tarczy 16”. Mars natomiast zwickszy
jasnosé¢ z +1,1™ do +0,9™, a jego tarcza utrzyma Srednice
katowa 5" i faze 90%.

Pierwszej nocy kwietnia wszystkie trzy planety utworza
ciasny uklad o rozwartoéci zaledwie 6° miedzy Wenus

a Marsem, z Saturnem pomiedzy nimi. W trakcie miesiaca
Wenus stopniowo oddali si¢ od pary Mars — Saturn,
zwigkszajac odlegloé¢ do Czerwonej Planety do ponad 15°.
Saturn zacznie miesiac w odlegtosci 3° od Marsa, by

5 kwietnia przej$é zaledwie 18 na péinoc od niego. Do
konca miesiaca dystans miedzy Saturnem a Marsem uro$nie
do ponad 17°. Pod koniec kwietnia wszystkie planety minie
Ksiezyc w fazie cienkiego sierpa. Niestety dla nas w tym
czasie Srebrny Glob znajdzie si¢ daleko pod ekliptyka, przez
co pokaze sie na niebosklonie po planetach i za kazdym
razem przejdzie okolo 5° na poludnie od nich. Ksiezyc

w fazie 32% minie Saturna 25 kwietnia, dobe p6Zniej

za$ z sierpem zwezonym do 22% minie Marsa. Podczas
kolejnej doby Ksiezyc w fazie 14% przejdzie blisko Wenus.
W ostatnich dniach kwietnia do Wenus dotaczy powracajacy
na poranne niebo Jowisz, §wiecacy z jasnoécia —2"". Wenus
minie Jowisza w odleglosci zaledwie 20’ pierwszego maja.
Obserwacja tego zblizenia z Polski jest jednak bardzo trudna,
gdyz na 45 minut przed wschodem Slonica planety zdaza si¢
wzniesé¢ na wysokosé tylko 3°.

Czas przeniesé sie na niebo wieczorne, ktére w pierwszej
polowie miesiaca ozdobi Ksiezyc. Naturalny satelita
Ziemi po nowiu szybko nabierze wysokosci, a szczegdlnie
w pierwszych dniach kwietnia warto zwréci¢ uwage na
jego nocng strone, czyli tzw. Swiatlto popielate. Srebrny
Glob pojawi sie juz 2 kwietnia wieczorem, gdy od jego
nowiu uplynie zaledwie 1,5 doby. Okoto godziny 20 jego
tarcza pokaze si¢ na wysokosci okoto 6°, prezentujac

faze ledwie 2%. Dobe pézniej faza Ksiezyca zwickszy

sie do 6% i o tej samej porze zajmie pozycje na wysokosci
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ponad 16°. 4 kwietnia Ksiezyc w fazie 12% pokaze sie 6°
pod Plejadami, by 5 kwietnia, w fazie zwickszonej do 19%,
przej$é w podobnej odleglosci na péinoc od Aldebarana.
Tej nocy Ksiezyc zakryje gwiazde 4. wielkosci k Tau.
Gwiazda zniknie za ciemnym brzegiem ksiezycowej tarczy
okoto godziny 23. Odwiedziny gwiazdozbioru Byka Ksiezyc
zakoniczy nastepnej nocy, zblizajac si¢ na kilka stopni

do gwiazd El Nath i ¢ Tau, stanowiacych odpowiednio
péinocny i poludniowy rég Byka.

Ksiezyc powedruje dalej i 9 kwietnia przejdzie przez

I kwadre. Tej nocy towarzystwa Ksiezycowi dotrzymaja
najjasniejsze gwiazdy Blizniat, czyli Kastor i Polluks. Druga
z wymienionych gwiazd znajdzie si¢ zaledwie 4° na prawo
od Ksiezyca. Trzy dni pdzniej tarcza Srebrnego Globu
zwigkszy o$wietlenie do 83% i dotrze do gwiazdozbioru
Lwa, Swiecac 5° od Regulusa, najjasniejszej gwiazdy
konstelacji. 16 kwietnia Ksiezyc przejdzie przez pelnie,
Swiecac mniej wiecej 6° na lewo od Spiki, najjasniejszej
gwiazdy Panny. A w nocy z 19 na 20 kwietnia, majac tarcze
o$wietlona w 86%, dotrze do gwiazdozbioru Wezownika,
wedrujac niecale 5° od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy
Skorpiona. Kolejne dwa dni pdzniej, kilkanascie godzin
przed ostatnia kwadra Srebrny Glob spotka sie z Nunki,
jedna z jasniejszych gwiazd Strzelca, docierajac don na
niecale 2°. W kolejnych dniach tarcza Ksiezyca przybierze
ksztalt sierpa i powedruje w kierunku opisywanych wyzej
planet, Slizgajac si¢ mniej niz 10° nad horyzontem.

Jak co roku w kwietniu, promieniuja meteory z roju
Lirydow, a dokladniej: w drugiej polowie miesiaca,

z maksimum aktywnosci 22 kwietnia. Mozna sie wtedy
spodziewaé¢ nawet 90 meteoréw na godzine. Radiant roju
znajduje si¢ kilka stopni na zachdéd od gléwnej figury
Lutni i o tej porze roku wznosi si¢ wysoko nad horyzontem
w drugiej polowie nocy. W tym roku w obserwacjach
meteoréow przeszkodzi Ksiezyc przed ostatnia kwadra.

Po drugiej stronie Lutni, w poludniowej czesci
gwiazdozbioru Labedzia znajduje sie dtugookresowa
gwiazda zmienna x Cygni. Nalezy ona do klasy miryd, czyli
gwiazd regularnie zmieniajacych swoje rozmiary i jasnosc.
W tym przypadku gwiazda zmienia jasnosé¢ od +3,3™

do +14,2™ z okresem 408 dni. Tegoroczne maksimum

jej jasnosci prognozuje si¢ na 16 kwietnia i jesli x Cyg
zblizy sie wtedy do swojej maksymalnej obserwowanej
jasnosci, to wyraznie zmieni sie wyglad szyi Labedzia.
Podczas ostatnich kilku maksiméw gwiazda osiagata jasnosé
wyraznie ponad +5™ i na ciemnym niebie tatwo odcinala
sie od tla nieba.

W drugiej potowie miesigca zacznie si¢ okres dobrej
widocznoéci Merkurego. Planeta po koniunkcji ze

Stonicem 2 kwietnia dazy do maksymalnej elongacji
wschodniej 29 kwietnia. Oddali sie wtedy od Stonca na

20° i jednoczesnie zblizy na niecalte 1,5° do Plejad. Planeta
pozostanie widoczna do poczatku drugiej dekady maja,

a pod koniec kwietnia, 45 minut po zachodzie Stonca zajmie
pozycje na wysokosci ponad 10°. W tym czasie jasnosé
planety zmniejszy si¢ od —1,1™ do +1™, faza za$ od 90%
do 10%. Uroénie za to jej érednica katowa z 5” do 10”.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Koniec swiata... i co bylo potem

W 1576 roku Konstanty Ostrogski ufundowal szkole nazwang po6zniej
Akademia Ostrogska. Uznawana jest ona przez niektérych za pierwsza szkote
wyzsza na terenach dzisiejszej Ukrainy. Zadania tej uczelni poczatkowo
skupialy sie na tlumaczeniu Biblii na jezyk starocerkiewnostowianski,

ale dzigki zapisom testamentu Halszki Ostrogskiej mozna bylo rozwinaé
dzialalno$é Akademii na inne dziedziny wiedzy. Nauki Sciste byty
reprezentowane przez astronomie, na czele ktorej stangl Jan Latosz. Uczony
ten byl zwolennikiem heliocentrycznej teorii Kopernika i opublikowat

szereg dziel jej poswigconych. Zajmujac si¢ astrologia, uzywat tez tego
innowacyjnego narzedzia do stawiania horoskopéw, w tym przewidywania
konca swiata. Pierwsza czes¢ swojej kariery naukowej zwiazal z Akademia
Krakowska (dzisiejszy Uniwersytet Jagielloniski), z ktorej zostal jednak
wyrzucony za sprzeciw wobec reformy kalendarza wprowadzonej przez
papieza Grzegorza XIII.

Akademia Ostrogska realizowala prywatng pasje swojego zalozyciela,
starajac sie konkurowaé¢ z osrodkami katolickimi i protestanckimi, nie
odniosta jednak zbyt wielkiego sukcesu w przyciaganiu studentéw. Dlatego
za poczatek zycia akademickiego na Ukrainie przyjmuje sie czesto zalozenie
w 1632 roku przez patriarche kijowskiego Petro Mohyle w jego metropolii
kolegium nazwanego jego imieniem. W wyniku unii hadziackiej w 1658 roku,
ktéra powolywala do zycia Rzeczpospolita Trojga Narodéw (Polski, Litwy

i Ukrainy), rozszerzajac tym samym unie¢ brzeska, szkola ta otrzymala
nazwe Akademii Mohylanskiej i obok Akademii Krakowskiej stala sie jedna
z dwéch réwnorzednych uczelni wyzszych w Koronie. Akademia Mohylanska
styneta z jakosci ksztalcenia, a jej status zostal bez wahania potwierdzony
przez caréw Iwana IV i Piotra Wielkiego po przejeciu Kijowszczyzny

przez Rosje. Dzieki silnym zwigzkom z uniwersytetami Europy Zachodniej
Akademia Mohylanska stanowita gléwny osrodek renesansu na Ukrainie.
Uwaza sie, ze w Akademii Mohylanskiej studiowal przez pewien czas Michait
Y.omonosow, wyrzucony z uczelni w Moskwie za falszywe podawanie sie

za, szlachcica, ale rozczarowany ksztalceniem w zakresie nauk Scistych
porzucit kijowska uczelnie i wrécit do Moskwy. Akademia Mohylariska
zostata zamknieta w 1817 roku, a wiec niemal réwnocze$nie z utworzeniem
Uniwersytetu Warszawskiego.

Nieco wezesniej, bo w 1801 roku, car Aleksander I powolal trzeci rosyjski
uniwersytet — w Charkowie. Jednym z jego pierwszych absolwentow byt
Michait Ostrogradski. Z twierdzeniem nazwanym jego imieniem spotykaja sie
na samym poczatku ksztalcenia wszyscy studenci matematyki i fizyki.

Poniewaz przez caly XIX wiek carat bezlitoénie tepil przejawy ukrainskiej
tozsamosci narodowej, atmosfera na pozostajacych w sferze wpltywéw
rosyjskich uniwersytetach nie sprzyjata wielkim odkryciom naukowym. Duzo
bardziej liberalne pod tym wzgledem bylo cesarstwo austriacko-wegierskie.
Jednym z fizykéw ukrainskich, ktorzy ,,zrobili kariere” w takich
uwarunkowaniach, byl Iwan Puluj. Uzyskawszy doktorat pod kierunkiem
Augusta Kundta, Puluj pracowal w Rijece, Wiedniu i Pradze. Zajmowal

sie m.in. badaniami nowego rodzaju promieniowania powstajacego pod
wplywem promieni katodowych. Niestety publikacja wynikow Puluja byta
spdzniona o péltora miesiaca wzgledem prac Wilhelma Roentgena, ktéremu —
stusznie! — przypadla palma pierwszenstwa odkrycia promieni X.

Niektore miejsca i niektore czasy nie sprzyjaja happy endom.

Kraysztof TURZYNSKI
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Lemat o dwéch karuzelach w wersji
rysunkowej

Pierwsza karuzela ma t; ramion

i dokonuje pelnego obrotu w ciagu

t1 sekund; druga — analogicznie z t5. Jesli
NWD(¢1,t2) = 1, to dowolnie wybrane dwa
ramiona, po jednym z kazdej karuzeli,
beda jednoczesnie skierowane w prawo raz
na t1to sekund.

(Na rysunku, dla zakolorowanych ramion,
bedzie to mialo miejsce po raz pierwszy
po 27 sekundach, a potem co 40 sekund.)
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Na karuzeli okrecisz sie  Bartlomiej BZDEGA

Ponizej rozwigzemy nastepujace zadanie z etapu korespondencyjnego biezacej
Olimpiady Matematycznej.

Zadanie. Dana jest liczba pierwsza p. Wykazal, Ze istnieje nieskoriczenie wiele
dodatnich liczb calkowitych n, dla ktérych liczba 22 — n jest podzielna przez p.

Zanim to zrobimy, przedstawi¢ dwa lematy. Przypomnijmy, ze ciag (a) jest
okresowy, jesli istnieje taka stata naturalna ¢ > 0, ze dla kazdego catkowitego
dodatniego n zachodzi ré6wnosé an++ = an. Najmniejsza taka liczbe ¢ nazywamy
okresem zasadniczym ciagu (a). Méwimy, ze ciag (a) jest okresowy od miejsca no,
jesli ré6wnosé an++ = ay zachodzi dla wszystkich n > ng, przy czym dla n < ng
réwnosé ta nie musi zachodzié, ale moze.

Lemat o jednej karuzeli. Niech (a) bedzie ciagiem, ktérego wszystkie wyrazy
naleza do pewnego skoniczonego zbioru A. Zatézmy, ze istnieje taka funkcja f, ze dla
kazdego calkowitego dodatniego n mamy an+1 = f(an) (czyli kazdy kolejny wyraz
zalezy tylko od wartosci poprzedniego). Wéwczas ciag (a) jest od pewnego miejsca
okresowy i jego okres zasadniczy nie przekracza liczby elementéw zbioru A.

Dowdd. Niech |A| = k. Wéréd wyrazéw a1, ag, ..., ar+1 S8 pewne dwa réwne, majace
rézne indeksy. Niech beda to an, 1 ny+t — woéwcezas 0 < t < k. Zauwazmy, ze jesli
Qn+4t = Gn, to takze anti+t = f(an+t) = f(an) = ant1. Wykorzystujac te wlasnosé
oraz indukcje startujaca od no, dowodzimy, ze an+: = an dla wszystkich n > nog.

Lemat o dwéch karuzelach. Niech (a) i (b) beda ciagami okresowymi od
miejsca ng, z okresami odpowiednio t, i ¢y, przy czym NWD(tq,t5) = 1. Rozwazmy
dowolng pare (z,y), w ktérej ¢ = ai i y = b; dla pewnych k,l > no. Wtedy istnieje
nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych jednoczesnie a, =z 1 b, =

Dowdd. Z okresowosci danych ciagdéw wynika, ze jesli n = ng oraz n = k (mod t,)
in=1 (mod ), to an, = x i by, = y. Liczby t, i t;, sa wzglednie pierwsze, wiec

na mocy chiriskiego twierdzenia o resztach (o ktérym jeszcze kiedy$ napisze)
dwie powyzsze kongruencje sa réwnowazne jednej: n = m (mod tqtp), w ktérej

m jest pewna stalg. Liczb n > ng spelniajacych te kongruencje jest, rzecz jasna,
nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie zadania. Niech a, bedzie reszty z dzielenia liczby n przez p, a b, —
liczby 2°" przez p. Checemy wykazaé, ze a, = by, dla nieskoriczenie wielu liczb
naturalnych n.

Ciag an jest okresowy o okresie zasadniczym t, = p i wystepuja w nim wszystkie
liczby ze zbioru {0,1,...,p — 1}.

Na mocy réwnosci 23" = (23n)3 wnioskujemy, ze b,+1 = b5 (mod p), wiec kazdy
kolejny wyraz ciagu (b) zalezy tylko od poprzedniego. Ponadto zbiér wartosci ciagu (b)
jest réwny {0} dla p = 2, a dla p > 2 nie nalezy do niego liczba 0, wiec dla kazdego p
ma on mniej niz p elementéw. Na mocy lematu o jednej karuzeli, ciag (b) jest
okresowy od pewnego miejsca ng, a jego okres zasadniczy t; jest mniejszy niz p.
Niech z = b; dla pewnego | > no — wtedy ar = x dla pewnego k > no. Liczba t, = p
jest pierwsza oraz t, < p, wiec NWD(¢q,tp) = 1. Rozwiazanie koriczy zastosowanie
lematu o dwéch karuzelach z z = y.

Zadania.

1. Ciag (a) spelnia réwnanie rekurencyjne an4+1 = a? + 1 z warunkiem poczatkowym
a1 = 0. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieja dwie rézne liczby
calkowite dodatnie m i n, dla ktérych p | an + am.

2. Niech d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby catkowitej dodatniej m.
Ciag liczb catkowitych dodatnich (a) spelnia réwno$é ant1 = d(an) + a1 dlan > 1.
Dowiesé, ze ten ciag jest od pewnego miejsca okresowy.

3. Niech W bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych. Dla pewnych
liczb pierwszych p # ¢ i pewnych liczb catkowitych dodatnich ni, na zachodzg,
podzielnosci p | W(n1) i q | W(n2). Wykazaé, ze dla pewnego catkowitego
dodatniego n mamy pq | W(n).

4. Uog6lni¢ lemat o jednej karuzeli:

Jesli zbiér A wartosci ciagu a jest skoriczony, a kazdy kolejny wyraz ciaggu (a)
zalezy tylko od m poprzednich wyrazéw, to ciag (a) jest od pewnego miejsca
okresowy, a jego okres zasadniczy nie przekracza |A|™.

5. Dowiesé, ze dla kazdego catkowitego dodatniego d w ciggu Fibonacciego (F)
istnieje dodatni wyraz podzielny przez d.
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