Twierdzenie Zeckendorfa: Jezeli N jest liczba
naturalng, to N moze by¢ w sposéb jednoznaczny
przedstawione jako:

(4) N =) a;Fj,
j=1

gdzie a; réwna sig O lub 1, dla j =1,...,m, ay, =1,
F}; sa liczbami z ciggu Fibonacciego oraz jezeli o; = 1,
toa;y1=0dlai=1,...,m—1.

W sumie wystepuje Fj11, aby unikng¢ dwdch 1.
Reprezentacja Zeckendorfa liczby N nazywamy
odpowiadajacy jej ciag skonczony aq, asg, ..., Qm,

np. dla liczby 1 jest (1), dla liczby 4 jest (1, 0, 1), dla
liczby 6 jest (1, 0, 0, 1), dla liczby 12 jest (1, 0, 1, 0, 1).
Reprezentacja Zeckendorfa okresla kod Fibonacciego,
ktory zamienia, w sposéb jednoznaczny, kazda liczbe
naturalng na skonczony ciag binarny. Kod Fibonacciego
uzywany jest do kompresji danych, czyli wyrazenia tej
samej informacji za pomoca mniejszej liczby bitéw.

W reprezentacji Zeckendorfa nigdy dwie jedynki nie

Liczba Eulera przy obliczaniu NWW

moga wystapi¢ obok siebie, stad w kodzie Fibonacciego
stosuje sie dodatkowa jedynke na koncu ciagu, aby
zaznaczy¢ w ten sposéb koniec ciggu, czyli np. dla 4
bedzie to 1011, a dla 6 — 10011.

Ciekawostka jest, ze ten sam wynik co Zeckendorf
otrzymal Cornelis Lekkerkerker (1922-1999)

w roku 1952, czyli 20 lat przed Zeckendorfem, i opisat
w pracy w jezyku holenderskim (Zeckendorf napisal
swojg prace po francusku).

Okazuje sig, ze dla uogdlnionego ciagu G, nie dla
wszystkich a i b mamy odpowiednik reprezentacji
Zeckendorfa, np. dla a = =5 1 b = 6 nie ma —
por. prace L. Childersa i K. Gopalakrishnana.

Ciag Fibonacciego i jego uogélnienia sg dalej
przedmiotem interesujacych badan matematykow,

a nawet jest wydawane specjalne pismo naukowe
poswiecone tym badaniom — The Fibonacci Quarterly
— zwigzane z The Fibonacci Association.
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sprobujemy siegnaé¢ do jednej z najciekawszych dziedzin matematyki — teorii

Najmniejsza wspoélna wielokrotnosé

Niech a,, = Q/NWW(L 2,3,...,n). Obliczajac poczatkowe wyrazy tego ciagu,

NWW(1,2,...,15) = 360 360,
NWW(1,2,...,30) = 2329089 562 800,
NWW(1,2,...,60) =

= 9690 712164 777 231 700 912 800.

zauwazmy, ze sg one zawsze ,male”. Na przyklad
a5 = 2,34665,
Zaskakujace jest jednak to, ze wyrazy ciagu a,, tworza bardzo przyjazny ciag,

aso ~ 2,58368,  ago ~ 2,60879.

jest on bowiem zbiezny do liczby Eulera!

W dalszej czesci zobaczymy jedno z mozliwych uzasadnien tego faktu. Nie jest
ono catkowicie elementarne, gdyz wykorzystuje twierdzenie o liczbach pierwszych
(o nim réwniez za chwile napiszemy). Rozumowanie podzielimy na trzy etapy.

teorioliczbowych.

Kazdy z nich zawiera w sobie ciekawe rozwazania na temat liczb oraz funkcji

Krok 1. W tym kroku przyjrzymy sie wylacznie zachowaniu najmniejszej
wspoOlnej wielokrotnosci kolejnych liczb naturalnych.

Jesli n jest potega liczby pierwszej, czyli n = p¥ dla pewnej liczby pierwszej
pik >0, tozadna z liczb 1,2,...,n — 1 oprécz mniejszych poteg p nie

dzieli p*. Tym samym wiec NWW(1,2,3,...,n—1) =p
liczby m, niepodzielnej przez p. Ponadto liczba p* - m jest wielokrotnoscia liczb

k=1 .m dla pewnej

1,2,...,n = p* i kazda wielokrotnosé tych liczb musi byé wielokrotnoscia p*
oraz m. Stad wynika wiec réwnosé

NWW(1,2,...,n) =p-NWW(1,2,...,n—1).
Zalézmy teraz, ze n nie jest potega liczby pierwszej. Wtedy n = p* - m dla
pewnych k,m > 0 i liczby pierwszej p (spelniajacych p {m). Poniewaz p* < n
im<n,top!INWW(1,2,...,n—1)i m[NWW(1,2,...,n—1). Ale liczby p* i m

Wykorzystujemy nastepujacy fakt:
jesli ale, blc i liczby a i ¢ s wzglednie
pierwsze, to ablc.

sa wzglednie pierwsze, wiec ich iloczyn dzieli NWW(1,2,...,n —1). Tym samym
otrzymujemy réwnosé
NWW(1,2, ...

n)=NWW(1,2,...,n—1).

Krok 2. W tym kroku, z dokladnoscia do jednej zaleznoéci, wskazemy gléwny
tok rozumowania dowodzacy istnienia granicy. Wykorzystamy wtasnoéci NWW,

wykazane w kroku 1.
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Funkcja A opisana klamra nazywa si¢
funkcja Von Mangoldta. Ma kilka
ciekawych zastosowan w teorii liczb i jest
zwigzana ze stynna funkcja zeta
Riemanna.

Funkcja ¢ (n) dana suma funkcji A jest
tak zwang druga funkcja Czebyszewa.
Istnieje jawny wzor tej funkcji wigzacy ze
sobg nietrywialne zera funkcji zeta
Riemanna.

Cigglosé funkcji pozwala ,,przejs¢”
z symbolem granicy z argumentu na
wartos$é.

Funkcja 9 to tak zwana pierwsza funkcja
Czebyszewa.

Réwnosé Z A(n) = Z I_};‘—;J Inp
n<w p<x

wynika z tego, ze jest dokladnle

llog, z| = I_{“Tj liczb postaci p*

w zakresie od 1 do z.

Rozwigzanie zadania M 1705.

Niech O bedzie takim punktem, ze

PO || AB, PO = AB = CD oraz PO
przecina odcinek AD. Wtedy czworokaty

ABPO oraz CDOP sa réwnolegtobokami.

Niech @ bedzie punktem na prostej PO
takim, ze OQ = OA i punkty P i Q leza
po przeciwnych stronach punktu O.
Wtedy

*xAOP
X0QA = x0AQ = 25— =
_ XABP
T2
wiec punkty A, P, D i Q leza na jednym
okregu 2. Wobec tego

XODQ = xDOP — ¥DQO
= xDCP — ¥DAP =
= ¥DAP = xDQO,

skad OD = OQ = OA, wigc O jest
$rodkiem okregu 2. Zatem

AB =0OP =0A=0D =PB = PC.

= XADP,

Zdefiniujmy dla n > 1 funkcje
A(n) =InNWW(1,2,...,n) —
Wtedy z kroku 1. wnioskujemy, ze

InNWW(1,2,...,n—1).

| dla n = p*
0 w przeciwnym przypadku.
Dodajac do siebie kolejne wartosci funkcji A, zauwazamy, ze wiele sktadnikéw sie

redukuje. Pozwala to stwierdzié, ze

InNWW(1,2,...,n) = A(Q) 4 A(n) —. w(n)
Zalézmy teraz, ze wiemy z jakiego$ powodu, ze

n—oo N
Wtedy wykorzystujac ciagtosé funkcji wykladniczej oraz wlasnosci logarytmu
naturalnego, otrzymujemy:
. a(n) p(n)
e = ehm “m = lim e » =
n—oo
i tym samym dowodzimy niezwyklej réwnosci.

lim e VNWW(L2,.n) _ iy \/NWW

n—oo n—oo

sn),

Krok 3. Pozostaje nam do wykonania najtrudniejszy krok — uzasadnienie
rownosci . W tym celu korzystamy z twierdzenia o liczbach pierwszych.
Pozwala ono na szacowanie funkcji 7(x), zliczajacej liczby pierwsze
nieprzekraczajace x. Zachodzi mianowicie przyblizenie

1
n(z) ~ —, toznaczy lim M =1.
Inx T—00 T
Zdefiniujmy na poczatek funkcje ¥(z) = Y. Inp, gdzie podana suma (oraz

p<T
wszystkie kolejne, w ktérych sumujemy po liczbach p) rozwazana jest po liczbach
pierwszych nieprzekraczajacych z. Wtedy
Z Inz = m(x)Inz.

ﬁ(m><zﬁn Jlnp >

p<T
Srodkowy wyraz to nic innego jak ¥ (z) (zob. wyjasnienie na marginesie), wiec —
o ile odpowiednie granice istnieja — mamy

9 1
(6) lim 2 gy @) gy, T@ 0T
T—o00 I 00 T T—00 T
Niech teraz n > 3 iy = z/(Inz)%. Wtedy
lnp ¥(x)
m(z) = Yo I<aly)+ Y o<yt Ty
y<p<T y<;v<w
(w ostatniej nieréwnodci skorzystaliémy z 7(y) < y oraz Zy <p<e P < (z)). Stad
z kolei
m(x)Ilnx o ylnz  Inzd@) 1 1 I(x)
x Sz Iny z  Inz 1 -2z o -

Poniewaz ﬁ — 0 oraz lrl‘rll—“af — 0 (w obu przypadkach rozwazamy z — 00),
dostajemy

(7)
Yaczac @ i , wnioskujemy, ze granica ciagu (%")) .
ne

¥ (n m(n)lnn
fim 20 _ gy, T
n—oo N n—oo n
Epilog. Fascynujace w powyzszym ciagu jest to, ze zamiast rozwazaé¢ w definicji
wszystkie liczby, wystarczy rozwazac liczby pierwsze. Tym samym otrzymujemy

wzOr
[Tr=c

p<n

1
lim m(x) Inx <
T—00 xT

lim M

T—>00 X

istnieje i jest réwna

=1

lim
n— o0

To nie koniec poszukiwan! Trzeci odcinek po$wiecimy pewnemu problemowi
z rachunku prawdopodobienstwa.
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